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AVERTISSEMENT. 

Dans  ce  volume,  comme  dans  le  précédent,  je  ne  me  suis  pas  borné 
aux  divisions  indiquées  dans  la  Préface  du  premier;  j’eu  ai  augmenté  le 
nombre,  afin  de  mieux  séparer  les  matières  qui  sont  ici  très-variées. 
Après  l'exposition  du  Calcul  direct  et  inverse  aux  différences  , renfermée 
dans  les  trois  premiers  chapitres,  et  la  Théorie  des  Fonctions  généra- 
trices, qui  remplit  le  quatrième , se  présentent  les  applications  réci- 
proques des  séries  et  du  Calcul  intégral,  comprenant  ces  méthodes, 
pour  ainsi  dire,  anomales,  par  lesquelles  on  a tâché  de  remplir  quelques- 
unes  des  grandes  lacunes  que  laisse  l’imperfection  des  méthodes  directes. 

Cette  dernière  partie  ne  prouvera  pas  moins  que  les  deux  autres, 
combien  la  richesse  réelle  de  l’Analyse  est  loin  de  répondre  au  grand 
nombre  et  à la  diversité  de  ses  procédés  : cependant  il  est  moins 
permis  ici  qu’ailleurs  de  négliger  ceux  qui  paraissent  faire  un  double 
emploi  ; parce  qu’il  s’agit  des  dernières  limites  de  la  Science , et  qu’igno- 
rant de  quel  côté  viendront  les  progrès  ultérieurs , il  faut  conserver  tout 
ce  qui  tient  à des  idées  nouvelles  ou  peut  en  suggérer.  C’est  dans  cette 
vue  que  j’ai  multiplié  les  indications  sur  la  théorie  et  les  usages  des 
intégrales  définies , pour  sommer  les  suites  et  intégrer  les  équations  dif- 
férentielles , mais  sans  entrer  dans  les  détails  ; car  leur  réunion  pourrait 
lormer  un  volume  plus  gros  que  celui-ci.  Ce  seul  exemple  montrera 
suffisamment  combien  de  sacrifices  j’ai  dû  faire  pour  ne  pas  outrepasser 
des  limites  déjà  trop  reculées,  et  fera  voir  en  même  temps  que  la  lon- 
gueur de  mon  ouvrage,  et  les  omissions  qu’on  y peut  trouver  ne  sont 
pas  tout-à-fàit  sans  excuse.  Par  rapport  à ces  dernières,  je  prierai  qu’on 
veuille  bien  se  rappeller  aussi  ce  que,  dans  l’Avertissement  du  deuxième 
volume , j’ai  dit  de  l’inutilité  qu’il  y aurait  à s’appesantir  sur  les  méthodes 
relatives  aux  grandes  applications.  J’ai  terminé  celui-ci  par  des  éclair- 
cissemens  ou  des  corrections  pour  quelques  articles  des  volumes  pré- 
cédens,  et  par  des  additions  concernant  l’application  de  l’Analyse  à la 
Géométrie  dans  l’espace. 

Le  titre  de  Monsieur  ne  se  joignant  pas  au  nom  des  savans  illustres 
pour  lesquels  la  postérité  a commencé,  j’ai  du  ne  plus  le  placer  devant 
ceux  de  Lagrange  et  de  Monge,  et  rappeler  ainsi  la  perte  récemment  faite 
de  deux  hommes  qui  ont  enrichi  la  Sciçnce  d’un  grand  nombre  de  beaux 
résultats,  et  qui  par  l’élégance  de  leurs  méthodes  ont  porté  l’écriture 


M . - • AVERTISSEMEPÎT.”** 

analytique  au  plus  haut  degré  de  perfection.  Créateur  d’une  branche  très 
remarquable  et  très  utile  de  la  Géométrie,  Monge,  en  y appliquant  l’Ana- 
lyse , a poussé  plus  loin  que  tous  scs  devanciers , le  sentiment  et  le  godt 
de  la  symétrie  qui  a tant  d’influence  sur  la  clarté  des  calculs  et  souvent 
sur  le  succès  des  recherches.  Ces  avantages,  il  les  dut  peut-être  au  talent 
éminent  avec  lequel  il  a professé,  et  qu’il  tirait  autant  de  la  bonté  de  son 
cœur  que  de  la  sagacité  de  son  esprit.  Sa  tenue  était  simple  et  modeste , * 

son  amour  de  la  science  si  vrai,  si  fort,  si  désintéressé,  qu’il  ne  laissait 

* pas  soupçonner  dans  le  professeur  le  moindre  retour  sur  son  mérite 
personnel-,  et  lorsque,  animé  par  l’intérêt  que  lui  témoignait  son  audi- 
toire, il  s’abandonnait  «à  une  sorte  d’admiration,  je  dirais  presque  d’en- 

* thousiasme  pour  les  résultats  qu’il  semblait  créer  à l’instant  même, 
jamais  on  n’aperceyait  la  moindre  trace  du  juste  sentiment  d’orgueil 
qu'auri|ieQtpu  faire  naître  dans  tout  autre  les  difficultés  qu'il  avait  vain- 
cues. L'expression  de  la  plus  aimable  bienveillance  marquée  dans  tous 
ses  traits,  dans  l’accent  de  sa  voix,  dans  les  regards  pénétrons  avec 
lesquels  il  cherchait  sans  cesse  dans  les  yeux  de  ses  auditeurs,  s’il 
avait  été  compris j une  complaisance  et  un  zèle  inépuisable  pour  multi- 
plier et  varier  ses  explications;  enfin  la  plus  heureuse  facilité  pour 
peindre  parle  geste  ce  quele  crayonne  pouvait  exprimer  sur  le  tableau  : 
de  tels  dons  et  de  tels  soins  pouvaient -ils  manquer  d’iuspirer  aux 
disciples  un  amour  que  leur  maître  sollicitait  d’une  manière  si  touchante, 
et  qui  les  entraînait  irrésistiblement  avec  lui  à travers  les  plus  grandes 

* • difficultés? 

Long-temps  avant  la  fondation  de  la  première  École  Polytechnique , 
institution  sans  modèle  comme  sans  rivale,  à laquelle  il  eut  la  plus 
grande  part,  Monge  était  adoré  déjà  par  de  nombreux  élèves  qu’il  avait 
formés  dans  le  corps  du  Génie  militaire.  En  étendant  ses  soins  à la  jeu- 
nesse.destinée  à peupler  tous  les  services  publics,  et  dont  il  ne  s’est  pas 
moins  montré  l’ami  que  le  professeur , il  s’est  formé  une  immense  famille 
d’hommes  reconnaissons  qui  ont  senti  vivement  sa  perte  et  les  chagrins 
oui  l’ont  avancée  (*). 

r ,.i.2  ■ • \ ■ ’ » 

(*)  Vovez  la  NatUc.  publiée  par  M.  üri.vton , Ingénieur  des  Ponts  et  Chausbées , et 
l'Essai  historique  sur  les  services  et  les  travaux  scientifiques  de  Gaspard  Monge,  par 
H.  Dupin  j Capitaine  au  corps  du  Génie  maritime  et  Membre  de  l'Institut. 
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TRAITÉ 

DU  CALCUL  DIFFÉRENTIEL 

ET 

DU  CALCUL  INTÉGRAL. 

TROISIÈME  PARTIE. 

DES  DIFFÉRENCES  ET  DES  SÉRIES. 


CHAPITRE  PREMIER. 

Du  Calcul  direct  des  Différences. 

gig.  Dans  le  Calcul  différentiel,  nous  n’avons  considéré  les  différence* 
entre  les  valeurs  d'une  même  fonction  (4),  que  pour  déduire  de  leur 
développement,  de  nouvelles  fonctions  dérivées  de  la  première,  et  qui 
en  sont  les  coejficiens  différentiels.  Cette  recherche  ne  portait  que  sur 
la  forme  générale  des  expressions  des  différences  ou  accroissemens,  et 
non  pas  sur  leurs  valeurs  numériques;  mai^’cxamen  de  ces  valeurs  a 
montré  que,  dans  un  grand  nombre  de  cas,  elles  suivent  des  lois  plus 
simples  que  celles  des  quantités  dont  elles  dérivent , ou  au  moins  quelles 
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forment  souvent  des  suites  décroissantes  qui  se  prêtent  plus  aisément  aux 
approximations,  et  auxquelles  il  est  par  conséquent  utile  de  ramener  les 
quantités  primitives.  C’est  sous  ce  point  de  vue  qu'on  s'est  d’abord  occupé 
du  Calcul  aux  différences  proprement  dit. 

On  lui  a donné  le  nom  de  Calcul  aux  différences  finies,  pour  le  distin- 
guer du  Calcul  aux  différences  infiniment  petites ; mais  la  dénomination 
t de  Calcul  différentiel , exclusivement  affectée  à ce  dernier,  et  motivqp 
comme  on  l'a  vu  (5),  prévenant  toute  équivoque,  il  n'est  pas  néces- 
saire d’ajouter  l'épithète  finie  aux  différences , qui  ne  sauraient  être  con- 
fondues avec  les  différentielles.  ' 

Formuion  Le  but  du  Calcul  direct  aux  différences  est  donc  de  déterminer  les  ac- 
difftreucc».  groissemens  en  eux-mêmes , en  les  déduisant  non-seulement  de  l’expression 
analytique  des  fondions  , mais  aussi  de  leurs  valeurs  numériques  ou  par- 
ticulières , lorsque  l’expression  analytique  manque  ou  serait  trop  compliquée. 
C’est  même  au  second  cas  que  sc  rapportent  les  recherches  qui  présentent 
les  premières  traces  de  ce  calcul. 

880.  En  examinant  la  marche  des  séries  formées  par  les  qnarrés  et  les 
cubes  des  termes  de  la  suite  naturelle  des  nombres,  on  tombe  déjà  sur  • 
des  propriétés  remarquables  et  utiles  des  différences,  ainsique  le  montre 
l’explication  des  tableaux  ci-dessous. 


Qnarrés. 

Différent;. 

ir,\ 

DifTérenc. 

a". 

Cubes. 

Différent;. 

tr«\ 

DifTérenc. 

a". 

DifT.renc 

3". 

1 

1 

4 

3 

6 

37 

•9 

It 

9 

5 

- 'faT^ 

>6 

7 

2 

6/t 

57 

18 

6 

35 

9 

. a 

ia5 

G. 

34 

6 

56 

11 

2 

216 

91 

3o 

6 

49 

i3 

a 2 

543 

»27 

36 

6 

etc. 

etc. 

etc. 

etc. 

etc. 

etc.  * 

Je  n ai  point  fait  entrer  dans  ces  tableaux  la  suite  naturelle  des  nombres 
3,  4»  etc. , parce  que  la  différence  de  l'un  à l'autre  est  toujours  égale 
à 1 unité;  mais  à côté  des  qnarrés  j ai  placé,  dans  une  secoude  colonne , 
la  différence  entre  chacun  de  ces  nombres  cl  celui  qui  le  précède;  puis 
dans  une  troisième  colonne,  la  différence  entre  chacun  des  nombres  de  la 
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seconde  et  celui  qui  le  précède;  ces  dernières  sont  nommées  différences 
secondes , comme  étant  les  différences  des  différences  premières. 

Celles-ci,  formant  une  progression  par  différences,  présentent  déjà 
une  loi  plus  simple  que  les  nombres  de  la  première  colonne,  et  les 
autres  étant  constantes,  offrent  encore  une  nouvelle  simplification. 
Une  conséquence  assez  importante,  qui  s’offre  d’abord,  c’est  qu’on 
peut,  au  moyen  dej  seuls  nombres  i,  3,  a,  placés  respectivement  à la 
tête  des  trois  colonnes  du  premier  tableau,  former,  par  de  simples  addi- 
tions, la  colonne  des  quarrés;  car  eu  ajoutant  2 a 5 on  aura  5,  puis  2 à 
5 on  aura  7,  et  l’on  formera  ainsi  la  seconde  colonne  : ajoutant  ensuite 
3 avec  1 , on  aura  4»  5 avec  4>  on  aura  9;  et  ainsi  des  autres  quarrés. 

La  première  colonne  du  second  tableau  contient  les  cubes  ; la 
deuxième,  leurs  différences  premières;  la  troisième,  leurs  différences 
secondes,  qui  ire  forment  plus  qu’une  progression  par  différences;  et 
enfin  dans  la  quatrième  colonne  sont  les  différences  des  différences  se- 
condes, ou  les  différences  troisièmes , qui  sont  constamment  égales  à 6. 
Ici,  au*moyen  des  quatre  nombres  1,7,  12  et  6,  placés  respectivement 
en  tète  des  diverses  colonnes  du  tableau,  on  pourra  former  toutes  ces  co- 
lonnes, en  commençant  par  celle  de  la  droite , et  en  ajoutant  chacun  des 
nombres  <t une  même  colonne  avec  celui  qui  se  trouve  une  ligne  plus  haut , 
dans  la  colonne  à gauche. 

Cette  règle,  qui  n’est  encore  établie  que  sur  une  simple  induction,  et 
pour  deux  séries  de  nombres  seulement,  sera  bientôt  démontrée  et 
étendue  à un  nombre  infini  de  fonctions,  pour  lesquelles  on  obtient  ainsi 
des  déterminations  rigoureusq^. 

D'un  autre  côté,  que  dans  une  table  de  logarithmes  on  prenne  les  diffé- 
rences entre  les  termes  consécutifs,  on  trouvera  des  nombres  qui  mar- 
cheront fort  inégalement,  si  l’on  opère  dans  le  commencement  de  la 
table,  où  la  fonction  varie  beaucoup  ; mats  en  passant  aux  différences 
secondes,  troisièmes,  etc.,  on  arrivera  à des  nombres  qui  deviendront 
fort  petits  et  finiront  par  re^gr  les  mêmes,  dan^  un  intervalle  plus  ou 
niqins  grand.  Les  logarithrqp  suivront  donc  sensiblement,  pendant 
cet  intervalle , une  loi  analogue  à celle  que  nous  avons  fait  remarquer 
ci-dessus,  par  rapport  aux  quarrés  et  aux  cubes,  et  dont  on  peut  faire 
usage  pour  simplifier  la  construction  de  celte  table. 

8S1.  Quand  on  a vu  le  parti  qu’on  peut  tirer  de  la  considération  des 
différences  successives,  poussées  jusqu’à  l’ordre  où  elles  sont  constantes, 
soit  rigoureusement,  soit  à très -peu  près,  il  parait  tout  simple  de 
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chercher  l'expression  générale  de  leurs  relations.  Pour  cela,  soit 


u,  u,,  u„  u3, 

une  série  de  valeurs  consécutives  que  reçoit  une  quantité , en  vertu  des 
variations  qu’elle  éprouve  par  elle-même,  ou  par  l’effet  de  celles  qui  ar- 
rivent à une  autre  quantité  dont  elle  dépend  ; les  chiffres  inférieurs  sont 
ici  des  indices  (\ui  font  connaître  le  rang  qu'occupe  chaque  valeur  dans  la 
série,  en  marquant  le  nombre  de  celles  qui  la  précèdent,  en  sorte  que 
la  première,  u,  est  censée  répondre  à l'indice  o.  On  fait  ensuite 

u,  — u = Au,  J 
— u,  = Au, , F 
•h  — «,  = Au,,  > (i). 


u.  — u„_,  = A u._, 


en  se  servant  de  la  caractéristique  A pour  désigner  l’opération  de  prendre 
la  différence  entre  deux  valeurs  consécutives  d’une  même  quantité. 

Lorsque  cette  quantité  varie  par  des  degrés  égaux,  les  différences 
Au,  A u,,  Au,,  etc.  sont  toutes  égales;  mais  si  le  contraire  a lieu,  pn 
fait  , par  analogie , 


Au,  — 

Au  = 

A .Au 

A'u, 

Au,  — 

Au,  = 

A . Au, 

= 

A'u, , 

Au,_,  — 

A u._,  = 

A.Att„_, 

=. 

A’u.-. , 

A ’u,  — 

A*«  = 

A . A‘u 

— 

A’u  , 

A 'u,  — 

A'u,  = 

A . A'u, 

= 

A3u,  , 

A’u._,  — 

A*u.-j  = 

A . A'u.. 

j= 

A’u..,, 

(*), 


(3), 


Il  est  visible  que,  suivant  la  notation  ci-dessus,  la  différence  d’une  Ex- 
pression quelconque  s'indiquera  en  plaçant  devant  chacun  de  ses  terme* 
la  caractéristique  A,  en  sorte  que 

A(«  -+•  v — iv)  = u,  + v,  — w,  — («  -f-  \>  — iv)  — Au  -f-  Av  — Aw , 
de  meme  que 

d(u  -f- y — = du  4v  <—  dtv  (7). 
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On  a aussi 

A (au)  ou  A .au  = a(ux  — u ) — nAu, 

de  même  que  d .nu  = ad u;  et  les  constantes  isolées  des  variables  dispa- 
raissent quand  on  prend  la  différence  d’une  fonction  (8). 

88a.  Au  moyen  de  ces  règles  et  des  équations  (i),  on  obtient  pour 
les  valeurs  u, , u,,  i/„. des  expressions  qui  ne  dépendent  que  do 
la  valeur  primordiale  u et  de  ses  différences  successives  An,  A’u,  A’u,  etc.; 
car  puisque 

An,  = A(u  -+-  An)  = Au  -f-  A *«, 

il  en  résulte 

u,  = u,  -f-  Au,  = u -f-  Au  -d-  A(«-f-  Au) 

= u -f-  aAu  -f-  A*uj 

de  même 


u3=ua+ Aua  = u-f-  aAu-f*  A*«  4-  A(u-f-2Au-f-  A*n) 
= u + 3Au  -f-  3A*u  -f-  A’u. 


La  forme  de  ces  expressions,  dont  les  coefficiens  numériques  sont 
les  mêmes  que  ceux  du  quarré  et  du  cube  d'nn  binôme,  fait  pressen- 
tir que 


on  s’en  assure  aisément,  en  développant  l’expression 


=«.-+-  Au. , 

qui  donne 

u.+,  = « + 5 A«,+SÊl=i?  A-u+^-;^-^  A’u  +etc.  | 

-+•  An  -f-  j A’u  4-  A’n  -f-  etc.  J 

— u-f-  Au  -f- ~~~  A‘u  -f-  ^^-^^-^A’u  + etc., 


qui  prouve  par  conséquent  que,  si  la  loi  supposée  a lieu  pour  l’indice  n, 
elle  aura  également  lieu  pour  l'indice  ra-f-i  : ainsi  cette  loi  ayant  été 
observée  sur  les  indices  i,  a,  3,  s’étendra  nécessairement  à tous  ceux  qui 
suivent.  - • 


883.  11  est  facile  de  voir,  par  l'enchaînement  des  équations  (i),  (a) 


♦ 
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et  (5),  que  la  différence  première  dépend  de  a valeurs  consécutives  ; 
la  différence  seconde,  de  5;  la  différence  troisième,  de  4»  et  ainsi  de 
suite,  et  que  l’on  peut  exprimer  immédiatement  chacune  de  ces  diffé- 
rences par  les  valeurs  dont  elle  dépend,  sans  passer  par  les  différences 
des  ordres  inférieurs  : les  formules  nécessaires  pour  cela  se  construiront 
facilement  comme  il  suit. 

Ayant  d’abord 

Au  = u,  — u et  A'u  = Au,  — Au , 


on  observera  que  Au,  doit  être  composé  avec  u,  et  u , comme  Au  l’est  avec 
u et  u, , c’est-à-dire  qu’il  suffit  d'augmenter  de  l’unité  les  indices,  pour 
passer  à Au,  = u,  — u, , et  l’on  obtiendra 

A *u  = u,  — u,  — (u,  — u) 

= «,  —au,  4-  «; 

puis,  comme  en  augmentant  de  l’unité  les  indices,  dans  ce  dernier  ré- 
sultat, on  forme  A'u,,  il  viendra 


A’u  = A'u,  — A'u  = u 3 — au,  u,  — (u,  — au,  -f-  u) 

=.  u,  — 3u,  + 5u,  — u. 

Ces  expressions  ont  encore  les  mêmes  cocfficiens  que  les  puissances 
du  binôme,  mais  supposent  que  les  deux  termes  soient  séparés  par  le 
signo  — : on  aura  doue,  par  analogie, 


A.  n . M(n — 0 nfn — i)(n  — a)  , 

A'u  = u.  — - U, — , + 77a^3 > + elc-  > 


et  l’on  s'assurera  que  la  même  loi  a lieu  pour  l’ordre  n-f-  î > en  consi- 
dérant que 


^*  + 1 “““ 


An’4",w  = AV/,  — An:z  := 

n(n—  i)(/i — a) 
î .a. 3 


n 4 n(n  — i) 

-Il  m + — ~u— 

1 ' 1.3 


n 

7 u—‘~ 


n + î , fn-f-i) n 

«.+, «»  H — “ "» 


”("  — 0 
i .u 

(n  -f-  i)n(n  — i) 

TTaT3 


u„_,-f-clc.  | 
-f  etc.  j 
u._,  -(-  etc. 


884.  Avant  d’aller  plus  loin,  nous  ferons  observer  que  les  expres- 
sions de  u „ et  de  A ”u  peuvent  s’écrire  ainsi  : 

t/.  = (t  + Au)"  et  A'u  = (u — 1)*, 


pourvu  que  l’on  se  rappelle  de  changer,  dans  le  développement  de  la 


Digitized  by  Google 


DES  DIFFERENCES.  7 

première  de  ces  équations,  les  exposans  des  puissances  de  Au  en  expo- 
sans  de  la  caractéristique  A,  et  dans  la  seconde,  les  exposans  des  puis- 
sances de  u en  indices  de  cette  lettre.  Le  premier  terme  .1  est  compris 
dans  la  loi  de  la  première  formule,  parce  qu'il  peut  être  considéré  comme 
représentant  (A «)°,  qui  se  change  en  A ”11,  symbole  équivalent  à u.  De 
meme,  en  considérant,  dans  la  seconde  formule,  que  1 représente  u % 
qui  doit  se  changer  en  u, , on  comprend  tous  les  termes  dans  la  loi 
énoncée. 

Tels  sont  les  premiers  signes  d’une  analogie  très-étendue  et  très-im- 
portante, que  les  différences  ont  avec  les  puissances,  sur  laquelle  nous 
reviendrons  dans  la  suite,  et  dont  nous  avons  déjà  fait  la  remarque  dans 
les  n01  3a  et  gj  ,par  rapport  aux  différentielles. 

Quelques  géomètres  présentent  sous  la  forme 

= (ï+ A)"«, 

la  première  des  deux  équations  précédentes;  et  après  le  développement 
il  n'y  a plus  à changer  que  l’acception  de  la  lettre  A , qui,  traitée  d'abord 
comme  une  quantité,  devient  ensuite  une  caractéristique  d’opération. 

E xpression  de  A "u  ofTre  encore  une  conséquence  qu’ii  ne  faut  pas 
omettre,  c’est  qu'une  suite  qui  a des  dffétvnces  constantes  dans  un  ordte 
quelconque,  est  récurrente,  puisque  la  condition  A’u  = o,  répondant  à 

n(n  — 1 ) 

— UEO. 

fait  voir  qu’un  terme  quelconque  u„  s’exprime  par  les  n termes  qui  le 
précèdent,  affectés  de  coefficiens  constans;  mais  il  faut  prendre  garde 
que  l’inverse  de  cette  proposition  n’est  pas  vraie  ; les  suites  récurrentes 
n’ont  pas  toujours  des  différences  constantes.  ( 

885.  Ce  sont  les  puissances  entières  et  positives  et  les  fonctions  ra- 
tionnelles et  entières  d’une  variable  indépendante,  qui  jouissent  de  cette 
propriété. 

En  effet,  Soit  u=x”,  et  supposons  que  x augmente  toujours  de  la 
même  quantité  A;  nous  aurons 

Au  = (x  -f-  h)"  — x"  = ™ x”_,A  -f-  x*-*A*  -f-  etc. , 

résultat  de  la  forme 

Au  =:  mhxm~‘  4-  Ah'x *“*  -f-  Bh'jïT'}.  + etc. 


l'équation 


1 T u’~l  ' 
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Suivant  les  règles  du  n°  881 , la  différence  seconde  sera 

A ‘u  = A(mhxm~‘  + Ah‘xm~‘  + Bléx"-'  + etc.)  = 

A . mhxm~ ' — f-  A . ./  A’x*- ’ — |—  A 3 -f-  etc.  — 

W/A.x—  + Ah'Cs.xm~'  + /WA • *”-3  + elc-  (*)  5 

et  en  composant  A. .r—‘,  A,*—,  A.x— J, etc.,  sur  le  modèle  de  A. a-, 
on  obtiendra  un  résultat  de  la  forme 

A */i  = m(nt  — i)/i*aJ"~*  -f-  -</  léxm~1  + Z?  h‘x"~i  -f~  etc. 

Sans  qu’il  soit  besoin  d’aller  au-delà  de  ces  développemcns,  la  loi  du 
premier  terme  est  évideute,  et  l'on  voit  que  l’expression  de  A"u  doit 
commencer  par 

* m(m — tXm  — a) tm — tt*f*  O*"-**'» 

ce  qui’ se  reconnaît  egalement,  si  l’on  fait  attention  que  les  différentielles 
ne  sont  autre  chose  que  les  premiers  termes  des  différences  développées 
suivant  les  puissances  de  l’accroissement  de  la  variable  indépendante,  et 
que  par  conséquent  l'expression  ci-dessus  est  et  doit  cire  en  effet  celle 
de  d'.x”,  lorsqu’on  change  h en  de  (aa).  • 

Cela  posé , l’exposant  de  x diminuant  d’une  unité  chaque  fois  que  l’on 
effectue  une  différenciation  suivant  la  caractéristique  A,  un  nombre  m de 
cès  opérations  successives  conduira  donc  à une  expression  réduite  au 
seul  terme 

A "«  — A”,  x”  = /«(»»  — i )(/«  — a) J . A”  ; 

mais  cette  différence  élant  constante,*  il  s’ensuit  que  celles  des  ordres 
supérieurs  soûl  nullcs. 

886.  Il  est  aisé  de  conclure  de  là  que  toute  fonction  rationnelle  et  en- 
tière de  x,  a toujours  des  différences  constantes , savoir , celles  dont 
l'ordre  est  marqué  parla  plus  haute  puissance  de  x.  En  effet,  celte  fonc- 
tion étant  de  la  forme 

Ax'  + Bxe  -f  Cx*  + etc. , 

on  aura  . 

&'( Ax* Bx^  Cxy  + etc.)  = Ah’.x*  + B\".xf  -+-  CA".** -f-  etc.; 


(*)  11  ne  faut  pas  confondre  a..rm_l  avec  Ax"-1,  parce  que,  de  même  que  dans  la  no- 

tation différentielle , A" . = A’  ( A?  ) et  AV,=  ( AV)'. 
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et  si  a désigné  le  plus  haut  exposant  de  x,  il  viendra,  pour  le  cas 
où  72  = a, 

A*.x‘,  = a(a. — i)....i/i*,  A“.xe=o,  ANx^sso,  etc.; 

d’où  il  suit  que  la  différence  de  l’ordre  cl  de  la  fonction  proposée  est 
constante. 


887.  Les  calculs  indique's  dans  le  n*  885  font  déjà  voir  que  le  dé- 
veloppement de  A\x",  qui  commence  par  la  puissance  n de  l’accrois- 
sement hy  doit  contenir  toutes  les  autres,  jusqu’à  celle  dont  l’exposant 
est  772  inclusivement;  mais  l’expression  de  A"u,  trouvée  dans  le  n°  883, 
donne  tout  de  suite  le  terme  général  de  ce  développement. 

Eû  effet , la  série  de  valeurs 


u = or”,  u,  = (x  + h)",  «,  = (x  -f  a h)m, «.  = (x + nh)m, 

conduit  à 

A'.aC"  = [X  + 72/7]”  — " [X  + (72  — i)/i]-  4-  [x  4-  (72  — 2)/,]« 

nfn— — a)  . . , * 

~§ [x  4-  (72  — a)/i]“  4-  etc.  ; 

et  si  l’on  désigne  par  2 l’exposant  de  h dans  le  terme  général  du  déve- 
loppement de  la  formule  ci-dessus,  l’expression  de  ce  terme  sera  évi- 
demment 

m(m  — i)(m  — a) ( m — i'4- 0 - .. . 

{«•-"("- >y+  (—  if- sy+  clc.j. 

Ce  que  nous  savons  déjà  sur  la  forme  de  la  différence  cherchée,  nous 
conduit  à celte  conséquence  remarquable,  que  la  fouction 

" 7..  - V ■ «(«— 0 f„_  _m  n(n— i)(«  — n)  , . . 

n - (n—  i;  h (.72  — a; —5 («_  y)-  4.  etc. 

est  nulle  tant  que  2 </2,  puisqu’il  ne  saurait  y avoir,  dans  A".x",  au- 
cune puissance  de  h inférieure  au  degré  n. 

On  voit  ensuite  que  le  coefficient 


— l)(m — g ) . ■ , ,(m  — t-f-  i) 

i.a.3. .. .i 


5. 


I 
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s’évanouissant  lorsque  i = la  plus  haute  puissance  de  h ne  peut 

surpasser  le  degrc  m. 

Nous  remarquerons  encore  que  A’-x”  étant  indépendant  de  de- 
meure toujours  égal  à 

rn(m — i)(m  — a) i.A“, 

quel  que  soit  x;  mais  si  ou  fait  n — m et  x = o,  dans  la  série  des 
valeurs  u,  u, , etc.,  on  trouvera 

A*.x"  = [/n“~ ” (/«  — ~'~~l ~ (,n — a)"  — elC.^j  h"; 

d’où  il  suit  que  " - *■ 

m”  — ™ (m — ~~  (m  — 2)“  — etc.  = i .a. 5. ...  ni, 
résultat  sur  lequel  nous  reviendrons  par  la  suite. 

Format!™  888.  Il  suit  de  la  proposition  démontrée  dans  le  n*  886,  que  le 
J1r*  Iæ'1  * iar  Pl0^edé  indiqué  dans  le  u°  880  , pour  former  les  tables  des  quarrés 
et  des  cubes,  s’étend  à toutes  les  fonctions  algébriques  rationnelles  et 
entières,  et  peut  abréger  les  calculs  de  la  résolution  des  équations  nu- 
mériques, dans  laquelle  on  a souvent  à former  les  valeurs  successives 
que  prend  le  premier  membre  de  l’équation,  quand  on  substitue  à 
l’inconnue  des  nombres  en  progression  par  différences.  On  voit  d’abord, 
par  ce  qui  précède , que  la  fonction  qui  compose  le  premier  membre 
de  l’équation  a des  différences  constantes,  lorsque  l’on  est  parvenu 
à l’ordre  marqué  par  l’exposant  de  son  degré,  et  qu'au  moyen  des  pre- 
mières valeurs  de  celte  fonction  et  de  ses  différences,  jusqu'à  l’ordre 
dont  il  s’agit,  on  forme  aisément  la  suite  de  ses  valeurs. 

Soit,  pour  exemple,  l'équation 

x3  -f-  px‘  -\-qx  -f*  r = o ; 

si  l’on  en  représente  le  premier  membre  par  u,  et  qu’on  change  x en 
x-f-i,  on  trouvera  sans  peine 

An  = 3x*  + (3  -f-  ap)x  + 1 -\-p  +q , 

A*u  = Gx  -j-6-(-a/7, 

. ’ A*«  = - 6. 
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En  partant  de  arr=o,  on  aura 

u—r,  A’m  = G-f- 3/7,  A’«ï=:G(*); 

et  le  tableau  des  valeurs  de  «correspondantes  aux  valeurs  positives  x=i 
=a,  =3,  etc.,  se  formera  de  même  que  celui  des  cubes  (880).  En  prenant 
pour  exemple  x3  — 5 x‘  + 6x  — 1 = o , on  formera  d’abord  la  partie 
comprise  au-dessous  des  filets  gras , dans  le  tableau  ci-dessous 


X 

U 

Au 

A’u 

A’h 

— 5 

— 

281 

- 4 

— 

iGg 

1 12 

— 3 

— 

91 

78 

- 54 

2 

— 

4< 

5o 

— 28 

6 

— t 

— 

i5 

• 28 

— - 23 

6 

0 

— 

1 

13 

— 16 

6 

I 

+ 

1 

2 

10 

6 

2 

— 

1 

— 2 

- 4 

6 

3 

— 

1 

O 

H-  a 

Ô 

4- 

7 

+ 8 

8 

6 

5 

39 

22 

>4 

G 

Pour  obtenir  les  valeurs  de  u correspondantes  aux  valeurs  négatives 
— i,  = — 2,  = — 3,  etc.,  il  faut  continuer  le ‘tableau  en  remon- 
tant, ce  qui  cbaoge  les  additions  en  soustractions,  c'est-à-dire  que  la 
différence  troisième  doit  être  retranchée  de  chaque  différence  seconde, 
celle-ci  de  la  différence  première  qui  est  sur  la  même  ligue, et  cette  diffé- 
rence de  la  valeur  de  « qui  est  à côté  ; bien  entendu  qu’en  effectuant 
ces  opérations,  il  faut  avoir  égard  au  signe  propre  des  quantités  qu’on 
emploie. 

On  peut  former,  dans  un  tableau  à part,  la  série  des  valeurs  de  u 
correspondantes  aux  valeurs  négatives  de  x.  11  suffît,  pour  cela,  de  cal- 
culer, dans  le  premier  tableau,  les  divers  nombres  qui  appartiennent 
à la.  ligue  x = o,  pour  en  former  la  première  d’un  nouveau  tableau,  et 


(*)  Il  n'est  pas  besoin  d'observer  que  les  différences  Au , A’u , A!u,  se  déduiraient  im- 
médiatement de,  quatre  premières  valeurs  de  la  fonction  proposée  (880). 
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opérer  ensuite  les  soustractions  comme  il  a été  dit  plus  haut.  C'est  aiusi 

qu'a  été  construit  le  second  tableau  ci-dessous. 


X 

u 

Au 

A ’u 

-f-o 

— 1 

■fl 

1 

4-  > 

■D 

a 

— 1 

— a 

- 4 

3 

— 1 

0 

4-  2 

H 

4 

4-  7 

4-  8 

8 

R 

5 

29 

32 

>4 

B 

u 

Ah 

A *« 

A3u 

— I 

la 

—16 

6 

B 

— i3 

28 

22 

6 

— 4i 

5o 

— 28  ' 

6 

— 9! 

78 

-54 

169 

1IH 

Ci 

28l 

■ 

On  pourrait  imaginer  d'autres  dispositions,  plus  commodes  peut-être; 
mais  ces  détails  de  pratique  ne  sont  pas  de  nature  à trouver  place  ici  : ce 
qui  précède  suffit  pour  montrer  comment,  avec  les  diflërences , on  peut 
continuer,  tant  en  arrière  qu'en  avant,  une  suite  dénombrés  dont  la  loi 
est  donnée. 


889.  C’est  surtout  par  rapport  aux  fonctions  transcendantes,  dont  le 
calcul  approximatif  est  laborieux,  que  Ion  gagne  beaucoup  à se  servir 
des  différences,  ainsi  que  le  fera  concevoir  l'exemple  suivant,  tiré  des 
logarithmes. 

Soit  k=1x,  d’où  u,  = I(x+A),  u,  =l(x  + 2/{),  u,  = l(x-|-  Vi)- 
les  formules  du  n”  883  donneront 


A 1 x,=  1 (.r  -f -h)  — 1 x = I ^ 1 -f-  ^ ^ 

= e,c'  ) VnL  a9)  a 

A*  lx=  1 (x-f-  2/1)  — al(x  + A)  4-  lx 

=_.tf(ï_ÿ  + e,c), 

Aslx  = l(x-f-  5/<) — 3 l(x-f-aê)  -f-  3l(x  + A) — lx 

= 1 (*  + t)“  31(,+Ï)^31(,","i) 

= M - etc-  )• 


On  poussera  ces  suites,  selon  la  grandeur  du  nombre  x,  jusqu'à 
ce  que  la  dernière  différence  soit  assez  petite  pour  être  uégligc'c  saus 
erreur  seusible. 

* 

f . 


t 
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Si  l’on  avait,  par  exemple,  x — 10000  et  h = i , il  viendrait 

u = 1 ioooo  , A u — o, 00004  34373  76863  , 

A 'u  = — - 0,00000  00043  4ao76, 

A ’«  = 0,00000  00000  00868;- 

et  si  l’on  ne  voulait  avoir  les  derniers  résultats  qu’avec  10  chiffres  seu- 
lement,  on  pourrait  négliger  long-temps  les  différences  du  quatrième 
ordre-,  car  il  faudrait  qu'elles*  fussent  répétées  un  grand  nombre  de  fois, 
pour  influer  sur  la  différence  troisième.  On  formera  donc  successive- 
ment, comme  dans  ,1e  n*  880,  les  colonnes  des  différences  troisièmes, 
secondes,  premières,  d'où  l’on  déduira  les  logarithmes  des  nombres 

10001,  10003,  iooo3,  etc., 

en  partant  de  celui  10000,  qui  est  égal  à 

4,00000  00000  00000. 

ILfaudrait  faire  les  calculs  avec  1 5 décimales,  afin  de  reconnaître  quand  l’ac- 
cpmulation  des  quantités  négligées  pourrait  commencera  influer  sur  le  der- 
nier chiffre  qu’on  se  propose  de  conserver,  ce  dont  on  s'assurera  au  moyen 
de  quelques  logarithmes  calculés  rigoureusement  à des  intervalles  éloi- 
gnés; car  lorsque,  par  la  suite  des  additions  successives,  ou  sera  parvenu 
à ces  logarithmes , il  faudra  que  la  méthode  des  différences  les  donne 
tels  qu'ils  ont  été  déduits  à priori,  au  moins  dans  les  dix  premiers  chiffres, 
si  c’est  à ce  nombre  que  l'on  veut  s'arrêter.  Lorsque  le  dernier  de  ces 
chiffres  cessera  d’être  exact,  on  calculera  à priori  les  différences  A u, 
A*«,  A’k,  et  on  se  servira  des  nouvelles  valeurs  comme  des  précédentes. 
La  formule 

u.  = u + " A«  4-^^—  A’u  -f-  etc.  (883) 

fournit  aussi  le  moyen  d’apprécier  directement  l’erreur  qu’occasionne, 
sur  une  valeur  placée  dans  tel  rang  qu’on  voudra,  la  suppression  des 
différences  d’un  ordre  donné.  Dans  l’exemple  ci-dessus, en  faisant  n=5o, 
et  calculant  pour  cette  valeur  celle  du  ternie 

"(«  — 0(«  — 3)("  — 3)  £4U 
1.3. 3. 4 ’ 

eu  observant  que  A4lx=  — df/ — etc.),  on  trouvera  qu’il  u’iuflue 
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pas  encore  sur  la  dixième  décimale  du  logarithme  de  ioo5o;  il  en  serait 

à plus  forte  raison  de  même  des  différences  des  ordres  supérieurs. 

890.  Voici  d’autres  expressions  plus  convergentes  des  différences  pre- 
mières et  secondes  de  la  fonction  logarithmique.  La  série 

1 («  +z)  = 1 n 4-  ai»/  \ y ■+■  elc- } » 

obtenue  dans  le  n'  3i  de  l'Introduction,  donne,  en  changeant  n en  x et 
s en  A, 

Alx  = aJ/{~^  +g(“pj)  + 1 (~p;)  + etc.  ] ; 
puis  ajoutant  ensemble  les  deux  équations 

>(*  + *)  = 1^  + iVjj— pj+  elc.j, 
!(*_;,)  = 1*-,' !/{!  + £ + £+!;+ elc.}, 
il  en  résulte 

l(x  -+- A)  4- 1 (x — A)  = al  x — aA/|—  4-  ^4-gp  4-  etc.  j.  . 

Changeant  x — A en  x,  et  écrivant  par  conséquent  x-j-A  pour  x,  et 
x-f-aA  pour  x-f-A,  il  viendra 

1 (x  4-  a A)  — al  (x  + A)  + Ix  = 
if  f *a  , , h*  î 

~~  3M  laCx+Aj*  ■+"  4(x+Ap  + êCÏ+^A)*  ■+"  C,C-)  ’ 

or  le  premier  membre  étant  équivalent  à «.• — a «,+u,  donne  A *u  : on 
a donc 

A” 1 x——' +4(x 4 A)>  + 6(x+ A)5  + etc’}’ 

Lorsque  x est  un  peu  grand  par  rapport  à A,  il  suffit  de 'tenir  compte  des 
deux  premiers  termes  de  l'expression  de  Alx.  En  effet,  quand  x=  10000 

et  ’A=i , le  second  terme,  savoir,  donne  seulement... . 

0,00000  00000  ooo3G,  et  le  suivant  aurait  aa  zéros  entre  la  virgule  et 
le  premier  chiffre  significatif.  A l’égard  de  A’I  x,  on  peut  se  borner  au  pre- 
mier terme;  car  le  second, se  réduit  à 0,00000  00000  00000  oa  1 7. 
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Il  suit  de  là  qu’en  désignant  par  N un  nombre  au-dessus  de  ioooo,  on 
a,  avec  une  fort  grande  exactitude, 

4’'"—  r4V 

quant  à la  différence  troisième , on  aurait  le  premier  ternie  de  sa  valeur, 

en  différenciant  A*I N et  faisant  dJV=  i,  ce  qui  donnerait On 

* n (A+i) 

voit  par  là  que  la  valeur  de  A’IIV  deviendra  bientôt  assez  petite  pour 
qu’on  puisse  la  négliger;  et  rien  ne  sera  alors  plus  facile  que  de  cons- 
truire une  table  de  logarithmes  d’après  ce  qui  vient  d’être  dit.  Au  reste, 
si  l'on  voulait  plus  de  détails  sur  ce  sujet,  il  faudrait  consulter  un  Mé- 
moire de  M.  Delambre,  imprimé  parmi  ceux  de  l’Académie  de  Turin, 
pour  les  années  1790-91,  d’où  nous  avons  tiré  ce  qui  précède,  et 
duquel  nous  extrairons  encore  ce  qui  regarde  les  différences  des  fonc- 
tions circulaires. 

891.  Les  différences  de  la  fonction  a*  ont  toutes  une  même  forme, 
remarquable  par  sa  simplicité.  On  trouve  successivement 

A .a‘  = a**k  — a1  = a-r(a* — 1)  , * 

A ‘.a*  = (a*  — i)A.ar  = a*(a1' — 1)*, 

d'ou,  en  général, 

A '.a' =<**(0*—  1)*. 

On  obtiendra  tout  aussi  simplement  le  développement  de  An.azyt 
7 étant  une  fonction  quelconque  de  x ; on  aura  d’abord  l’équation 

A . d’y  = (7  + Ar)a,"*‘*  — y a’  — a*  [(<**  — i)j  + «*Aj]  , 

et  faisant  (a*  — 1)7  -+-  akAy  = y',  il  viendra 

A* . azy  = A . a*y'  = ^[(a*  — 1)7'+  a*Ay]  ; 

puis  posant  (ak  — i)y'  ahAy'  —y",  on  en  tirera 

A1,  d’y  = A .0*7"  =a’[(u‘  — .)/'+  akAy"] , 
etc.  ; 

chassant  ensuite 7',  7 ",  etc.  , après  avoir  fait,  pour  simplifier,  a*  = <*, 


iG 

on  trouvera 
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A \o*>  = a*[(« — i)'j  -f-  a(a — i)  «A/  4-  <x*A*r] ,' 

A Kay  = o'[(<x— i)37  4-  3(«— i)*“Ar  + 3(«— 1 )**A*/  4-  a’ A3/]  , 

et  en  général , 

A\a*_y=n*[(«— i)»j4^(a—  1)— a*A^'...4-*,,A,j]. 

891.  Les  formules  connues 

sin  A — sin  B — asin  ^{A — B)  cos  \{A-\-B) , 
cos  A cos  B — — asin  -j  \A—B ) sin  ; ( A-\-B ) , 

donnent 

A sin  a:  = sin  (x 4 A)  — sin  a;  = asin  ; Acosi(ax4A), 
Acosx  = cos(x4A) — cosx  s=  — asin ~ A sin  ÿ(ax4- A); 

d’où  il  suit 

A*  sinx  = asin  j A[cosÿ  (ax43A)  — cos|  (ax+A)] 

= — 4(sin  ;A)à  sin  ^(3x42/1)= — 4(s‘u  i A)*8io(x4^)* 

En  poursuivant  ainsi,  on  arrivera  aux  formules  générales 

A(i  sin  x = a1'  (sin-;  A)*  sin  j (ax44'^)  » 

A4‘+,sinx  = a,i+l(sin { A)4‘+l  cos  j [ax  4 (4' 4 i)A] , 
A,i+*sin  x = — a4'+*(sin  ~ A)1'4-*  sin  | [ax4  (4*4  a)A], 
A4i+3sinx  = — a,i*3(siu  f A)4'4"3  cosj  [ax4  (41 4 3)A], 

renfermées  dans  les  deux  suivantes  : 

A**  sinx  = db  a"  (singA)“  sin  j(ax42,»A), 

A*"4'1  sinx  = rb  a,,4-’(sin  -j  A)”4"  cos  i fax  4 (an  4 i)A], 

dans  lesquelles  il  faut  prendre  le  signe  4 lorsque  n est  un  nombre  pair, 
et  le  signe  — dans  le  cas  contraire. 

O • 

893.  Les  formules  ci-dcssus  sont  déjà  très-commodes; mais M. Legendre 
est  parvenu  à quelque  chose  de  plus  simple  encore,  en  exprimant  les  diffé- 
rences de  l’ordre  n par  celles  de  l’ordre  n — 1 et  de  l’ordre  « 3 au 

moyen  de  cette  équation  : 

A"  sinx  = — (asin y A)*  (A"—  sinx  4 A"^*sinx}. 
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Pour  en  prouver  la  vérité,  nous  ferons  d’abord  « = ai — 1 dans  l'ex- 
pression de  A”  sin  x du  numéro  précédent;  et  il  viendra 

A4i_,smx  :=  — (asin  siu[x  -f-  (ai  — x)/*]  ' (1)  ; 

puis  prenant  les  différences  première,  seconde , troisième  et  quatrième 
de  celle  équation,  en  observant  que  le  facteur  ( asiu  A )4‘~*  est  cons- 
tant (881),  nous  aurons 

• 

A4'-1  sin  x =s — (asin  j A)4‘~*A  sin[x -f- (ai  — • i)A]  (a)-,  » 

A4‘sin  x = — (asin  j A)4‘~*A‘sin[x'+(2i i)A]  (5)  , 

A44-*"1  sin  x — — (asiu  f A)4i-,AJsin  [.r  -+•  (ai  — i)A]  (4)  , 

A4‘+*sin  x = — (asiu  j A)4*- *A4siu  [x  -f-  (ai  — i)A]  (5). 

• ’ 

Multiplions  maintenant  par  — (asin  j A)*,  la  somme  des  équations  (1) 
et  (2),  en  faisant,  pour  abréger,  x-f-(ai — i)A  = x(,  nous  aurons 

* — (asin  (A)’(A!i"’sinJt’-j-A4,_’sinx}  = (asin^  A)‘‘(sinx'  Asinx'); 
or,  siux'  -{-  Asinx'  = sin  (x'-f-A)  — sin  (x+aiA)  , • 

et  (asin  J A)4'sin  (x-f-  aiA)  = A4'  sin  x : 

donc  A4‘sinx  =*—  (asin  jA)’(A4i_,sinx-f-A4,— ’sinx). 

Si  l’on  traite  de  la  même  manière  les  expressions  de  A4'- 1 sinx  et  de 
A4'sinx,  on  trouvera  que  leur  somme  multipliée  par  — (asin  j A)*  est 
pgale  a A^’sinx  (892);  il  en  sera  de  même  des  expressions  de  A4'sinx 
et  de  A4i+,sinx,  par  rapport  à A,/+*sinx,  enfin  de  celles  de  A,l+,sinx 
et  de  A4i+*sinx,à  l’égard  de  A4‘+>sinx.  Dans  tous  ces  calculs,  il  faut 
prendre  chaque  différence  avec  le  signe  dont  elle  est  affectée;  et  comme 
les  quatre  résultats  indiqués  comprennent  les  diverses  variations  qu’il  peut 
y avoir  dans  ces  signe»;  l'équation  posée  au  commencement  de  cet  article 
se  trouve  démontrée  pour  tous  les  cas. 

894.  L’expression  générale  //,— u,  -f-  Au,  Au-f- A*u  donne 


sin  (x-f- aA)  = sin(x-f-A)-f-[sin(x-f-A)  — siux]  — sin(x-|-  A)(asin  4 A)*, 
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expéditive  pour  calculer  des  labiés  de  sinus;  car  en  faisant  successive- 
ment x = o°,  x—  )•,  x=2%  etc.,  et  prenant  h = i*,  on  aura 

sin»*  = sin  i*  -f-  (sin  1°  — sin  o°)  — sin  i*(2sin  3o')*, 

sin  3*  — sin  2°  -f-  (sin  a*  — sin  i")  — sin  2"(asin  3o')*, 

sin  4'  = sin  3*  -f-  (siu  3*  — sin  a”)  — sin3°(asin5o')*, 

i etc. , 

et  il  ne  sera  besoin  de  calculer  par  la  série 

sinx  = - -) \~r= — e,c-  59)> 

i i .a.3  i .a. a. 4 5 ' 

que  le  sinus  de  3o' et  celui  de  i",  pour  lesquels  cette  série  est  très-con- 
vergente. Si  l’on  forme  ensuite  les  produits  des  neuf  premiers  nombres 
par  le  terme  constant  (àsinSo'J*,  il  ne  restera  plus  à effectuer  que  de 
simples  additions  et  soustractions.  En  calculant  avec  treize  décimales, 
l'erreur,  suivant  M.  Delanibre , n’irait  qu’à  0,00000  ooooo  06  sur  le  sinus 
de  6o*.  Passé  ce  terme,  les  sinus  s’obtiendront  par  la  formule 

sin  (6o*-f-^f)  = sin  (6o* — A ) + sin  A -, 

et  l’on  aura,  pour  se  vérifier  dans  l’intervalle,  les  sinus  suivons  : 

sin  i5*  = y/l  — Vï»  sin  1 8*  = j sin3o*  = j, 

sin45*  = s/ï»  Sln  ^4' — 7 + i»  sin  Go*  = j \/5. 

En  écrivant  x — \'t  x — io",  au  lieu  de  x , dans  la  formule 

sin(x-f-2/i)  = sin(x4-/i)-+-[sin(x-f-4)—  sinx] — sin(x-f- A)(2sin 

et  faisant  /i  = i A=io",  on  aura  ces  detut  équations 

\ 

sin(x-f-  i')  — sin  x -f-  [sinx  — sin(x — i')]  — sinx(2sin3o'')*, 
sin(x-f-  10")  = sin-r  + [sinx  — sin  (.r — io")]  — sinx(2sin  5'')*, 

v K • t * * * »■ 

qui  serviront  à calculer  les  sinus,  de  minute  en  minute  et  de  dix  secondes 
eti  dix  secondes,  lorsqu’on  aura  obtenu  , par  la  série  rapportée  ci-dessus, 
les  valeurs  de  sin  t'  et  de  sin  3o'',  celles  de  sin  io"  et  de  sin5''. 

L'équation  dont  nous  venons  de  faire  usage  peut  être  retournée  ainsi  : 

*inx  = sin(x+/i)  — [sin(x-f-a/i)  — sin(x  -{-/<)] — sin(x+/i)(2sin  f//)». 


Digitized  by  Google 


DES  DIFFÉRENCES. 


*9 


et  devient 


s in  (a- — 2 A)  = si  n (x — A)  — [siu.r — sin(.r — A)]  — sin(.r — A)(asin  j 


par  la  substitution  de  x — aA,  au  lieu  de  x\  dans  cet  état,  elle  don- 
nerait successivement  les  sinus,  en  partant  de  l’arc  de  go°  et  en  allant 
vers  o°. 

895.  La  manière  d’employer  la  formule 

A'sinét  = — ^asin^  A'^  [A*-1  einar  •+■  A"- *sin.r} 

n’est  pas  difficile  à trouver.  En  partant  d’abord  de  o*,  pour  passer  à un  arc 
très-petit,  que  je  supposerai  représenté  par  h,  les  expressions  de  Asinjc 
et  de  A’siux  donneront  d’abord 

Asino°=  asin-j  A cosÇA  , 

A*sino*= — (asin-j  A)*  sin  A.  . 

Ces  deux  différences  étant  calculées,  on  aura  sin  A et  sinaA;  puis  for- 
mant les  produits  des  neuf  premiers  nombres  par  le  facteur  constant 
(asinjA)*,  on  tirera  des  équations 


A3  sin  o*  = — ^ 2sin  ^ A^  { A sin  o”  -f-  A’sino*}  , 
A<sino°  = — ^2sin  ^ A^  { A*sino”-f-  AJsino°), 


etc., 


. , * •'  > 


par  de  simples  additions  et  soustractions,  les  valeurs  des  différences 
successives  de  sin  0°,  au  moyen  desquelles  ou  formera  celles  de  sin  5A, 
sin  4A,  etc.  (880).  ..  f 

C’est  par  des  procédés  semblables  qu’ont  été  calculées,  daus  les  bureaux 
du  Cadastre,  les  grandes  tables  des  sinus. naturels,  avec  a5  décimales  , 
pour  les  ioooo;'mc*  parties  du  quart  de  cercle  (*).  . 


(*)  Ce  beau  travail,  effectué  sons  la 'direction  de  M.  Prdny,  à l'occasion,  de  réta- 
blissement du  système  métrique  décima/ , et  auquel  M.  Legendre  a concouru,  commis 
on  vient  de  le  joir,  n'a  pas  étévimprimé , mais  deux  copie»,  bien  collationné#»  ont  été 
déposée»  à l'Observatoire  de  Pari»,  dan»  le»  Archive»  du  bureau  de»  Longitudes  Le 
rapport  qui  en  fut  fait  à l’Instituf,  cri  l'an  IX  ( 1801),  est  surtout  curieux,  parce 
qu'il  montre  l'utilité  de  la  division  du  travail  appliquée  à l'exécution  des  calcul»  le»  plu» 
long»  et  le»  plu»  difficiles. 

• 


ao 
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Les  tangentes  se  déduisent  si  facilement  des  sinus  et  des  cosinus  , 
qu'il  est  inutile  de  recourir  à d'autres  formules;  d’ailleurs  leurs  diffé- 
rences ne  se  présentent  pas  sous  une  forme  commode,  et  puis  dès  qu’on 
les  a jusqu’à  45*,  on  obtient  celles  des  arcs  suivans  par  I’cquation 


» 


tang  (45*4-7^)  = atang^  -b  lang  (45*—  ; A). 
Les  sécantes  se  déduisent  sans  peine  de  la  formule 


séc  A — tang  (45*  =fc  r A)  =p  tang  A.  , 

8c)G.  Nous  passerons  donc  au  calcul  des  logarithmes  des  sinus;  nous 

©bserverous  d’abord  que  la  formule  sin-î^=  *‘n  -f—  donne  tous  ceux 

1 , * acos  j A 

des  sinus  des  arcs  moindres  que  45*,  par  le  moyen  de  ceux  des  sinus 
des  arcs  compris  entre  45*  cl  90*.  Pour  obtenir  ces  derniers  de  degré 
en  degré,  S1 . Delambre  propose  la  série  • 


fiin.r  , i 

sin(.r+/i) — sinx- ] 

t »in(x-}-A)-f-sinx  3 

L’in(x-t-//)q-»inxJ 

qui  se  déduit  de  la  série 


!(*+*),=  1*  + +Krê)3+  S + cU:’  1 » 


(/»/.  5i),  en  faisant  «=sin.r,  et  n-f-s  = sin(ar+A)>  d’où  il  ré- 
sulte'3  = sin(.rH-/0 — sin.r.  En  menant  A si  nu  au  lieu  de  s,  on  aura 


!{Sin(ar4*A)s=lsmx 


+ a.V{ 


A sinx 

asinx-f*  A sinx 


1 ( A 31  n x 

3\*sinx4-Afinx 


Si  l'on  prend  x — 45*  et  h = i*,  on  aura  pour  le  sinus  de  4C*  une  sé- 
rie très-convergente,  et  qui  le  deviendra  de  plus  en  plus  à mesure  qu’oit 
avancera  vers  90°,  parce  que  la  différence  A si  n x va  toujours  en  dimi- 
nuant : quant  au  sinus  de  45*,  son  logarithme  est  £!£(*). 


(*1  Nous  ne  pouvons  passer  sous  silence  une  série  très-simple , propre  à donner  le 
logarithme  du  cosinus  lorsque  Tare  est  très-petit,  et  que  M.  Delambre  a fait  remarquer 
lé  premier.  On  sait  que 

Ifi  — x*)  = — M { x*  + Irt  •+•  j x*-f-  etc.  } ( Tnt.  ag). 

Si  l’on  change  x en  sia  x,  on  aura  1 — x*  = coax*,  l(i — *’)  deviendra  i cos  x*  ou 
al  cos  x , et  on  obtiendra  par  conséquent 

1 cos  x = — 31  { s sio  x'  -b  > sin  x*  + i sin  x*  + etc.  }. 
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Les  différences  successives  de  lsiaa-',  déduites  de  la  formule  ci-des- 
sus, ne  se  présentent  pas  sous  une  forme  assez  commode  pour  être  em- 
ployées dans  la  pratique;  mais  lorsqu’il  ne  faudra  que  calculer  des  valeurs 
comprises  dans  un  petit  intervalle,  on  pourra  sc  borner  au  premier  ou, 
tout  au  plus,  aux  deux  premiers  termes  de  cette  différence,  conclue  du 
développement  de  lsin(«:-|-À)  par  le  théorème  de  Taylûr , termes 
qui  seront 

il/ [cot x \ — ( i+ cot a.') ^ j] , 
puisque  . >*  ^ 

fl.îsînx 


dr 

d*.l  kinx 

3? 


: = = 3/cot.r, 

ain  x 9 

— — M ~-z=  — M 
«lu  . 


iini’  + cp<  r* 
sinx* 


■ 3/  (i  -f-coto:*). 


Quand  on  ne  se  propose  que  de  vérifier  des  tables  déjà  calculées,  ou 
de  les  corriger,  on  peut  donner  à l’expression  de  lsin(.r+/i)  une  forme 
qui  permette  d’employer,  au  lieu  des  sinus  naturels,  les  logarithmes 
contenus  dans  les  tables.  En  effet , 


sin(x+à) — sin.T__  tang  — x) 


on  aura  donc 


1 sin (x-\- A)  = 1 sin  jr-f-  ~ tang  *cot  (x  + ^cot(aM-^J 

1 a,/Qang*cot(x-t-^)jH-ete^ 


+ : 


Les  termes  de  celte  formule  étant  des  fractions  assez  petites,  pour  les 
mettre  en  nombres,  on  se  servira  des  logarithmes  des  tangentes  et  des 
cotangentes,  donnés  par  les  tables  proposées,  parce  que  l’erreur  qui 
pourrait  se  trouver  dans  les  dernières  décimales  de  ses  logarithmes  ne 
sera  d’aucune  conséquence  par  rapport  aux  résultats.  C’est  ainsi  que 
M.  Delambre  a relevé  plusieurs  inexactitudes  dans  les  grandes  tables 
de  Wlacq. 

897.  La  formule 
«.  = « + " Ak  + -fr  tfu  -f-  etc. 83  a 

• r 0 » * n % •* 

ala^ropriétédelier  algébriquement, avec  l'indice  du  rang  qu’ils  occupent. 


Ve  rimetpo* 


Ifttion. 
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les  différens  termes  d’une  série  de  nombres  donnés , 


sans  connaître  la  fonction  dont  ils  sont  les  valeurs. 

Eo-effct,  si  dans  cette  expression,  où  les  différences  Au,  A'u,  etc. 
sont  des  nombres  connus,  on  regarde  n comme  une  variable  indéter- 
minée , et  qu’on  la  remplace  en  conséquence  par  x,  on  aura  une  fonction 
jouissant  de  la  propriété  de  prendre  successivement  les  n-f-i  valeurs 
u,  u, , lorsqu'on  y fera  x—o,  — i et  qui  fournira 

de  plus  tant  de  valeurs  qu'on  voudra,  soumises  à la  même  loi , eu  don- 
nant à x des  valeurs  différentes  de  celles  que  l’on  vient  d'indiquer. 

Soient,  par  exemple,  les  nombres 

5,  7»  »9!  * 

en  prenant  leurs  différences  successives,  on  trouve 
. u — 3,  Au  =4»  A*u  = 8, 


et  il  vient 


= 3 -f-  + 4x(x — i)  = 3 + 4x‘, 


expression  qui,  lorsqu'on  faitx=o,=i,  = a,  rend  les  trois  nombres 
donnés,  et  de  laquelle  on  eu  tirerait  une  infinité  d’autres  liés  aux  pre- 
t miers  par  une  même  loi  algébrique.  On  voit  aussi  que,  par  celle  opéra- 
tion , les  nombres  donnés  sont  incorporés  daus  une  série  dont  les  diffé- 
rences secondes  sont  couslantes,  et  dont  le  terme  général  est  3-f-4x\ 

8<)8.  Ceci  conduit  naturellement  à l' interpolation , qui  consiste  à insé- 
h’r  entre  'les  termes  d’une  si/Ute,*d » nouveaux  termes  assujétis  à la  même  loi 
' tfue  les  premiers.  Insérer  des  moyens  entre  deux  termes  d’une  progressions^ 
ipardifl'érences ou  d*une  progression  paVquoliens, c’est  calculer  des  termes 
qui  répondraient  à des  valeurs  fractionuaires  de  l'indice,  c’est  interpoler. 

Daus  la  progression  par  différences 

‘■é  a "f“  f a “f“  2 £ (ji  — ■ i y 

le  terme  moyen  entre  a-f-cf  et  a- f-  aef,  répondrait  à «=  et  serait 
par  conséquent  • _ 

Dans  la  progression  par  quoliens 
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où  les  exposans  tiennent  lieu  d'indices,  on  inse’rerait  deux  moyens  entre 
et  n*,  en  faisant  successivement  «=3+-j,  =3  + j,  ce  qui  donne- 
rait dans  cet  intervalle  les  termes 

«\  fl3+1,  a , a>, 

I 

formant  une  nouvelle  progression  dont  la  raison  serait  a5. 

La  même  opération  s'effectuerait  par  l'expression  de  ux,  formée  ainsi 
qu’il  vient  d’être  dit , si  cette  expression  pouvait  être  regardée  comme 
le  terme  général  de  la  série  à laquelle  appartiennent  les  nombres  donnes; 
mais  c’est  ce  qui  n’a  lieu  qu’avec  des  restrictions  que  nous  allons  faire 
connaître.  Le  problème  général  de  troûver  une  fonction  de  x qui  de- 
vienne successivement  chacun  des  n + 1 nombres  donnés , lorsqu  on  y met 
pour  x,  les  valeurs  o,  i,  a,  3....n,  est  indéterminé  par  sa  nature;  car 
x on  peut  satisfaire  à ces  conditions  avec  des  fonctions  très-diverses,  pourvu 
qu’elles  renferment  un  nombre  de  constantes  arbitraires  suffisant  pour 
vérifier  les  équations  qui  en  résultent.  * 

Cela  revient  à déterminer  l’équation  d’une  courbe,  par  la  seule  condition 
de  passer  par  un  nombre  n-f-i  de  points  donné»,  ce  qui  ne  saurait  s’effec- 
tuer complètement,  à moins  que  l’équation  ne  «oit  donnée  d’espèce,  puis- 
qu’on peut  trouver  des  courbes  très-différentes  qui  se  coupent  en  tel  nombre 
de  points  que  l’ou  voudra;  telles  seraient  les  courbes  FGII  et  CDE , FIG  ». 
fg.  i,  qui  n’auraient  de  commun  que  les  points  donnés  M,  M,,  Mlt 
M, , etc. , et  qui  différeraient  d’ailleurs  beaucoup  dans  l’intervalle  de  l'un 
de  ces  points  au  suivant. 

Si  l’on  développe  suivant  les  puissances  de  je  l’expression  • 

. x . . xf.r—  i)  . , xfx — i)(r— a)  . 

ux  = u H-  - A u-t-  A*u  + - &U  + etc. , 

elle  prendra  la  forme 

u.  — u + ax  -J-  jSjc*  -f-  j..r3  . ., . . . «4-  vjr", 

elles  coefficicns  <x,  / 3,  y , r,  ne  dépendront  que  des  différences 

données  Au,  A*n, A'u.  On  voit  alors  que  ux  est  l’ordonnée  d'une 

courbe  du  genre  parabolique,  assujétie à passer  parn-f-i  points  donnés; 
mais  sans  sortir  même  de  ce  genre  de  courbes,  on  aurait  pu  varier  la  forme 
de  l'expression  de  u,.  " • • 

Eu  posant,  par  exemple,  u,  — u -f.  Ax  -f-  Bx\  et*détcrminant  les 
coefliciens  u , A et  B,  pour  que  u.  devienne  3,  7,  19,  lorsque  x-=o  , 
ai,=t,  on  trouverait 

«.  = 3+ 
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formule  très-diflerente  de  celle  que  nous  avons  obtenue  dans  le  n*  pré- 
cédent, par  les  mêmes  conditions. 

Si  la  courbe  parabolique  correspondante  à l'expression  générale  de  u, 
rapportée  ci-dessus  n’est  pas  la  seule  qui  puisse  passer  par  les  n -f-  i 
points  donnés,  elle  est  au  moins  la  plus  simple,  et  la  théorie  des  os- 
culations (218,  229)  fait  voir  que  de  pareilles  courbes  peuvent,  dans  un 
petit  espace,  approcher  scusiblemcnt  d uue  courbe  quelconque,  prin- 
cipalement lorsqu’il  ne  se  trouve  pas  de  points  singuliers  dans  cet  espace 
(230);  et  cela,  parce  que,  excepté  pour  des  cas  particuliers,  une  fonc- 
tion qui  ne  devient  pas  infinie  lorsque  sa  variable  est  nulle  (86),  peut 
se  développer  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  cette  va- 
riable,'  dans  une  série  qui  sera  convergente  si  la  variable  ne  prend 
qu'une  valeur  très-petite,  et  qu’aînsi , dans  cet  intervalle,  une  telle  fonc- 
tion suit  sensiblement  la  loi  des  fonctions  rationnelles  et  entières  qui  ont 
des  différences  constantes  (886). 

899.  La  formule  précédente  suppose  que  la  différence  des  valeurs  don- 
nées de  x soit  l’unité , et  qu’elles  commencent  par  zéro  ; on  change  ai- 
sément ces  circonstances,  eu  observant  que  si 

u = f(fl) , o,  =*=  f(a  ■+■  A), u,  = f(u  nhî)  , 

et  qu’on  fasse 

a -f-  nh  = x , d’où  n = — , 

il  en  résultera 


. x— a Au  . x — n 

— T + “TT" 


expression  dans  laquelle  la  première  valeur  u répond  àa:=:fl,  et  les  autres 
Suivent , à des  intervalles  marqués  par  h. 

En  posant,  pour  abréger. 


X — a = b!  et  u,  — u sss  , 
on  aura  cetto  formule  très-générale  et  très-simple, 

4'  II)  h' (h1 — h)  (h' — ah)  , . 

û “ = h Aü  + -TTSP*-  A " + --770/,.—  A“  + e,c-  » 


qui  fera  connaître  la  différence  A'«  entre  u,ctu,  pour  un  intervalle  h'. 

% •*  * 

900.  Avant  d’aller  plus  loin,  nous  en  montrerons  l’usage  par  11a 
exemple  tiré  des  tables  de  logarithmes.  Supposons  qu’on  veuille  obtenir 
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le  logarithme  ordinaire  de  3,i4i5gaG55G , par  le  moyen  d’une  laide 
contenant  les  logarithmes  depuis  i jusqu'à  1000,  avec  dix  décimales; 
on  regardera  les  logarithmes  contenus  dans  cette  table  comme  les  va- 
leurs données  de  la  fonction  les  nombres  comme  celles  de  x,  et  ou 
formera  le  tableau  suivant  : 


Nombres. 

Logarithmes. 

Di  lier.  1”. 

Diffcr.  a*. 

Diflfer.  3*. 

D (Tér.  4*- 

3,l4 
3,  t5 

3.16 

3.17 

3.18 

0,496929648' 
0,4983  io5538 
0,4996870826 
o,5oio5ga6aa 
0,5024271200 

1 38ogo57 
13765288 

13721 796 
13G78578 

—45769 

-43492 

— 43a 1 8 

+277 

+274  ■ 

—3 

d'après  lequel  les  différences  vont  eu  décroissant,  ce  qui  rend  conver- 


consécutifs  de  plus,  on  trouverait  encore  — 3 
trième,  il  s’ensuit  que  peudant  cet  intervalle  1 
rigoureusement  se  terminer  au  quatrième  terme , 
chiffres  décimaux. 

. Par  le  tableau  ci-dessus  on  a 

u = 0,4969296481  , 

Au  = -f-  0,00 1 3809057  , 
A’u  = + 0,0000000277, 

A *«  5=  — 
A‘u  = — 

et  comme  /»  = 0,01, 

/»'== 

on  obtiendra 

!l' — o , ÇnofiÇ 

h' — h _ h' 

h — ■■■  \J  y i J | 

= ~ — i=— 0,61 357821 , 

a h aA 

h' — 3 h h' 

4h  * 4/1 

Avec  ces  valeurs  il  sera  très-facile  de  mettre  en  nombres  la  formule 

qui  donnera  A 'a  ==  0,0002203245  , et  par  conséquent 
13,1415926530  = 0,4971498726. 


901.  L'origine  des  indices,  c cst-à-dire  l'indice  o,  peut  sc  placer  où 

3.  . 4 
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l’on  reut  : ainsi  lorsqu’aux  indices 

o,  iy  a,  5, nt 

répond  la  série  de  valeurs 

U y Ut  y Ujy  , 4 • » • 1taf 

si  l'on  diminue  tous  les  indices  de  rn  unités , ils  deviendront 
— — («i— i),. . . . — a,  — i,  o,  i, 
et  les  valeurs  correspondantes  s’écriront  ainsi  : 

U— a»  u—<>  ut  uif  ut>  ••••  u»— »■ 

Les  indices  moindres  que  rn  deviendront  négatifs,  mais  l'ordre  de  suc- 
cession des  u n’étant  pas  troublé,  la  formule  du  n*  88a  aura  encore 
lieu , en  y ebangeaut  • 

A«,  A*«,  A 3«,  etc.,  en  A etc.,' 
et  n enn+ni,  pour  que  l’indice  n soit  compté  à partir  du  zéro- 
actuel. 

L’origine  des  indices  serait  placée  symétriquement,  si  elle  était  au 
milieu  de  l’intervalle  embrassé  par  l’ensemble  des  valeurs  données;  mais 
il  faut  alors  distinguer  le  cas  où  le  nombre  de  ces  valeurs  est  impair, 
de  celui  où  il  est  pair.  Dans  le  premier,  l’origine  des  indices  tombe  sur 
la  quantité  moyenne , de  chaque  côté  de  laquelle  se  groupent  symétri- 
quement les  autres  valeurs  cl  leurs  différences,  lorsqu’on  les  écrit  comme 
on  le  voit  plus  bas  , où  chaque  différence  est  placée  au-dessous  et  entre 
les  quantités  dont  elle  dérive. 

Les  indices  étant 

etc., — 4,  — '5,  — 1 > °i  “+* 1 » H—  2 , — f-  3,  + 4,  etc., 

les  valeurs  de  us  et  leurs  différences  seront  désignées  par 

etc.  n 4 * «_s  «—  “ “i  Uf  t/4  etc. 

A h_4  Ak_3  A Am_,  A u A u.  A»,  Au, 

A ’«_4  A*«_,  A A 'u_,  A' u A'u,  A *i/4 

A3«_4  A’«_3  ^ A A-’«_,  A’«  A 

■ A4«_<  A4m_3  A *u_,  A *u_,  A 4u 

A5w_4  A5m_,  A5u_a  A 5o_, 

Ae«_4  Asu_,  A617_, 

. A’m_4  A’u_, 

A'«_4. 
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Ne  considérons  d’abord  que  les  trois  valeurs  u_, , u,  cl  arrêtons- 
nous  en  couse'qucnce  aux  différences  secondes  que  nous  supposerons  cons- 
tats. En  prenant  les  quantités  h cl  h'  à polir  de#«,  la  formule  du 
n 099  donnera,  à.  cause  que  As=.  i , et  A‘u==  A*u_, 

#,  = « -f  - 4a  •)- 

i • . 1.2  * 

= « 4-  A*u_,J  + A 


mais 


donc 


i _ *Au — A'u_,  _ Au  + Au  — A»»_,  Au-(-  Au_r,  _ 


u.  = « 4- 

i a 

+ — A*u_,. 

1 i.a  1 


Supposons  ensuite  cinq  valeurs,  «,  «4  M»>  ce  H0*  nous 

mènera  aux  différences  quatrièmes,  qu’il  faudra  traiter  comme  coustantes; 
en  posaut  A *u  s=  A 4u_,  = A 4«_,  ; nous  aurons 

. i h'  a i Vâf—  i)..  , A'(A'—  î )(/■'—  a)  . , 

u,  = « H Au  - i A*u  -1 4 4 A3u 

i ’i.a  1 1.3. 3 

, y(y-o(y-u)(y-3)  , 

- ~ i.3. 3. 4 *' 

En  mettant  dans  celle  expression  A*u-,  H-  Au_, , au  lieu  de  A*u; 
A’«_,  4-  A 4«_,t  au  lieu  de  A3w,  noW  trouverons  d’abord 

f hr  / , » , A'*  . 

Ü,  = n 4-  - (Au  + AU_,)  4-  — A u_; 

+ -l(/|  ~l)  {^3«_.  + -J-  (A’u„,-f  A<U_,+  ^?A<U_,)J, 

Ce  qui  est  entre  les  accolades,  dans  la  dernière  ligne,  peut  s’e’crire  ainsi  ; 
/ . A'— a\  , . V — 3/  . h'—3\  . . A'-f-  i , A' — aA'-f-i  , 

V*4  3~  W-,4  3V“*  “ )a  J-A’u— ,-i  g--^-A4U_, 

__A'-f-i  | A'— a^  j A' 4-1  aA3u_,  -f-  3A3u_,  — 3A*u_,+  A'a1».., 

__A'+1  (aV.,  + a’u_4  , A'(A'-f-  0 

57  l a j±— 34~aw.-»«  i;  • 
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et  de  là  on  conclut 

. V (Au  + Au_,)  . W-iW+O  (a’h_,  4-  A’u_,) 
: 2 1 m? 5 


, n . 

4 a *«_,  ■ 

1.2 


I .2.5 

vçy-.xy+o  A,„ 

1.9. 5. 4 


C'est  sans  doute  par  une  induction  à peu  près  semblable,  que  Stirling 
a trouvé  la  formule  suivante  : 

|f  __  j V (Au  + Au-.)  . /.'(V-QTa^-,  4-  A»„_.) 

' ■ i a ‘ i.a.3  a 

, h'(h’'-i)(h"-4)  (aV_,+a»:i_Q  V(V— (£^_H-A’ü_i) 
' i.a.  3.4*  5 » ’ 1 .a. 3. 4-5. 6. 7 a 

-f -etc. 

+ TTa Au-  + -rk/  A“-  + “T^ts'ir2  A"-> 

/,•■(&'»-, )(/,'»-4)(^--?) 

^ 1.3.3.4.56.7.8  ûu_4-f-eic., 

qu’il  n’a  pas  démontrée,  mais  *jui  le  sera  d’une  manière  très-géuérale 
et  très-simple,  dans  le  chapitre  IV.  . . 

Stirling  a fait,  pour  abréger, 


ce  qui  donne 


Au  -f-  A u_, 

= v, 

AVfc:,  r=  i, 

A5u_,+  A ’u_. 

= C, 

A4u_,  = c , 

A5u_.4-  A5u_, 

= 

Asu_,  = d. 

A'«_,-f-  A'u_4 

A’u-^  = e,. 

etc.. 

• 

+ 


®Y  4-  6V» 


1.3 

aCh'+ch"  Y’— 1 
■ .a  3.4 
ZDh'+dh''  Y’ — 1 A'*— 4 


1.3  3.4  6.6 

jEh'+eh"  Y»—  1 Y* — 4 9' 

1.3 

*+*  etc. 


3.4  5.6  7.8 


go;t.  Lorsque  le  nombre  des  quantités  données  est  pair,  on  place 
l’origine  des  indices  au  milieu  de  l'intervalle  qui  sépare  les  deux  quan- 
tités moyennes;  et  pour  éviter  les  indices  fractionnaires,  ou  met  entre 
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ces  nombres  une  différence  de  deux  unités,  comme  on  le  voit  à la  tète 


. ' du  tableau  suivant  : 


etc.4_, 


-5, 

— 3,  — 1, 

O, 

■+■  », 

+ ï, 

M_J  u— 

K. 

M, 

•7 

Au_5  Au_, 

Aw_ 

•f 

Am, 

Ù*U_ 

, A*«_j  A *«. 

-3 

A‘/f_ 

* 

A*m, 

* 

A’«_*  AJ«_j 

A’a_ 

0 

A’m_ 

• I 

«5 


«,  etc. 


A «3  A 

A’ttj 


A’u, 


m 


A *u-,  A<u_j  A<u_3  A<«_, 

A s«_,  Asu_5  A5u_j.  * 

A8w_,  A’u_5 

A’m_,. 

Stirling  donne,  pour  ce  cas,  la  formule 

. A'*—  1 (A»u_,  + A'u_j)  (A'*— !)(*'■— q-)  (A'«_,4-A'u  si 

* ~ a 3.4  a 3.4.0  3 

, (A--.)(A'*-9)(A'’-î5)  (A6u_s  + a‘u_,)  . . 

H 2.4Ü.8. 10. 19. — ; 5 i-e‘c- 

+ à A“-  + A“~>  + -3,4.6  8.  ,0-  Al“-8 

^ 2.4.6.8.10.13.14  -t-ctc., 

qu'il  abrège  en  posant 


A 1 


K.  4 M_,  = A ; Au_,  = fl, 

A*u_,  -f-  A*m_j  = /î  , A’u_3  = 6 ; 

A4i/_,  4 A4m_5  = C , A’w_s  ==  e, 

A6w_i  4.  Asa_j  = Z?,  A’ttj.,  =5  d, 

etc. , 


* ? 


d'où  il  sait 


— ^ +ch' 


ZB+  bh’  A'*— 1 
4-6 


*!#  *.  •• 
■ '*  * 1 


. A *— 1 A g 

+ “ 4~ë"  «Tif 


Sv 


. •jD+dh'  A'1 — i A'- — i)  A'* — o5 
*.3  4 j 8.10  ia.14 

H-  etc.  ..  . . /ri,.  _ ,4  v* 

4 ' 


k 


f 


/ 


% 
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Celte  formule  se  déduit  de  celle  du  n*  précédent,  en  observant  qtieles 
différences  premières  sont  en  nombre  pair,  dans  le  tableau  de  la  page  26, 
• et  que  leur  terme  général  est  représenté  par  An,;  on  changera  donc  h' 
en  /*' -f-  1 dans  l’expression  de  «,  du  n°  cité,  puis  on  en  retranchera  Ig 
première  valeur;  les  11  et  leurs  différences  ne  dépendant  pas  de  U no 
varient  point;  on  n’aura  que  leurs  coefliciensà  différencier,  comme  nous 
allons  le  faire  pour  un  terme  de  chacune  des  deux  suites  qui  composent 
la  valeur  de  u,.  Dans  la  première, 


K (V>— Q(V— 4) 
a 1. a. 3. 4-5  ’ 


qui  équivaut  à 


i a)(V—  0 A' (A'- t-Q(A'-H) 
a 1.3. 3. 4. 5 


devient 


1 (A'—  0V(y-H)(V-f-a)(y+3) . 
a i.a. 3. 4. 5 


retranchant  de  cette  valeur  la  précédente,  on  trouvera 


, (A'-i)A'(A'+0(*'+a)  _s,  1 (A'-, )A'(A'-f.) (A'+a) 

à La. 3.4.5  —■ Vl  ~ l 

Dans  la  seconde  suite , le  coefficient 

)(*'•*— 4) (A'— a)  (A'—  1 )A'  ■ A*(  A'4- 1 ) (A'-f  a) 

1 .a. 3. 4-5. 6 ' "" * 1 .2. 3.4.5. t». 


se  change  eu 

(A' — i)A'(A'4-i)(A,+  .)(A'+2)(A'4-3) 
i.a.3.4-55  ’ 

et  la  différence  de  cette  valeur  à la  précédente  est 

*)A'} 

i_  (A' — QA'(A'-t-i)(A'+8)(aA,4-i) 

a i.a. 3.4.5  ' 

En  opérant  de  même  sur  les  autres  coelGciens,  on  trouvera 
. (au  + Au-i)  A'(A’+Q  (aV,  + A3»,,) 

11  * a i.a  a 

. , (A'-.)A'(A',4-OCA'+a)  (Asu_,+ As«_d  , . 

H w—, h etc.  A 

1.3. 3. 4 a * w 

, (aA'+i)  A ’u_,  . (2A'4-i)(A'-f-i)A'  A*u_, 

'1  3 "•  *1  .a.3  4 a 

1 (»A'4  i)(A'-H»XA'-H)A'(A'— i)  a«u_, 

"T  1.3. 3. 4. 5 3 * cu" 

» 
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Cette  expression  n’est  que  celle  d'une  différence  première;  maison  pas- 
sera à l’expressioa  de  ux,  en  diminuant  de  l’unité  les  exposans  des’ca- 
racléristiques  A,  puisque  cela  revient  à prendre  les  différences  premières 
pour  des  quantités  primitives,  les  différences  secondes  pour  des  diffé- 
rences premières,  et  aiusi  de  suite;  et  comme  la  formule  d'où  nous 
sommes  partis  suppose  que  les  valeurs  données  soient  en  nombre  im- 
pair, leurs  différences,  prises  maintenant  pour  les  valeur  Aonnées,  sont 
nécessairement  eu  nombre  pair,  ainsi  qu’on  peut  le  voir  dans  la  seconde 
ligne  du  tableau  du  u°  901  ; mais  aGn  de  placer  l'origine  des  iudices 
entre  les  deux  quantités  moyennes  qui  sont  désignées  ici  par  n_,  et  u,  et 
faire  que  la  différence  de  ces  indices  soit  de  deux  unités,  il  faut  écrire1 

~ ! , au  lieu  de  h’ , et  remplacer  ensuite 


...."_4,  J,  B_|,  ",  II,  t !/,, 

par 

"_s,  3,  "3,  1/5,  11, 

En  effectuant  ces  transformations  avec  soin  , on  retombera  sur  l’ex- 
pression de  ",  relative  au  cas  où  le  nombre  des  quautités  dounéess 
est  pair. 


903.  J’ai  supposé  jusqu’ici  que  les  différences  des  valeurs  de  la  variable 
indépendante  .r  étaient  égales  entre  elles;  celte  circonstance  ne  se  ren- 
contrant pas  toujours,  il  est  à propos  de  construire  une  formule  qui 
n’y  soit  pas  assujélie.  C’est  à quoi  l'on  parvient  en  prenant  encore  pour 
le  terme  général  de  la  série  des  quantités  données,  une  fonction  ration- 
nelle et  entière  de  la  variable  x. 

Celte  fonction , écrite  sous  la  forme 


i -y. 
irt’  ..si 


u,  = A + Bx  + Cx'  + Dx*  +. . .. 
et  devenant  successivement 

",  .....  ’ . 
lorsqu’on  donne  à x les  valeurs  ^ ' • 

vf  • 

a » "1 , "»  » "»  » 

fournit,  pour  déterminer  les  cocflicicns  A,  B , C , D , etc.»  les 
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5a 

cquiliout 

U =:  A *f-  Ba  -f-  Ca%  + Da J -+-  etc., 

u,  = A -f*  Ba,  -4-  Ca\  -f-  Da\  elc., 

u,—  A 4-  Ba,  -f-  Ca\  Da\  -f-  elc., 

«3=  A -f-  Ba3-\-  Cal  -+■  Da\  -f-  etc., 

etc., 

dont  le  nombre,  n+ 1 , est  égal  à celui  des  coefficiens  A , B,....  P. 
Si  l'on  retranche  successivement  la  première  de  la  seconde , celle-ci 
de  la  troisième,  et  ainsi  de  suilc,  on  parvient  à des  résultats  respec- 
tivement divisibles  par  a,  — a,  a,— a,,  a,—  a,,  etc.,  d'où  l’on  tire 

— B -h  C(a,+a  ) + D{a\  + a, a + «*)  -+.  etc. , 

~ B -j~  C'a,-f-a,)  -f-  D(a\  -f~  a.a.-f.  a J)  + etc. , 

“7’  — B -h  C(a3-f-a,)  -j-  -f-  ûjtf.-f-  aî)  -1-  etc. , 

elc. 

Pour  rappeler  l'analogie  que  les  premiers  membres  de  ces  équations 
ont  avec  les  différences  , nous  ferons , comme  M.  Laplace , 


u, — u 


c Pu, 


0,—di 


Su,, 


1/3— Z/. 


- = (f  tf , , 


etc.. 


et  nous  aurons 

tPu  B -f*  C(a,  <j  ) — f-  q*  't1)  *1"  etc., 

B -+-  C(a,  -f-  a.)  -f-  D(a\  -\-a,a,  -+•  «*)  -f-  etc., 

<T(/,=  B -f-  C(a3 -f- a,)  -j-  B(a\  -f- a^i,  4-  «’)  -f-  etc.  , 

etc. 

Retranchant  encore  chacune  de  ces  équations  de  celle  qui  la  suit,  les 
résultats  deviendront  divisibles  respectivement  par  a, — a,  a3— a,,  elc.j 
et  faisant,  suivant  l'esprit  de  la  notation  établie  ci-dessus  , 


a — a 7 


at- 


îu%  — lu, 

- 03—  «1 


; c f *«, , etc. , 


on  trouvera 


S'a  = C - f-  Z?(a.  -f-  a,  a ) -f-  elc. , 
-f-  B(a%  -f- fl, -j— fl,)  -f-  etc., 
etc. 
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soustrayant  encore  chacune  de  ces  équations  de  celle  qui  la  suit , le* 
résultats  seront  divisibles  par  a, — a , etc.;  ou  fera  donc  * 


et  l’on  obtiendra 


Pu,  — Pu 

— : = J’u , etc. 

oj  — a 9 

J'u  = D -f-  etc. 


y 


La  marche  du  calcul  est  déjà  suffisamment  établie  pour  être  continuée 
autant  qu'on  le  voudra. 

S’il  n'y  avait  que  quatre  valeurs  données,  «,  u,,  u,  et  u,,  l’expres- 
sion de  «»  pourrait  s’arrêter  an  ternie  alors  le*  équations  ci-dessus 
conduiraient  à 


D = J'u,  . 

C — J'u  — (a,  -f-  d,  -f-  ci'jJ'u  ,* 

B — Ju  — (a,  -f-  a)  J'u  -f-  (a.ar,  -f-  d,a  -f-  d,a)J'u , 
A = u — aju  -f-  a,aj'u  — a,a,aj'u} 

et  substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  uIf  on  attrait 


u,  sss  U -f-  (x — a) J'u  + [x‘  — (a,  ~{~  a)x a,a\J'u 

4-  [**  — (a,  -j-  a,  -f-  a)x*  + (a,«,  -f-  a,a  4-<J,a)x — aia,a]J,u. 

Il  est  facile  de  voir  que  les  coefficiens  de  J'u,  J'u,  J’u,  peuvent  être 
décomposés  en  facteurs  simples;  et  en  le  faisant,  il  vient 

«,=  u 4-  (x — a]Ju  + (x  —a)(x — a,) J'u  4-  (x — a){x — o,)(x — a,) J'u. 

Cette  expression  peut  s’étendre  à tel  nombre  de  valeurs  doonées 
qu’on  le  voudra,  au  moyen  des  quantités  Ju , J'u,  J'u,  etc.,  dont 
la  dérivation  successive  est  indiquée  par  la  suite  d’équations 


U , 

— U 

ust—ul  _ 

U J U, 

— Ju 

U 1 

a, 

1 — a 

<7j— fl» 

0,— 0, 

— 0 u%  y 

a4—a3 

ïut- 

-tu 

tu, — tu, 

— J'»!! 

tu  J — tu. 

a,- 

— a 

— 0 

03 — fll 

—a 

a4—a. 

— 0 U%  j 

CIC.  j 

Pu,— Pu 

/ 

Zq 

II 

t‘ll, — Pu, 

= J*U, 

, etc.. 

as— -a 

a4 — ai 

Pur 

-Pu 

— J*u, 

1 etc., 

etc. , 


comprises  dans  l’équation  générale 


J'-’m.-h  — P~'u, 


5. 
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Sous  ces  conditions,  on  aura 

u,  = u -J-  (.T—  a)<fu  + (x  — n)(x — «,)/ — a)(x — fl,)(jr — fl,)<J’a 
-f-(x — a)(j:— «,)(x — fl,)(x — «j)«f  4«  -H  clc 

qo4-  Quand  les  valeurs  a,  a,,  a,,  ....  sont  cquidifférentes , on  a 

a,  = a + A , a,  :=  a -J-  ih  , . . . . fl,  = « 4-  nh  ; 

d’où  il  suit 


/«  = 

Au 

T » 

/«.  = 

Av, 

T > 

C T «,  = 

Av, 

X > 

J'  //j 

TT»  e,c’" 

/•«= 

A' U 

ah‘  * 

A*w, 
ah*  9 

2/1*  * 

clc.r 

cT5u  = 

A'u 

a. 3/T5  » 

A 3u, 

a.dfi* 

etc.. 

A*U 

2.3.  ^ 

etc. , 

etc. 

Avec  ces  valeurs  et  faisant  x — ax=h' , on  retombera  sur  l'expression 
de  us  obtenue  dans  le  n°  89g. 

go5.  Les  coeflicicns  représentes  par  <fu,  S'uTJ°u,  etc.,  sont  suscep* 
liblcs  d’une  forme  assez  remarquable,  que  nous  allons  indiquer. 


/«  = 
cf*H*= 


U ,—  u 
a, — a 
/u, — /u 
a3—a 


> 


et  si  Ton  réduit  ensemble  les  deux  termes  affectés  de  uX9  il  viendra 


S'u  es 


, «1 j 1* 

(«»— a)[a,— a,)  ' (n,— «X"*— °>)  ’ 


on  obtiendrait  semblablement 


«f’u  = 


<y , v, 

(° J— a)C"3 — ai)(°3 — O,)  (o2 — a)(o, — a,)(a,-~ «3) 


(a,— a)(u,— o,)(o,— a3)  ' (a— a,)  (a—  o,)(a— a,) 


ce  qui  suffît  pour  mettre  en  évidence  la  loi  de  ces  expressions. 

Eu  les  substituant  dans  celle  de  et  rassemblant  les  termes  dans 
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lesquels  u porte  le  même  indice,  on  aurait  un  re'sultat  de  la  forme 

ux  = eut  + (Su.  + yu,  + etc., 

qui  s’obtient  immédiatement  d’une  manière  beaucoup  plus  simple,  ainsi 
qu’on  le  verra  bientôt. 

Il  n’est  peut-être  pas  inutile,  pour  l’application  de  la  formule  du 
n*  go5,  de  remarquer  que  si  l’on  y met  successivement  pour  x les  va- 
leurs a , u,,  «„  etc.,  on  formera  les  équations 

n = u, 

u,  = u (a,-r—a) Su  , 

U,  = a (at — a) £u  -f-  (a, — a)(a, — fi,)S'u  , 

u,  = u + (at—a)Su  + (a3—a)(t 7, — a,)S‘u  + (a3—a)(a} — — a,)S3u, 

etc., 

au  moyen  desquelles  chacun  des  coefficiens  Su,  S‘u,  S3u,  etc.,  est  dé- 
terminé par  ceux  qui  le  précèdent. 

906.  Euler  s’est  occupé  spécialement  des  expressions  de  la  forme 

u,  = Ax  4-  Bx3  -f-  Ci c*  -f-  etc. , uM  — Ax‘  -f-  Bx*  -f-  Cx*  -f-  etc.  ; 

mais  il  n’est  pas  necessaire  de  s’y  arrêter  beaucoup , car  leurs  coeffi- 
cicns  se  déduisent  de  ceux  de  la  formule  du  11°  précédent.  Il  suffit 
pour  cela  d’observer  qu’en  divisant  par  x les  deux  membres  de  la  pre- 
mière, et  par  x*  ceux  de  la  seconde,  on  en  lire  les  suivaulcs  : 

^ — A 4-  Bx%  — f-  Cx^  etc, , A -I-  Bx%  4~  Cr^etc, , 
qui  deviennent 

ux,  = A Bx1  -f-  Cx‘  4-  Dxl  -f-  etc.  J 

lorsqu’on  fait  x'  = x'  et  qu’on  remplace  par  les  fonctions  ^ et 

Ces  changemens  étant  effectués  dans  les  valeurs  de  A,  B,  C,  etc., 
obtenues  précédemment  (go3),  donneront  celles  qui  conviennent  aux 
formules  proposées. 

L’expression  de  u' „ , étant  mise  sous  la  forme  donnée  en  dernier  lien 
à celle  de  u,  (goâ),  deviendra 


u'*  sss  u'  -f-  (x*— a*) Su  4-  (x*—  <**)(x* — a])S‘u'  4-  etc., 
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où  il  ne  restera  plus  qu'à  mettre,  pour  la  fonction»',/  et  le;  quantité» 
qui  en  dérivent,  chacune  des  valeurs  d’après  lesquelles  u'  se 

change  successivement  en  ^ et  ~ : les  valeurs  de  Su',  Z’»',  Z1»',  etc., 

développées  comme  le  sont  celles  de  Z»,  Z‘«,  Z3»,  etc. , dans  le  n°  go5, 
seront  semblables  à celles  qu'£uler  a trouvées  pour  les  coefficiens  de  ses 
formules. 

907.  Les  lois  de  l'élimination  des  inconnues,  dans  les  équations  dus 
premier  degré,  font  voir  que  les  valeurs  d z A , B , C , D , etc.,  con- 
clues des  équations 

u = A -f-  Ba  -1-  Cm*  -f-  Da 5 -f-  etc.  J 

A -f-  Ba,- f-  Ca\  -f-  Ba\  -J-  etc. r 

»,=  A + Ba,-{-  Cal  + Bal  -J-  etc., 

Sj,»  A -f-  Bü4  —f—  Cal  -{-  Bal  "f*  etc». 


ne  sauraient  contenir  les  quantités  »,  u,,  u,,  qu’au  premier 

degré , et  dans  le  numérateur  seulement.  11  suit  de  là  qu’on  peut  poser 
l’équation 


u.  s=  Xu  -f-  X,u,  4-  JF,», . , 

• + A ,»,  J 

qu’alors  les  fonctions  X , JF,,  X,, 

de  la  variable  x et  de  ses  valeurs  a,  a, , a,,  , . 
»,  — u , quand  »,  si 

. X.,  ne  dépendront  que 

X — — I y Xt  ■■■  0 | X } 1— I O 'y  f • 

• • • X a 1 O j 

»,=»,,  quand  x ss  a, , si 

X.  Î5Î  0 y 1 m '■  I y X 1 ÏÏ  O y • • • 

u 

II 

0 

** 

«,  = »,,  quand  x — a, , si 

Xi  — 0 y X.  "|  — 0 y -^1  r y « » , 

..JF.  = o; 

»,=:»,,  quand  x=a.,  si 

X » ■—  O y X | 1-  1 O y 1 ■ ■ 0 y • • ■ 

• -X,  = r. 

En  considérant  par  colonnes  le  tableau  des  conditions  indiquées  ci- 
dessus,  on  voit  d’abord  que  la  fonction  X doit  s’évanouir  lorsqu’on 
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donne  à r tontes  les  valeurs  comprises  dans  la  série  a,  a,  ; a„ a.,. 

excepté  la  première.  On  satisfait  à cette  condition , de  la  manière  la 
plus  simple,  en  prenant  le  produit 

(x  — nXx  — «.) (x  — fl,), 

que  la  supposition  de  x=a  change  en 

(a  — fl,)(«  — «,). . . . .(fl~fl.) } 

divisant  donc  le  premier  produit  par  le  second,  le  quotient,  qui  devient 
l'unité  quand  x — a,  remplira  toute»  les  conditions  imposées  pour  la 
fonction  X , et  l'on  pourra  faire  par  conséquent 


X = 

On  trouvera  de  meme 

jr.= 

x.= 


(x — o,)(x — a.) . 

..(x— fl.) 

(a— fl,)  (a,— a). 

. .(a— </.)" 

(x— c)(x— fl,). 

. . (x—  a,y 

(a, — o)(fl, — o,). . 
(.r— o)(r— a,). 

, .(a,— a.)  r 
■ . (x— fl.) 

(u,— u)(a,— a,). 

■ • (O. — fl» 

(x— fl)(x— fl,). 

. .(x — fl,_.) 

(o„ — a)[aa—a,). . .(c„— a„_,)  * 


on  aura  donc  l’expression 


H, 


(x—a,)(x—<U) . . . (x—a.)  u (j—  n)Çj—  a,)  ■ . ■ (.x—a,)  u 

(a— u,)Ca — fl.)...(a — o.)  _t”  (a, — fl)(a, — a,)...  (a, — a»)  1 

, (x— fl)(x— a,)  ■ ■ . (x— Q.-.) 

~ (fl<— o)(fl«— fl,)  • . . (a»— a„_0  ' 


!■ 


très-commode  pour  les  applications,  puisqu’on  en  peut  calculer  immé- 
diatement tous  les  termes  par  les  logarithmes. 


908.  Cette  formule,  due  à Lagrange,  est  remarquable  non-seule- 
ment par  son  élégance,  mais  parce  qu’elle  montre  bien  comment  l’in- 
terpolation est  un  problème  indéterminé,  lorsqu’on  ignore  la  forme  de 
la  fonction  d’où  dérive  la  série  des  nombres  donnés  (898). 

En  effet,  le  produit 


• (•*— «,)(*  — *.) (x—a.), 

qui  forme  le  numérateur  de  X , n’est  pas  la  seule  fonction  susceptible 
de  s’évanouir,  pour  les  valeurs  xssa,,  —a, . ,= a..  Si  l’on  sort  des 
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fonctions  algébriques,  on  trouve  d'abord  ljjxjyession  très-simple 

sinyt>(.r — a,)  sinÿ{x — a,) sin/(.r — a„)  , 


qui  jouit  de  cette  propriété,  quels  que  soient  les  nombres p}  q , . . .t  ; 
Qn  pourra  donc  poser  encore 

g sinp(x — n,) sin q(x — . . .sin((.r — o„)  , 

sin p(n — a,)siuq(a — u1)...ainl(« — a,)  * 

Y sin p'(x — n)  sin  q’(x — o.). . .sin  l'(  r — n.) 

1 tiup'Ça, — a)sin</'(a, — a„) . , a.)  ’ 

etc.,  . 


en  observant  que  les  nombres  p',  q'....t’,  peuvent  être  différons  des 
nombres  p,  q . . . .t,  et  ainsi  de  suite  pour  toutes  les  autres  fonctions  X. 

Si  de  pareilles  expressions  s'accordent  avec  celles  du  n°  précédent , 

pour  les  valeurs  de  x comprises  dans  la  série  a,  a„  a„ a.,  elles  en 

diffèrent  beaucoup  dans  l’intervalle,  dès  que  les  arcs  ne  sont  plus  assez 
petits  pour  être  sensiblement  proportionnels  à leurs  sinus. 

On  peut  varier  ces  formules  d’un  grand  nombre  de  manières;  Charles 
en  a proposé  plusieurs  autres,  dont  voici  les  plus  simples.  En  repré- 
sentant la  demi-circonférence  par  t,  et  supposant  que  les  valeurs  a, 
a,,  etc.  soient  la  suite  naturelle  des  nombres  o,  i,  2,  3,  etc.,  ou 
peut  faire 


u ain  Tr  , u,ain*fr — 1)  u.sina-f.r — s)  , 

N.  = p — . — f-  q — ■ y c "4"  r — =■ — , r-  — f-  etc., 

* * aiapxx  ' smqr(x- — i)  sin  nr(r — a)  ’ 

usinirr  . u,sinirfj" — t)  . i/,sinsr(.r — a)  . 

p + q + r — + etc., 

,rX=(»n7rx)*  + &=&  ~ (I=3ÿ  + ClCj* 


Dans  les  deux  premières  formules,  les  quantités  p,  q , r,  etc.,  son^ 
indéterminées,  maiscependantassujétics,danslapremière,à  la  condition 
de  n’être  pas  des  nombres  entiers  ou  des  fractions  dont  le  dénominateur 
soit  moindre  que  le  plus  fort  indice  de  u.  Ces  quantités  peuvent  servir  à 
remplir  des  conditions  auxquelles  seraient  soumises  en  particulier  les 
valeurs  intermédiaires  que  l’on  cherche. 

I,a  composition  de  ces  formules  est  fondée , comme  celle  des  précé- 
dentes, sur  ce  que  les  deux  membres  devicnneut  identiques  lorsqu’on 
fait  successivement 


x=oet«,  = «,  1 et  u,  = «, , x=jt  et  = etc, 
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Le  second  membre  se  réduit  d'abord  à un  seul  terme,  qui  se  présente,  h la 
vérité,  sous  la  forme  de  £,  mais  dont  il  est  facile  de  trouver  la  vraie 
valeur.  En  effet,  si  l'on  suppose,  par  exemple  , x = i,  les  numérateurs 
des  termes  des  deux  premières  formules  s’évanouissent  tous,  mais  il  n'y 
a que  le  dénominateur  du  second  terme  auquel  il  en  arrive  autant;  main- 
tenant, si  l'on  observe  que 


sin  7T  (x — 1)  = LL!. — — 

0 


*'(x  — ,y 
1 .3.5 

9’(.t  — I)1 
1 .2 


4"  etc.  (lut.  3g)  r 
4-  etc.  (lui.  aa). 


« . il,  »)  u,  sin  w(,r  — ,,  •* 

on  verra  que  les  expressions  q > 7 ,sercduisenr,. 

Fune  à l’autre  à 7ru;,  lorsque  x—t.  Les  numérateurs  de  tous  le# 
termes  du  second  membre  de  la  troisième  formule  étant  multipliés  par 
(siuw.r)*,  s’évanouiront  toutes  les  fois  que  x sera  égal  à un  nombre  en- 
tier; mais  il  n’y  a qu’un  seul  des  dénominateurs  qui  disparaisse  : quand 

en  a,  par  exemple,  x = ,,  le  terme—  se  réduit  àsrX» 

Lagrange,  en  dernier  lieu,  a indiqué  la  formule 


jt  z 7rv  i si  * a»1-*  i Jtn  * , , 

u s t=  A s\n  — + / sin  — -f-  A si ii h etc. , 

a ' a a ^ 7 


Comme  pouvant  servir  à l’interpolation  d'une  série  de  termes  pério- 
diques qui  redeviendraient  o,  pour  toutes  les  valeurs  de  Je  comprises 
dans  la  série  «,  an,  3 a,  etc. 

De  ce  qui  précède,  on  doit  conclure  que  des  fonctions  peuvent 
avoir,  pour  des  accroissemens  donnés  de  la  variable  indépendante, 
des  différences  constantes,  sans  ehanger  pour  cela  uniformément  dans 
toute  la  suite  de  leurs  valeurs.  Celle  considération,  que  je  ne  fais  qu'in- 
diquer ici,  se  représentera  dans  la  discussion  sur  l'espèce  de  quantités 
que  la  formation  des  différences  suppos*  constantes. 

909.  La  fonction  ayant  des  différences  croissantes  d’ordre  en 
ordre  (891) , lorsque  «*  — 1 > 1,  peut  servir  à représenter  une  série  qui 
suivrait  cette  marche;  et  M.  Prony  donne  une  méthode  très-simple  pour 
déterminer,  par  un  nombre  suffisant  de  valeurs'  connues,  les  cocflieiens 
A , /?,  C , etc.,  et  les  quantités  as,  £ , y,  etc.,  de  l'expression 

v,  = A a.'  + 7?,â*  -j-  Cy*  4-  etc.  ; 
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mais  comme  celte  méthode  revient  au  fond  à trouver  le  terme  général 
des  suites  récurrentes,  question  que  je  dois  traiter  plus  loin  avec  éten- 
due, je  différerai  jusque  là  d'en  parler. 

Je  ferai'  seulement  observer,  dès  à présent,  qu’un  nombre  étant 
connu,  lorsqu'on  a déterminé  son  logarithme  , on  peut  appliquer  1 in- 
terpolation à la  série  des  logarithmes  des  nombres  donnés.  Stirling  a 
pris  ce  moyen  pour  la  série 

I Ï.I,  1.2,  1.2.5, 1.2. 5. ..R, 

dont  les  différences  croissent  dans  tous  les  ordres,  et  qui  répondàla  série 

li,  li,  1 1 — |—  1 2 , li-f-la-f-13,  etc., 

dont  les  différences  premières  soûl  les  logarithmes  de  la  suite  naturelle 
des  nombres.  Je  n'entreprendrai  pas  ce  calcul,  parce  que  la  série  pro- 
posée sera,  dans  la  suite,  l'objet  de  considérations  plus  générales. 

gio.  La  première  idée  d'étendre  une  table,  en  insérant  de  nouveaux 
termes  entre  ceux  qu’elle  contient,  parait  appartenir  à Briggs;  mais 
c'est  à Mouton  qu’on  doit  les  notions  les  plus  simples  sur  ce  sujet.  La 
méthode  qu’il  publia,  dès  1670,  est  non-seulement  curieuse,  mais  pour- 
rait avoir  l’avantage  de  la  brièveté,  sur  les  formules  rapportées  précé- 
demment, s’il  s'agissait  d'insérer  un  grand  uombre  de  termes  consé- 
cutifs dans  une  table  donnée. 

Au  lieu  de  calculer  chacun  des  nouveaux  termes  isolément,  il  cherche 
les  différences  successives  qui  doivent  régner  entre  ces  termes,  et  com- 
plète la  table  par  la  seule  addition  , comme  on  l'a  indiqué  dans  le  n*  88o.' 
Le  principe  fondamental  de  cette  méthode  consiste  à supposer  que  lors- 
qu'une série  conduit  à des  ’ différences  constantes,  pour  des  indices  équidiffé- 
rens,  les  nombres  intermédiaires  auront  aussi  des  différences  constantes  dans 
le  meme  ordre , s’ils  répondent  à des  intervalles  égaux.  Cela  11’est  vrai  que 
pour  les  fonctions  rationnelles  et  entières,  et  résulte  alors  de  l’expression 
de  A"..r"(885),  qui  demeure  la  même  lorsque  l’accroissemeut  h ne  change 
pas.  Venons  maintenant  à l’application. 

Soit  la  série  des  nombres 

o,  i5,  4t,  87,  162,  275,  etc.; 

dont  les  différences  troisièmes  sont  constantes,  et  entre  les  termes  con- 
sécutifs de  laquelle  on  se  propose  d’en  insérer  deux  nouveaux  assujétis  . 
à la  même  loi  ; il  faudra  par  conséquent  que  dans  la  nouvelle  série  les 
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différences  troisièmes  soient  également  constantes.  Désignant,  pour 
abréger,  par  les  lettres  a,  b,  c,d,  le  premier  terme  de  cette  série,  sa 
différence  première,  sa  différence  seconde  et  sa  différence  troisième,  on 
formera,  par  les  principes  du  n“  880,  ce  tableau  : 


Indices. 

Nombres. 

DilTérences  irM. 

DilFér.  a*\ 

DiJTér.  3r\ 

X 

2 

a 

rt-f-  b 

b 

3 

a-f-aè-f-  c 

b- f-  c 

c 

4 

a-{-3b-\-  3c-f-  d 

b-\-2c-\-  d 

c-f-  d 

d 

5 

Cw>4“  /(^ 

i-f-ic-j-  3 d 

c-\-->d 

d 

6 

1 oc-f- 1 od 

b-f-/{  c- f-  Gd 

c+3J 

d 

7 

a+fiè-f- 1 3c-\-2od 

1 od 

C+4d 

d 

8 

<2— f— 7^— f— a 1 

1 5d 

* c-j-5d 

d 

9 

a-f-804-  a8c-(-  36d 

b-j-jc-l-2\d 

c-\-G<l 

d 

IO 

* 6c+84<f 

b-f-8c-f-28d 

c+7  <1 

■ d 

et  en  le  prolongeant  aussi  loin  qu’il  sera  nécessaire,  on  trouvera, 
dans  la  première  colonne,  tous  les  termes  d'une  série  quelconque, 
dont  les  différences  troisièmes  sont  constantes  ; mais  lorsqu’on  aura 
intercalé  deux  nouveaux  termes  entre  chacun  de  ceux  de  la  série  pro- 
posée, le  second  de  cette  série  sera  le  quatrième  de  la  nouvelle,  le 
troisième  deviendra  le  septième,  etc.,  et  en  général  il  faudra  laisser 
dans  la  première  colonne  du  tableau  , entre  chacun  des  termes  qu'on 
prendra,  autant  de  termes  intermédiaires  qu’on  veut  en  intercaler. 

Dans  l’exemple  actuel,  les  termes  donnés  répondront  aux  suivans  : 


Indices. 

Nombres 

DilTérences  ir,\ 

DifTér.  a*1. 

D.fTér.  3<#. 

X 

4 

7 

10 

a 

a-\-3b-\-  3c+  d 

1 5c-\-20d 
a-4*9ê + 3Gc-+-84<f 

S44  3c-f-  d 
3è-f-i  ac-f-ig</ 
$b-\-2 1 c+64^ 

Qc~f*i8<£ 

2'jd 

dont  les  différences,  placées  à côté,  doivent  être  identiques  avec  celles 
qui  résultent  des  nombres  o,  i5,  4>»  87,  etc.  En  calculant  ces  der- 
nières, on  obtient  >5  pour  la  première  différence,  11  pour  la  deuxième. 


3. 


b 
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cl  9 pour  la  troisième;  et  les  comparant  avec  la  formule  qui  occupe  la 
première  place  dans  chaque  colonne  du  tableau  ci-dessus , en  commette 
çant  par  la  droite,  on  trouve 


3~d  — Ç),  gc-}-  i8</=  1 1 , 34-f- 3c  + </=  i5, 
d’où  l’on  lire 


on  a de  plus  <t  = o,  et  par  le  moyen  de  ces  valeurs,  ou  formera  suc- 
cessivement tous  les  termes  de  1a  se'ric  interpolée. 


91 1.  Mouton  ne  pat  résoudre  lui-méme  la  question  qu’il  s’était  pro- 
posée ; ce  fut  un  de  ses  amis , nommé  Regnaud , qui  construisit  par 
induction  le  tableau  qu’il  rapporte  dans  son  ouvrage , et  dans  lequel 
les  différences  cinquièmes  sont  supposées  constantes  ; mais  la  décou- 
verte des  formules  générales  d’interpolation,  fit  oublier  le  procédé  pro- 
posé par  Mouton.  Lagrange  et  M.  Prony  l’ayant  repris,  l’ont  réduit  en 
formules  , ce  qui  s’opère  aisément  comme  il  suit. 

Soit  n-f-i  le  nombre  des  termes  donnés;  on  aura  en  général. 


uM  = u + * -+■  — * a - à'u  -f-  — 22 


Pour  intercaler  m — 1 termes  entre  u,  et  w,+I,  dont  les  indices  diffèrent 
de  1 unité,  il  faudra  partager  cet  intervalle  en‘»i  parties  égales,  c’est- 

à-dire  faire  croître  x par  des  différences  égales  à 2.,  ou,  posant  x = -; 
faire  croître  t de  l’unité;  et  l’on  aura 

uÆ  = u -f-  — Au  -f-  A’u  -f.  — 

m 1 1 . a m*  ~ 1 . a . 3m1 

rÇ/  — m)(t—  am) 

• • "T  1 . a . 3 nma  û Um 

Prenant  alors  les  différences  successives  de  cette  expression , en  se  rap- 
pelant que  toute  fonction  rationnelle  et  entière  d'une  variable  n'a  pas 
de  différences  d'un  ordre  supérieur  à son  degré  (886),  ou  obtiendra 
en  général, 
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À'.t(t — m)(l — a ni) [i — (r — i)nf] 

i . a . 3 rm.' 


A'.  t.(t — m)(( — a m) ( l — n.r) 

1 .9.3 (/-f-  i)m"*‘l 


A'+’u 


, — m)(f  — am) [r  — (»  — i)r]  1 

i .a. 3 nm*  , 

où  il  faut  observer  que  Am,  A *u , etc. , se  concluant  des  termes  donne’s  , 
sont  constans;  que  la  caractéristique  A e rapportant  aux  variables  qui 
croissent  de  l’unité  , A'  indique  les  différences  relatîvcs  à x qui  croit  de 

qu’on  doit  faire  t—o,  apres  les  différentiations,  et  qu’eufln  on  doit 

donner  b r les  valeurs  î,  a,  3, »,  pour  obtenir  les  différences  b, 

c,  d,  etc.  (91  o). 

Si  l’on  développe,  suivant  les  puissances  de  t,  les  produits  qu’affecte 
la  caractéristique  A , ou  aura 

A'(/r  -\-AmC~'  -\-Ihn'l'-' . . . -\-Rni'~')  = A r.r, 

+/?  +.W)  = A’.rt"-i-A'mAr.r, 

ÙS(e+'-\-A"ml'+'+B"m'r -\-T"m'+-')=  ùr.l'*,-\-A'lmA'.t'^-S"m‘à'.f: 

etc.  ; 

et  désignant  par  a,  /3,  y , etc.,  les  valeurs  de  A'.r,  A.tr+‘,  A'.f+*,  etc., 
il  viendra  eulin 


AV  = —L_,{*A 'u+l±^  A-k  4-  ff  A’f«  + etc. 

i.3...rm'l  (r-f-i)m  (r  + 1 )(<-(-  a)m*  1 J 

Lorsque  r=  » , *«=  1 .a.  3. . . n (885),  et  il  vient  A'”«  = résultat 

auquel  Mouton  était  auss^  parvenn. 


91a.  La  question  de  trouver  l'indice  auquel  doit  répondre,  dans  une 
série  de  nombres  donnés,  un  nombre  compris  entre  deux  termes  de  cette  série, 
revient,  au  fond,  b prendre  pour  indices  les  nombres  donnés  et  b inter- 
poler la  série  des  indices  : la  recherche  du  nombre  qui  répond  b un 
logarithme  donné,  non  compris  dans  les  tables,  est  de  ce  genre. 

Si  les  indices  sont  équidifférens,  et  que  les  valeurs  de  Am,  A*m,  A5m,cIc., 
forment  une  suite  très-convergente,  le  problème  sc  résout  facilement , 
au  moyen  de  l’équation 


%=U+  ? Am  + A’m  + + «‘C. , 

dans  laquelle  u,  est  donné  et  x est  l’inconnue.  En  désignant  par  A'm 
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la  différence  donnée  entre  ux  et  u , on  en  lire 

Au 

* “ + £=iA.u+ <£zzÆ.*—*1  a'uT^-  ’* 

a a.  ô 


et  ne  tenant  compte  d’abord  que  du  premier  terme  du  dénominateur  T 
on  aura  pour  première  valeur  approchée,  x — Soit  a cette  valeur; 
on  la  substituera  dans  le  second  terme,  on  négligera  le  troisième  et  les  sui- 

vans,  et  il  viendra  pçur  deuxième  valeur  approchée,  x= . It 

Au -4-  — — - A*u 
a 

est  maintenant  aisé  de  continuer  ce  procédé  autant  qu’il  sera  nécessaire^ 
et  d’en  faire  l’application  numérique. 

Si  les  différences  ne  décroissaient  pas  assez  rapidement  pour  n’en  cou- 
«idérer  qu’une  à-la-fois,  la  détermination  de  x ne  pourrait  s’effectuer  qu’en 
résolvant  une  équation  du  degré  marqué  par  l’exposant  de  l'ordre  des  dif- 
férences qu’on  regarde  comme  constantes.  Celle  équation  serait  du  troi- 
sième degré,  par  exemple,  si  l'expression  de  s’arrêtait  à A caron 
aurait  alors 

A ’m  = (A u — 4 A‘u  -f-  j A3«).r  -f-  ( 4 A *«  — -j  A’n)jr*  -f-  j x'JA 7u. 

DücKnen  gi3.  Les  diverses  valeurs  que  prend  une  fonction  de  deux  variables 
dn"13ilnîac  Produisent  un  assemblage  de  séries  formant  une  table  disposée  comme 
riu.iciir, ta ri»-  celle  que  l’on  attribue  à Pylhagore,  et  qui  renferme  ordinairement  les 
valeurs  delà  fonction  xy,  correspondantes  à celles  des  variables  iel/, 
depuis  i jusqu’à  g.  Voici  encore,  pour  exemple,  une  table  qui  résulte  de 
la  fonction  5 -f-  *•* -f-  3xy  -f-  3 y'. 


Valeurs  de  x. 


O 

I 

2 

3 

' 4 

etc. 

O 

5 

6 

9 

i4 

21 

etc. 

I 

8 

1 1 

16 

a3 

3a 

etc. 

2 

>7 

22 

a9 

38 

49 

etc. 

• 

3 

5a 

59 

48 

59 

7a 

etc. 

4 

53 

Ô2 

75 

86 

101 

etc. 

etc. 

etc. 

etc. 

etc. 

etc. 

etc. 

etc. 
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C’esl  là  nue  table  à double  entrée,  parce  que  pour  en  dc'sîgner  un  terme 
particulier,  il  faut  donner  le  numéro  de  la  colonne  et  celui  de  la  ligne 
ou  bande  qui  le  contiennent.  Ces  numéros  sont  suppléés  par  des  acccns, 
dans  le  tableau  du  n*  ag8,  où  j’ai  déjà  indiqué  la  manière  de  varier  de 
la  (onction  z , dépendante  de  deux  quantités  x el  y ; mais  il  est  plus 
simple  et  plus  général  de  mettre  des  indices  au  bas  de  la  lettre  repré- 
sentant la  fonction.  Ainsi  dénotera  l’état  général  d’une  fonction  de 
.r  et  dey;  la  valeur  particulière  qui  répond  à x =0,  y—  o ; «,  4, 
celle  qui  répond  à jr=3,y=4>el  ainsi  des  autres.  Dans  le  tableau  ci- 
dessus,  on  a 


u,,,=  5-hx'-h2xj-+?;y , = 5,  uM  = 86, 

et  les  symboles  qu’ôn  vient  d’établir  produisent  le  tableau  suivant; 

Valeurs  de  x. 


> 


0 

1 

2 

r* 

d 

X 

r - •- 

*§ 

V) 

1 

.<5 

j 

O 

«... 

«... 

«... 

"3.. 

« ... 

' . s /La  >:  , 

• 

- 

«... 

«... 

«... 

“3,. 



«x.. 

2 

. «... 

«3,. 



"x,. 

5 

“..3 

".,3 

«3.3 

...... 

«x.S 

y 

M«.r 

u‘.r 

“.,7 

“3.7 

tfr  y 

Considérées  séparément , chaque  bande  et  chaque  colonne  de  ce  ta- 
bleau forment  des  séries  dans  lesquelles  le  rang  des  termes  ne  dépend 
que  d’un  seul  indice,  savoir,  .r  pour  tous  ceux  d’une  même  bande,  ety 
pour  tous  ceux  d’une  même  colonne.  Les  différences  de  ces  termes  se 
prennent  donc  comme  à l’ordinaire  ; mais  il  faut  distinguer  celles  que 
produit  le  changement  d’un  indice,  de  celles  que  produit  le  changement 
de  l’autre,  et  pour  cela,  ou  écrit  au  bas  de  la  caractéristique  A celui  des 
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indices  qui  varie  ; ainsi 


*“  H*, y — ^x ,y y • ClC.  , 

1 ““  u*j  ==  ^ >u*,n  ^ru*,r+‘  ^ru*,r  ==  etc.; 

ce  sont  là  les  différences  partielles  de  nx>J  (3i),  au  moyen  desquelles 
on  peut,  par  les  formules  des  n“  882  et  883,  exprimer  le  terme  géné- 
ral  d’une  bande  ou  d’une  colonne,  par  le  premier  terme  et  ses  diffé- 
rences, ou  bien  la  différence  d’un  ordre  quelconque  de  ce  terme  par  tous 
les  autres. 


914.  Si,  dans  les  formules  citées,  on  change  n en  jr,  et  qu’on  écrive 
à la  place  de  u,  on  obtiendra 


o 4- - ax«,,.+ 


*‘Cr~‘Vrf  -1 

x(x—  i)(x—  a) 

a!«.,.4-cIc.  (I), 

1 . a **»*•*•' 

1.9.5 

.r(x—  i)(.r— — a) 

ux—z,o  4- etc. 

1.2  x-*’* 

1 .9.3 

Pour  étendre  ces  formules  à telle  bande  qu’on  voudra,  il  suffira  de 
substituer  au  second  o,  qui  tient  la  place  de  y,  le  numéro  de  la  bande. 
On  exprimerait,  par  exemple,  «J>3,au  moyen  des  quantités  u.„  A,uc  „ etc., 
relatives  à la  quatrième  bande;  et  dans  une  bande  quelconque. 


mais  en  considérant  à part  la  série  des  valeurs  contenues  dans  la  pre- 
mière colonne,  on  aura  aussi 


K.„  = u."+y-  A,u„. A>.,  +^£pi>  aX„  + etc.  CH). 


Si  l'on  substitue  celte  valeur  dans  la  précédente , pour  la  rapporter  à 
la  valeur  primordiale  , on  tombera  sur  les  expressions 


Ax(AyU.  „)  , A^C^/Wo.o) A,  (A, u,  J , 

dont  la  dernière  dénote  n différentiations  par  rapport  à l'indice  y,  suivies 
de  m différentiations  par  rapport  à l’indice  je,  et  peut  être  abrégée  en 

. m-f*» 

J écrivant  ainsi  : AJif  uc  o>  au  moyen  de  quoi  il  vient 
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.H-f4,0...+îfcÜA;„...  H-lc. 

.+>,»,.+  a 4::'»...+  4",«.,.+0.c| 

+ifci>4,V.  + 4;:v.+«tc| 

+xü=^=n^  +clc.^ 

-f-etc. 


a»), 


formule  qui  exprime  le  terme  general  de  la  laide , par  le  premier  terme 
u.,.  et  ses  différences  partielles,  qui  se  forment  de  là"  manière  suivante. 


gi5.  Les  termes  du  tableau,  considérés  dans  chaque  bande  en  parti- 
culier, donneront,  par  le  procédé  du  n”  881,  les  nouvelles  séries 


y 

^x^ofo  y 

2 

J 

etc.. 

répondant 

B5- 

II 

0. 

^c,  1 y 

• 

3 

■etc.. 

• y — 

1» 

etc. , 

• y = 

“..j, 

etc. 

^<^o,3  J 

.? 

etc. , 

* 

• y = 

3, 

V 

Si  l’on  retranche  maintenant  la  première  de  la  deuxième,  celle-ci  de 
la  troisième , etc.,  il  est  clair  que  les  restes  exprimeront  des  diOërences 
par  rapport  à y,  et  suivant  la  notation  établie,  on  aura 

^ elc->  répondant  à y = o; 


l-4-l 

, &r,r  ^#,1  J , elC.  J — T , 

l-t-l  *+i 

a,a>  //<,»  ) A r y u,(i , etc.  y — 2 , 

etc. 


Retranchant  encore  ici  la  première  ligne  de  la  deuxième,  la  deuxième 
de  la  troisième,  et  ainsi  de  suite,  les  restes  seront  des  différences  se- 
condes par  rapport  à y,  savoir. 


* l+»  , - , 

û//aiï,  A x yu0)0>  etc.,  répondant  a y = o, 

A 9 A 1+1 

A*u«,> , û,j|t  uc,i  ) etc. , y — j , 

«te. 
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Retranchant  encore  ici  la  première  ligne  de  la  deuxième,  etc.,  on  for- 
mera des  différences  troisièmes  par  rapport  a y,  savoir, 

etc.,  répondant  à_;-=o, 

etc. 


On  poussera  cette  manière  d’opérer  jusqu'où  il  sera  nécessaire  ; ras- 
semblant les  termes  relatifs  à qui  composent  la  première  ligne  de 
chaque  groupe,  on  aura  toutes  les  différences  indiquées  dans  la  for- 
mule { III). 

Ce  procédé , appliqué  au  tableau  de  la  page  44 , donne 


1"  groupe. 

2*  groupe. 

3*  groupe. 

4'  groupe. 

5,  1,  a,  0 
8,  3,  2,  0 
17,  5,  a,  0 
3a,  7,  2,  0 
etc. 

5,  a,  0 

9»  2>  0 
i5,  a,  0 
etc. 

6,  0 
6,  0 
etc. 

O 

etc. 

d’où  il  résulte" 


= 

2» 

A.*.,.  = 

0» 

a'***1 

2, 

^0,0  — 

<v 

aX.  = 

6, 

A*+» 

A,,, 

Ol 

S 

et 


= 5 -f-  x*  4-  2XJ-  + 3 \jr\ 


fonction  identique  avec  celle  qui  a servi  à former  le  tableau. 

qiG.  En  considérant  d'abord  les  séries  contenues  dans  les  colonnes, 
les  différences  relatives  a y se  seraient  présentées  les  premières,  et  l’on 
serait  arrivé  b une  formule  semblable  à (II),  mais  dans  laquelle^-  au- 
rait pris  la  place  de  x , et  réciproquement.  11  est  évident  que  ces  deux 
formules  doivent  être  identiques,  et  que  par  conséquent  l’on  peut  inter- 
vertir l’ordre  des  opérations  en  prenant  les  différences , comme  lorsqu'il 
{'agit  des  différentielles  (27). 
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Cela  se  voit  aussi  par  la  formation  même  de  l’expression  , 

en  observant  que  si  h et  k désignent  les  accroissement  de  x et  de  j , 
uSi)  étant  il  vient 

Axii,r  = î{x-\-h,y) — f(x,y), 

ù?Z'um,,=  i{x-\-h,jr-\-k)  — [(x,y-\-  k)  — f (x+A,  j) 

expression  où  l’on  ne  ferait  qu’échanger  entre  eux  le  deuxième  terme 
et  le  troisième,  si  l'ou  intervertissait  l’ordre  des  différentiations.  Il  suit 

de  là , comme  pour  les  différentielles,  que  la  valeur  de  ,ncchange 

point,  dans  quelqu’ordre  qu’on  effectue  les  opérations  indiquées  par  ce 
symbole  (a8). 

917.  Si  l’on  fait  u,i(,  = xfjr1,  on  trouvera  sans  peine  que  le  premier 
terme  de  aJ'.i'/  est 

.p(p—  0 (p  — m + ')-?((7  — 0 (q  — n + i)x'-y^—h-k', 

et  que  cette  différence  devient  constante  lorsque  m=p,  n—q. 

Il  suit  de  là  que  l’on  parvient  à des  différences  constantes  lorsque 
u, tr  est  une  fonction  rationnelle  et  entière  par  rapport  aux  variables  x 
et  y,  et  que  par  conséquent  la  formule  (III)  du  n*  914  sc  termine  dans  c® 
cas.  Il  est  à propos  d’observer  que  si  on  effectuait  les  produits  indiques, 
elle  prendrait  la  forme 

= u + Ax  Bx'  Cx3  -+•  etc. 

-f-  A'r  IPxr  C’x‘r-+-  etc. 

-i-C".xy'+  etc. 

4-Oj  + etc- 

+ etc.,' 

qui  est  celle  d’une  fonction  rationnelle  et  entière  ordonnée  suivant  le$ 
puissances  des  variables  x et  jr. 

918.  Par  des  transformations  semblables  à celles  du  n*  899,  les  for- 
mules (I),  (II)  et  (III)  (914)  deviennent  propres  à. l’interpolation,  pour 
obteuir  des  termes  compris , soit  entre  ceux  d’une  même  bande,  soit 
entre  ceux  d’une  même  colonne,  ou  enfin  tombant  entre  deux  bandes 
et  deux  colonnes  f c’est-à-dire  portant  à-la- fois  deux  indices  frac-, 
tionnaircs. 

5.  > 
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Ceci  n’a  besoin  d'explication  que  par  rapport  h la  formule  (ITT).  Pour 
lui  donner  toute  l’extension  dont  elle  est  susceptible,  supposons  que  h 
et  t désignent  les  accroissemcns  de  x et  de  y;  que  la  valeur  repré- 
sentée par  . réponde  à x — a,  y=b-,  et  pour  distinguer  les  nouvelles 
variables  x et^,  des  indices  qui,  dans  la  formule  comme  dans  le  ta- 
bleau, commencent  par  o et  croissent  de  l’uuité , dénotons  maintenant 
ceux-ci  par  m et  n : il  viendra 

X — a-\-mh,  y=zb-{-nk , d'où  — . 

Enfin,  pour  abréger,  posons  x — a — h', y — b = k',  et  mettons  sim- 
plement u au  lieu  de  la  formule  (III)  sera  transformée  en 


h' 


um;tssu  + T£iMu  + 


h' (h'— h)  • 


h .ah 


A xu  + 


h'(h’—h)(h'—ah)  * 


h.ah.îh 


A ,u  -f-  etc. 

•-♦-t 


, h'  . , h'  h'  .•+>  . h'  h\h'—h)  A—-..  , 

4-rA,n+  JJ  a ,,,U+  J-J—J—  A,,„tH- e te. 

. h'fk’—k)  * . WM — k)  h'  , 

+ ù>“  + TTÏ  A^u+etc. 


k’ik'-k)  (k'-ah)  > 


k.alï^k 


A ,«  -f-  etc, 
■+•  etc. 


Toutes  les  fois  que  les  nombres  j , ~ , tomberont  dans  la  suite  natu- 
relle o,  i,  a,  3,....  cette  formule  reproduira  les  valeurs  de  don-, 
nées  pour  des  indices  entiers;  elle  conviendra  par  conséquent  aux  indices 
fractionnaires,  sous  les  memes  restrictions  que  celle  du  n*  89g. 

On  étendrait  les  considérations  précédentes  aux  fonctions  qui  dépendent 
de  trois  ou  d’un  plus  grand  nombre  de  variables,  mais  avec  une  compli- 
cation dans  les  signes,  h laquelle  on  échapperait  en  partie,  par  le  moyen 
de  l'analogie  des  puissances  avec  les  différences;  c'est  pourquoi  nous  ne 
pousserons  pas  maintenant  plus  loin  ce  sujet. 

919.  Nous  nous  bornerons  à former  les  expressions  des  différences 
totales  d'une  fonction  d’un  nombre  quelconque  de  variables , au  moyen 
de  ses  différences  partielles.  Parles  premières,  on  entend  celles  qui  ré- 
sultent du  changement  simultaué  de  toutes  les  variables.  Une  fonctioa  u 
de  x,  y,  si  l’on  n’y  fait  d’abord  varier  que  x , se  changera  eu 


K-f  A ,u-} 
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faisant  ensuite  varier^,  dans  cette  seconde  valeur,  on  en  tirera 

« + A,(n+  Axu)  = M-+-  Axn4-A,f<4-  ArA,u. 

Lorsque  la  fonction  u contiendra  trois  variables  ,r,_y  et  z,  en  n'y  fai» 
saut  d'abord  varier  que  les  deux  premières,  elle  deviendra 

u -J-  A jx  4»  A,n  -f-  AjA^n  , 

expression  que  la  variation  de  z changera  en 

u + A ,u  -f-  A ru  4-  A,AX«4-  A,(n  4-  Axu  -f-  Ar«  -f-  A,AX«) 

=«  + Axu  + A,n  + A ,u  -f-  A,AX«  -4-  A,Axu  + A,A,« 

-f-  AsA,Axu. 

Ce  proce'de' peut  se  continuer  aussi  loin  qu’on  voudra;  mais  on  saisit 
bientôt  I3  loi  de  ces  résultats,  en  y supprimant  la  lettre  u;  car  le  pre- 
mier devient  alors 

1 -f-  Ax  -j-  A,  -f-  A,AX  = (1  -f-  Ax)(i  + A,)  ; 

le  second, 

i+Ax+A,+A.+AxA,-f-A.Ax+A,A,4-A.ArAx  — (t+Ax)(i+A,)(i+A.);  - 

et  l’on  en  conclut  qu’ils  sont  respectivement  équivalens  à 

(.  + Ax)(i  4-  A>,  («  4-  Ax)(.  4-A,)(i  4-Ax)«j 

d’où,  en  retranchant  l’état  primitif  u,  on  déduit  pour  les  dilTércnces 
totales, 

A«  = {(1  4- Ax)(i  4- A,)  — i}« 

= Axu  4"  A, a 4”  AxA,«  , 

A u=  {(1  -f-  Ax)(i  4- A,)(t  + A.)  — i}u 

= Aji  4-  A,u  4"  A,«  4“  AXA,«  4“  AxAxn  4“  A,A,u  4”  Ax A,A,u. 

Pour  obtenir  la  différence  seconde,  il  suffit  de  changer  u en  A u,  dans 
la  différence  première.  Lorsque  la  fonction  ne  renferme  que  deux  va» 
riables,  il  vient 

A*m  = AXA u 4-  A, A u 4-  AxA,Au  ; 
mettant  pour  A u sa  valeur,  et  développant,  on  trouve 

A*u4-  A^u  4-  A*A*u4-  aAxA,u  4-  2A)a,«  4-  2AXA // , 
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résultat  équivalent  à 

(A,4-A,4- A,A,)‘«  = {(i  + At)(i  + Ar)  — » }'«. 

Ces  formules  se  retrouvent  et  se  généralisent  avec  la  plus  grande 
facilité,  par  l’analogie  des  puissances  avec  les  différences  ; et  l’on  ci» 
conclut  pour  une  fonction  de  trois  variables  , 

A "k ss  {(1  + A,)(«  4-Ar)(«  4-  A.)  — i}*n. 

gao.  11  est  visible  que  les  mêmes  formules,  lorsque  n = i , doivent 
donner  la  différence  première  du  produit  d’un  nombre  quelconque  de 
fonctions  d’une  seule  variable.  Si  l'on  fait , par  exemple,  il=.xjz  dans 

A«  = {(«  4-Ax)(i4-A,)(i  4-A.)  — i}u, 

il  sutlira  d’observer  qu’alors  les  différences 

A,m  —jzAx,  A,A,«  = zAxAj  , A,A,A,«  = AjtAjAz  , etc. 

s’obtiennent  en  plaçant  comme  facteurs,  avant  la  caractéristique  A,  le£ 
variables  qui  n'y  sont  pas  appliquées  comme  indice. 

M.  Laplacc  a remarqué  que  celte  propriété  s’étendait  à un  ordre  quel- 
conque , et  nous  le  démontrerons  d’après  lui,  dans  le  chapitre  IV. 

921.  Nous  avons  supposé  que  les  variables  indépendantes  xet  y ne 
recevaient  que  des  accroisscniens  égaux;  mais  pour  donner  au  calcul 
toute  l’extension  dont  il  est  susceptible,  on  conçoit  que  ces  variables 
éprouvent  des  changemens  successifs  quelconques  et  indépendans  les  uns 
des  autres;  et  afin  de  mettre  de  la  symétrie  dans  les  expressions  analy- 
tiques, on  représente  les  accroissemcns  des  variables  indépendantes  comme 
ceux  de  la  fonction  proposée. 

Lorsqu’elle  ne  dépend  que  d’une  seule  variable,  on  établit  que  les 
valeurs 

">  «.»  “JJ u„ 

répondent  aux  quantités 

x,  x,,  x„  x„ x,; 

qui  désignent  les  divers  états  par  lesquels  passe  x;  et  l’on  fait,  eu 
conséquence  du  n°  881  , , 


A‘x,  — A'x  55  AA*' 
etc.,  ' •’ 
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x,  — x = Ax 
x%  — x,—  Ax, 

x,  Ax, 

etc. 


Ax,  — Ax  = A*. 
Ax,  — Ax,  5=  A*, 
etc. 


ce  qui  donne 
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x.  = x -j-  - Ax 


n(/i  — 0 


A*x  + de.  ; 


d’où 


w„=  f(x.)  = f[*  + "A* A»x 4-  "{n  ) ’3)(g  8)  A\c  + eicQ 


En  déduisant  de  cette  formule  les  valeurs  successives  de  u,  on  ob- 
tiendra Au,  A ‘u,  A 3u,  etc.,  parla  formule  du  n"  885  ; mais  Lagrange 
a remarqué  qu’on  pouvait  y parvenir  aussi  en  remplaçant  u,  par  l’expres- 
sion du  n°  88a,  et  laissant»  indéterminée,  par  ce  que  l’équation 


u + -A«4-^ — -)A'«  + 

1 I * i . a 

= f [* -f-  j Ax  + A'*  4* 


n(n  — i)(n  — a) 
i .a. 3 

n(n  — i)(n  — a) 
i.a.3 


A 3u  -f-  etc. 
A3x  -f-  etc/J, 


doit  se  vérifier  indépendamment  de  toute  valeur  particulière  de  cet  indice. 
Si  donc  les  deux  membres  étaient  développés  suivant  les  puissances 
de  n,  on  égalerait  entre  eux  les  cocfficiens  d’une  même  puissance,  et  les 
équations  qu'on  obtiendrait  par  ce  moyen  serviraient  à déterminer  les 
différences  de  la  fonction  u par  celles  de  la  variable  x. 

Ce  procédé  est  analogue  à celui  du  n°  3§,  et  s’étend  de  même  aux 
fonctions  d’un  nombre  quelconque  de  variables.  Pour  uz=[(x,j-,  z), 
par  exemple,  il  faudrait  poser 


a 4-  - A«  + n— — — A’»  4“ 

î î.a 

=s  f Qr  4-  " Ax  -f-  A\r4- 

7 4-  - A?  4-  a->  + 

J + ? A:  4-  2Ç2z:0  4- 

1 i 1 î.a  ' 


n(n—  i)(/i— *ft) 
î .a. 3 

n(n — i)(n— -a) 
i .a. 3 

n(n — i)(/i— a) 
1.2.3 

n(n — i)(n — 3) 
1 .a, 3 


A3u  4-  etc. 
A'x  4-  etc.ÿ 
A’j  + etc., 
A,z  4-  elc.^j, 


En  comparant  les  termes  affectés  d’une  meme  puissance  de  n dans  cette 
équation,  on  s'eu  procurera  un  nombre  suffisant  de  nouvelles,  pour  dé- 
terminer A»,  A‘u,  A etc. 

923.  Les  calculs  qu’exige  celteméthode  la  rendront  le  plus  souvent  fort 
laborieuse;  il  sera  peut-être pluscommode  encore  de  déduire  les  unes  des 
autres  les  différences  successives,  ce  qui,  pour  les  fonctions  d’une  seule 
variable,  s’effectuera  ainsi.  Ayant  obtenu  Au  = u,  — u,  par  le  changement 
de  x en  x4-Ax,  daus  u,  ou  formera  A’u  = Au,  — A»,  en  substituant 


ileroftrqnts 

rur  divcisc*  rx- 
pression»  i!eu». 
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dans  A «,  au  lieu  de  x et  de  Ax,  les  valeurs  x4-Ax  et  Ax4- A*X;  on 
formera  ensuite  A’tt=A*u, — A*a,  en  substituant  dans  A*u,au  lieu  dex, 
Ax,  A‘x,  les  valeurs  x-f-Ax,  Ax-+-A*.r,  A*x+A5x.  Sans  pousser 
plus  loin,  on  voit  que  pour  passer  d’une  différence  quelconque  à celle 
de  l’ordre  supérieur,  il  faut  regarder  en  même  temps  comme  variables  x 
et  ses  différences , et  que  par  conséquent,  à chaque  différentiation,  le 
nombre  des  variables  s’accroît  de  l'unité. 

ga3.  L'expression  de  u,,  obtenue  dans  le  n°S8a,  et  dont  on  a déjà  vu 
des  applications  importantes,  n’est  pas  la  seule  qu’on  puisse  conclure  des 
équations  (1),  (a)  et  (3)  du  numéro  881.  Eu  les  combinant  de  diverses 
manières,  elles  conduisent  à des  résultats  variés  que  je  vais  faire  con- 
naître, parce  qu’ils  seront  utiles  dans  la  suite. 

En  ajoutant  d’abord  toutes  les  équations  (1),  et  effaçant  les  terme? 
communs  aux  deux  membres  du  résultat,  il  vient 

u.  = u + An -f-  Au,  4-  Au, 4-  Aw._, 

ce  qui  présente  la  valeur  u,  comme  la  somme  de  la  première  valeur  et 
des  accroisscmcns  des  valeurs  successives. 

934.  La  somme  des  équations 

u,  = 4-  Au,_, , 

A = Au._,  4-  A*o._,  , 

A‘u,_,  = A ’u.-i  4*  A’u._, , 


A*- ‘«i  = A’~‘u  4-  A*u 
donne,  après  les  réductions, 

u.=  4-  Aa„_.  4-  A *u,_s + A 4-  A— ’«  4-  A’u/ 

Lorsqu’on  veut  se  borner  aux  différences  de  l’ordre  m , on  fait..,. 
Am*‘u  __  0 etc  } <l’0ù  y suit  a"h  = A “h,  = A mu, , etc.,  et  il  vient  alors 

«,  = u._, 4-  Au,-,  + A 4-  A— ’u,_ 4-  A 

ga5.  Si  l’on  prend  la  différence  première  de  celle  équation,  il  viendra 

Au.  = A u._,  4-  A'u._,  4-  A’u.-j  -f-  A<u._4  4-  etc.  (1); 

soumettant  ce  résultat  à de  nouvelles  différentiations,  en  diminuant 
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chaque  fois  les  indices  d’une  unité,  on  aura 


A*u._,  ss 

A*u,_,  4-  A’u.-j 

-4- 

+ 

AX_S 

-f 

etc. 

A1'/.-.  = 

AX_3 

+ 

û4u._4 

+ 

ûV. 

+ 

etc. 

&U.-1  = 

AX_4 

+ 

âs«„-s 

+ 

etc. 

a!«._4  = 

A5«.-s 

+ 

ete. 

etc.; 

1 

et  prenant  la  somme  de  ces  équations,  en  observant  que  celle  de  leurs 
premiers  membres  est  précisément  la  valeur  de  A *«„,  qu’on  tirerait  de 
l’équation  (1),  on  obtiendra 

==  A\/._,  + aA'w,— j + ZA4u,_4  -f-  4A5«_S  4-  etc.  (3), 

Différenliant  celte  dernière,  en  diminuant  chaque  fois  les  indice* 
d’une  unité,  il  viendra 


AV,_,  = A3m„_j 

4-  aAX_4  4-  3a5«._5  4-  4AX-6  -f-  etc. 

A<«._,  = 

^4“«-4  *+■  5 4”  3A *//,_*  4*  etc. 

A s«.-j  = 

A5"— i + aA 4-  etc. 

AX_4  = 

AX-«  4-  etc. 

etc.; 

ajoutant  encore  ces  résultats,  en  observant  que  la  somme  de  leurs  pre- 
miers membres  est  la  valeur  de  A qu’on  tirerait  de  l’équation  (i), 
on  trouvera 

= A’u^j  4-  "AX_<  4-  6A5n,_s  4-  10A 4-  etc.  (5); 

Les  coefficicns  numériques  des  équations  (1) , (a)  et  (3),  îont  les  même* 

que  ceux  des  développemens  de  (1 — a)-*,  (1 — a)~%  (1 a)-J,  et  la 

cause  de  cette  identité  est  aisée  à trouver  dans  l’analogie  de  leur  for- 
mation. En  effet , on  passe  d’abord  du  développement  de 

, r (1 — a)-'  — I 4-  a -t-  a'  4-  <i5  4-  a*  4-  etc. , 
à celui  de 

0 — a)~‘  — (1—  fl)—(i~a)— = 

(t  4-«4-«*4-aJ4-  a*  -f-  etc.)  (1  4- o 4.  «*  4-  «’  4-  4.  C[C,}  _ 

1 4-«+a*  4-os  4-  etc.  J 
4-  a 4-  a*  4-  a3  -f-  etc.  I 

4-  a'  4~  "3  4-  etc.  >, 

4-  «s  4-  etc.  i 

4-  etc.  J 

' * 
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résultat  d’une  forme  semblable  à la  somme  des  équations  qui  ont  donné  (a); 

il  en  sera  de  même  des  autres  cas. 

Les  coefliciens  numériques  de  l’expression  de  A'u.  seront  donc  les 
mêmes  que  ceux  du  développement  de  (i—  n)~’}  et  1 ou  posera,  en 
conséquence , 


/«.  = A'«._,  -f-  r-  A,+‘u«_r_,  + A 


, r(r+0  (r4-a)  a.+s„ 

H no  A - 


etc. 


Cette  formule  peut  s'écrire  ainsi  : 

A'u.  = A’u.-,  ( i — Aa—)-',  t 

pourvu  que  dans  le  développement  du  second  membre  les  exposansde 
la  lettre  u soient  changés  en  indices. 

926.  La  parfaite  correspondance  des  expressions 


11 , = 11  4” . * Au  4- 


A‘u  4- 


r.a.3 


, — . |.a ■ 1.3. 

ut  — u 4-  ax  4-  /3a;*  4~  y*3  4“  etc.  (898)  , 


lorsqu'on  les  arrêté  au  même  nombre  de  termes,  solidement  établie 
par  les  considérations  du  n*go3,  fait  voir  que  l’une  de  ccs  expres- 
sions peut  cire  regardée  comme  une  transformation  de  l’autre. 

11  y a dans  chaque  terme  le  même  nombre  de  facteurs  variables;  mais 
dans  la  seconde  ccs  facteurs  sont  égaux  ou  leur  différence  est  nulle 
tandis  que  daris  la  première  leur  différence  est  constamment  égale  à 
l’unité.  Ce  changement  des  puissances  en  produits  de  facteurs  inégaux  , 
est  un  trait  caractéristique  du  calcul  qui  nous  occupe  ; et  pour  le  bien 
saisir,  il  suffit  de  substituer  à la  seconde  expression  de  u,,  rapportée  ci- 
dessus,  la  série  de  Maclaurin,  qui  donne 


r*  <Tuf 
1 .a.3  diH 


4-  etc.  (84) , 


en  observant  de  faire  x =0  après  les  différentiations.  On  voit  que  dans 
la  première,  les  différences,  qui  se  rapportent  aussi  à la  valeur  ar  = o, 
ont  pris  la  place  des  coefliciens  différentiels. 

La  manière  de  parvenir  à cette  première  expression  est  aussi  parfai- 
tement analogue  à la  marche  qu’on  a suivie  pour  obtenir  la  série  de 
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Maclsurin  ; car  donner  successivement  à la  fonction  u,  les  valeurs 


«,  «.» 

comme  on  l’a  fait  dans  le  n*  go3,  c’est  établir  que  u,  et  ses  différences 
successives  deviennent  respectivement 

u,  Au,  A’u,  etc.,  lorsqu’on  y pose  x=  o. 

C'est  donc  comme  si  on  calculait  d’abord  ces  valeurs  en  général,  et 
qu’ensuite  on  y fit  l'hypothèse  indiquée. 

Cette  marche,  qui  ne  serait  pas  la  plus  simple  si  l’on  prenait  l'ex- 
pression de  u,  ordonnée  suivant  les  puissances  de  x,  le  devient  quand 
ou  fait 


u.  = A -f-  Bx  -f-  Cx(x  — A)  - f-  Dx(x — A)(x — 2/1)  + etc. , 

à cause  de  la  facilité  avec  laquelle  s’obtiennent  les  différences  succes- 
sives d’un  produit  composé  de  facteurs  équidiffgrens. 

Eu  effet,  on  a 

A.x(x — A)(x — 2/1) [x— • (« — i)]A  = 


(x+A)x(x — /») 
— x(x  — A) 


[x — (m — 2)]  A 

[x— (m  — i)A] 


x(x  — A) [x  — (m  — 2)/»]  {x  -+•  A — [x — (m — i)A])  =* 

ar(x — A) » [x  — (m  — 2)  A]/nA , 

résultat  ne  comprenant  que  m — 1 facteurs  variables  multipliés  par  leur 
nombre  primitif  m,  et  par  leur  différence  commune  A,  ce  qui  est  tout- 
à-fait  analogue  à la  différentielle  de  x"  (G). 

Au  moyen  de  ce  résultat , ou  tirera  de 

u,  = A -f-  Bx  -f-  Cx(x — A)  -f-  Dx{x — A)(x — aA)  -f-  etc. , 

Au,  = BA  -f-  aCAx  -f-  5Dhx(x — A)  -f-  etc., 

A’u,  = a CA*  -H  2.3Z>A*x  -f- etc. , 

A3u,  = a. 3 Dh*  4- etc. , 

etc.  ; 

posant  x = o,  on  obtiendra 

— Au  a>*u  n a3u 

A — **»  B — T>  C~  i.WT*»  D — i.a.W  e,C  » 

et  par  conséquent 

, x Ali  , x(x  — h)  A’u  , x(x— A)(x  — aA)  A’u  , 
u,  = u -f-  ît  + ~TÏ“TF_* rF3 -F  + etc  ' 

résultat  qui  se  déduirait  de  l'expression  du  0*899,  cn  y faisant  as=o, 

3.  8 
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ou  en  changeant  x — a en  x.  Le  procède  que  je  viens  d’exposer  pour 
y parvenir,  a été  indiqué  dans  le  Dictionnaire  de  Mathématiques  de  1 En- 
cyclopédie' Méthodique , t.  II , p.  a34  > 3e  colonne. 

937.  Dans  la  formule  ci-dessus  , les  factenrs  vont  en  décroissant;  mais 
si  l'on  veut  établir  le  contraire , il  faut  d'abord  observer  que 

A .x(x  4-  A)(x  +a  h) [x  + (m  — i)A]  = 

(x  -f-  h)(x  +a h) (•*  4-  1 _ 

— x(x 4-  /')(•* 4- ah) [x+(m-i)*]  j ~ 

(x  4-  /i)(x  4-3/i) ; . [x  -f-  (m  — 1 )h]rnh. 

Posant  ensuite 


U,  = A 4-  Bx  4-  Cx(x 4- /»)  4-  B)x{x  4-  /»)(x 4-  ah)  4-  etc., 
on  en  déduira 

= Bh  4-  aC/i(x4-/i)  -f-  3Z//ifx4- i)(x+a/i)  4-  etc., 

— 2 C/i*  4“  a . 3ZM’(x 4- 3/1)  4-  etc., 

A’n*  = 2 ,5Dh3  4-  etc., 

V etc. ; 

mais  alors , pour  faire  disparaître  la  variable  x de  tous  les  termes  où 
elle  est  restée , il  faut 

dans  u,,  poser  x = o , d’où A = « , 

Au,, X4-  h = o, U,  — U_,  et 

A*«,, X 4-  2 h — o, u,  = u_, , . . . . C = ~ j-4  , 

ASU,  , X 4*  3/l  = O Um  = K_, . ,D  = , J,  > 

etc., 

et  l'on  a enfin 

, x Au_,  , x(.r4-/i)  A*u_,  x(x-M)(x  + a/>)  A3u_j 

“■  = “4-7~4-  -7^- - jr-  H iX3 F"  + etc- 

Ici  les  différences  ne  sont  pas  rapportées  à la  même  valeur  de  u,  comme 
dans  la  première  formule;  mais  si  l'on  prend  les  différences  en  rétro- 
gradant, et  qu’on  marque  ces  nouvelles  différences  par  A,  on  aura 

A«_,  — u — u_,  = Au , 

A *u_,  = u — 2ü_,  4-  ii_,  = A u — Au_,  = A*u, 

AJn_,  = u — 3u_,  4-.5n_,  — «_ s — A’u  — A*m_,  = A’«, 
etc.;  ' . 
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et  de  cet  le  manière  on  pourra  écrire  l’expression 

x'Au  . x(r-f-A)  'A*u  x(r-4-è)(x 4*  ’A’u 


% 


1.3.3 


+ etc.  , 


à laquelle  on  parviendrait  directement  en  supposant  qu’à  chaque  diffé- 
rentiation, x se  changeât  en  x — h,  et  en  retranchant  le  second  état  du 
premier. 

L’expression  de  Vu,  relative  à cette  hypothèse,  se  tirerait  de  celle 
du  n*  883,  en  y changeant  le  signe  des  indices  de  u,  et  quand  n est  im- 
pair, celui  de  chaque  terme.  Quant  aux  expressions  de  u„  obtenues 
dans  le  numéro  précédent  et  dans  celui-ci , elles  peuvent  évidemment 
s’abréger  ainsi  : 

"«  = (i  + A)*u,  u,  = (i  — ' A)  iu. 

928.  En  substituant  aux  produits  de  facteurs  équidiflcrcns,  des  fonc- 
tions analogues,  on  construirait  d’autres  formules  d’interpolation.  Si 
l’on  posait,  par  exemple, 

ux  — A-\-B  siux-f-  C sinxsin(x — /t)-f-Z)sinxsin(x — A)sin(x — a/<)-f-etc., 

et  qu’on  en  prit  les  différences  successives,  comme  dans  le  n*  926,  au 
moyen  des  formules  du  n#  893,  on  verrait  bientôt  que  la  supposition  de 
x=o,  qui  fait  évanouir  sin.r,  et  réduit  la  valeur  de  ur  à sou  premier 
terme,  ne  laisserait  subsister  que  les  deux  premiers  dans  A us}  les  trois 
premiers  dans  A et  ainsi  de  suite,  ce  qui  fournirait  encore  le  moyen 
de  déterminer  les  coefficiens  Ay  B , C,  D , etc. 

Mais  il  n’est  pas  toujours  permis,  ce  me  semble,  de  regarder  comme 
une  véritable  transformation  le  procédé  ci-dessus,  par  lequel  on  11e  fait 
qu’assujélir  un  nombre  limité  des  premiers  termes  d’une  série  choisie  ar- 
bitrairement, à reproduire  un  pareil  nombre  de  valeurs  de  la  fonction 
«r,  correspondantes  à celles  de  x prises  dans  la  suite  o,  h,  2/1,  etc., 
quand  même  les  coefficiens  présenteraient  une  loi  qui  pourrait  so  con- 
tinuer à l’infini.  Dirait-on,  par  exemple,  que  l’équation 

ut  — A' sin  ” -f-  A"  sin  A'"  sin  -f-  etc.  (908) 

est  le  développement  de  « = o,  ou  que  la  courbe  ondulée  qu’elle  repré- 
sente est  une  ligne  droite,  à cause  que  la  fonction  a un  nombre  infini 
de  valeurs  égales  à zéro,  et  la  courbe  un  pareil  nombre  de  points  com- 
muns avec  l’axe  des  abscisses? 


■ -.t 
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Il  n’en  est  pas  ainsi  de  la  se'rie  de  Maclaurin , parce  que  les  valenrs 
qu’on  est  censé  donner  à la  fonction  u,  , se  succèdent  à des  intervalles 
infiniment  petits,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  elle  est  la  limite  com- 
mune aux  deux  séries 

, * ÛII  x{x—h)  A’u  , x{x—h){x—ah)  a’»  J o1„ 

“.—“+7  Tr  + _ TT~TFH FO  A1  -f-etp.. 


, X Au 

itt 


xix+h)'A'u  , x(x +lt)(x  + ah)  ' S*u  t 

' j . a A*  + i .3.3  /H  » 


parce  que  la  supposition  de  h = o,  qui  change  les  produits  variables 
eu  puissances , change  aussi  les  quantités 


Au,  A*u,  A5h,  'Au,  'A’u, 

TT  » TF»  TF»  c,c’  » ct  TT»  TF 


A’u, 


etc. 


du  d’u  d»u 
en  dx»  d?»  d?»  CtC'» 


et  qu’un  nombre  limité  des  premiers  termes  de  la  série,  représentant 
l’ordounée  d’une  courbe  osculatrice  de  la  courbe  donnée,  au  point  où 
,x  = o,  ne  s’éloigne  que  peu  des  vraie»  valeurs  de  ux,  tant  que  celles 
de  x demeurent  assez  petites  pour  que  cette  série  soit  convergente.  Le 
passage  des  différences  aux  différentielles,  établit,  par  le  rapprochement 
des  points  communs  aux  deux  courbes  que  l’on  considère,  la  loi  de 
continuité  dans  la  succesion  de  ces  points. 

92g.  Le  théorème  de  Taylor,  comprenant  celui  de  Maclaurin  (84) , 


IVveloppo- 

n'est  autre  chose  que  la  limite  de  l'expression 

rrnrr»  par  le* 

cliOYicniicUe».  X — a Au  . x — a / x — a 

“<  = «+  -T—  T ■+ 


(^-OuT4*e,c’  <«99>» 


servant  h tirer  la  valeur  générale  «,  de  celles  que  cette  fonction  et  ses 
différences  prennent  par  la  supposition  de  x — a.  Si  l’on  écrit  l'expres- 
sion précédente  comme  on  le  voit  ci-dessous, 

, (v— a)  Au  , (x — a)(.r  — a — h)  A !u 

u._u-i  — rr TF 

, (r  — a)(.x  — a — h)(x—  a — ah)  A’u 

l.a.3  ftJ-t-eic., 

et  qu’on  y fasse  h — o,  en  observant  que  les  rapports 

Au  A*u  A3u  . - * du  d*u  d3u 

r»  TF»  TP-»  rtc.,  ont  pour  Unîtes  E,  etc., 

on  obtiendra 

u — u -4- — -u  °y  _l.  £1  tj— °y  _j_  pi,. 

* ' do  j ■ da*  1.3  ' da3  i.a.3  ‘ 
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Posant  ensuite  x — a— h,  et  changeant  a en  x,  on  aura  évidemment 


«*+»  = u , 


du,  h 
dx  i 


d’u, 

cLt* 


#ua  h* 
dx3  i .a. 3 


+ etc.  (*). 


De  là  on  conclut,  en  supprimant  l’indice  x,  qui  n’est  plus  nécessaire. 


du  h , d’u  A * , d’u  A3 


Au  — -j — — f"  -, — - 

dx  1 1 dx*  ’ " 1 


-+■  etc. 


du  , 


930.  Si  l'on  remplace  par  la  variable  x dans  le  développement 
de  e*  ( Int . sa),  on  trouvera  que 


Èh 


du  A du’  A* 

' du.  a " J r 


. du3  A3  . . 

+7tp  rr*+e,c’» 


développement  qui  ne  diffère  de  celui  de  An  du  numéro  précédent,  qu’en 
ce  que  les  puissances  de  du  y tiennent  la  place  des  différentielles  succes- 
sives de  u;  on  peut  donc  poser 

, * « 

d»  ^ 

Au  = — i , 

pourvu  qu’on  ait  soin  d’appliquer  à la  caractéristique  d les  exposans  des 
puissances  de  du.  C'est  Lagrange  qui  a fait  le  premier  cette  remarque,, 
et  c’est  de  là  qu’il  est  parti  pour  donner  uoe  suite  de  formules  élé- 
gautes,  fondées  sur  l’analogie  des  puissances  avec  les  différences. 

On  peut  encore  simplifier  cette  manière  d’écrire,  en  posant 

• 

Ad  ( A—  N 

u -j-  Au  = u,  = e Asu,  Au  = V?  ,Lr — i/h, 

car  il  n'y  aura  rien  à changer  dans  le  développement;  mais  il  faut  bien 
se  rappeler  que  la  lettre  d exprimant  une  caractéristique  et  non  pas 


(*)  C’est  à peu  près  ainsi  que  Taylor  a découvert  le  théorème  qui  porte  son  nom  ; 
et  quand  on  y est  parvenu , la  théorie  du  Calcul  différentiel  n’offre  plus  aucune  diffi- 
culté ; ce  qu’on  vient  de  voir  suffit  donc  pour  montrer  comment  le  Calcul  différentiel 
se  déduit  de  celui  des  différences  ; et  si  l’on  saisit  bien  les  remarques  faites  dans  les 
®°*  898,  ga8,  on  trouvera  peut-être  qu'elles  éclaircissent  et  confirment  entièrement  les 
idées  exposées  dans  la  préface  ( page  XXIV — xxv)  , sur  les  principes  qui  tiennent  de 
plus  près  à la  nature  du  premier  de  ces  calculs. 
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une  quantité,  les  équations  ci-dessus  ne  deviennent  effectives  que  lorsque 

leur  second  membre  est  développé. 

Ou  a pareillement 

n/,1  ■ ( si  V 

«.  = c.  ,uw,  A'n  ss  V'  ^ — \)  u. 

I.a‘première  de  ces  formules  est  presqu’évidente  par  elle-même, 
puisque  u répondant  à-*,  u,  répond  à x+nh,  et  s’obtient  par  consé- 
quent par  le  seul  changement  de  h en  nli , dans  1 expression  de  u,. 

Celle  de  A"u , posée  seulement  d'après  l’analogie  par  Lagrange,  est 
une  conséquence  bien  simple  de  la  formule  du  us883.  En  effet,  si  Ion 
met  dqns  celle-ci,  à la  place  de  //„,  etc.,  leurs  expressions 

formées  d'après  celle  de  //«  indiquée  ci-dessus,  il  viendra 


.<i 

Fin; pVi 

e •‘■‘U- 


-a  3iu  - 


_ n<n-Q(n-a)e(n-3)^t< 

i.a.3  . 


éqflalion  rigoureusement  exacte,  lorsque  son.  second  membre  est  dé- 
veloppé, -et  qui  ne  cessera  pas  de  l’être  si  on  l’écrit  ainsi 

C 

( nh  n /«— ijsl  n(n — O (" — a)  A 1 1 

A"n=ie  " — ” c a* +?i!LJi2e'  <*'—  etC.jtt; 

car  le  développement  ne  changera  pas  pour  cela.  Mais  si  l’on  observe 

que  le  développement  de  e"‘  est  le  même  que  celui  de  («')",  et  qn’ou 

• d • • ‘ 

fasse  en  «onséquence /<  = /,  il  viendra 

à'u  = {(e1)"  — " -f-  1 — etc.  J u 

- = (e'  — i )nu  = (e,u*  — i)  u. 

Cette  démonstration , trcs-simple  et  très-élégante,  a été  donnée  par 
M.  Brinklcy,  dans  les  Transactions  Philosophiques  de  1807  (*). 

q5i.  M.  Laplace , qui  démontra  le  premier  cette  importante  formule. 


(*)  J’en  dois  la  connaissance  à M.  J.  Herschel , qui  en  a fait  «sage  dans  I- Appen- 
dice mis  à la  suite  de  la  traduction  anglais),  qu'il  a bien- voulu  faire,  conjointement 
avec  MM.  Babbage  et  Peacock , de  mon  Traité  élémentaire  de  Caliul  différentiel  et  de 
CaU  ul  intégral.  . 
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prit  d'abord  nn  autre  tour,  aussi  fort  simple  et  fort  élégant.  Ayant  re- 
marqué qu'eu  général 


. d"u 


A' , A ",  etc.  désignant  des  coefliciens  qui  ne  dépendent  que  de  n,  et 
par  conséquent  qui  doivent  rester  les  mêmes,  quelle  que  soit  la  fonc- 
tion u,  il  considéra  en  particulier  le  cas  où  «=e*,  qui  douue 

et  A-«  =«•(«*  — i)"(89.), 

quelle  que  soit  m,  et  par  conséquent  # 

(e*  — i)'  = h*  -f-  A’h,'*'  -f-  A''/i,+t  + etc.  f 

d'où  il  suit  que  les  coefliciens  A',  A",  etc.,  doivent  être  les  mêmes  que 
ceux  du  développement  de  (es — i)’,  puisque  l’accroissement  h doit  rester 
indéterminé.  D’ailleurs  il  n’est  pas  difficile  de  voir  qu’on  passerait  du 
second  membre  de  l’équation  ci-dessus,  au  développement  posé  pour 
A"Uj  si  on  changeait  les  puissances  de  h en  facteurs  de  la  forme...» 

etc.,  ce  qui  serait  la  même  chose  que  d’écrire 


u d"'f‘Iu 


(e  d* — i)  u,  au  lieu  de  (ek — i>. 

La  forme  du  développement  do  A ’u  serait  constatée  en  prenant  les 
différences  successives  de  l’expression  de  A u;  mais  on  la  trouve  tout  de 
suite  par  la  formule  du  n*  885,  en  y substituant  pour  u u._, , etc. 
les  dévoloppemeus  que  nous  n’avons  fait  qu’indiquer  daus  le  numéro 
précédent,  et  qui  sont  tous  semblables  à l’expression 


du  nh  . d*u  n’/i2  d’u  n3A3 


w*=M+diT  + a^r.?  + dP  r 


.3.3 


etc.  ; 


on  voit  bien  alors  que  le  résultat  ne  doit  contenir  les  différentielles  de  u 
qu’au  premier  degré;  et  l’on  sait  d’ailleurs  que  le  premier  terme  du  dé- 
veloppement cherché  doit  être  de  la  même  forme  que  d"u,  ce  qu’on  re- 
connaîtrait aussi  par  le  développement,  de  (e* — i)’,  qui  est  celui  de 

( T + T7u  + TP3  -+  e,c’)  = h’('  + H + Ô + elc’)’ 

9?a.  M.  BriuLley,  dans  le  Mémoire  déjà  cité,  a remarqué  que  les 
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coefficiens  des  diverses  puissaaces  de  h,  tirés  du  développement  ci- 
dessus,  dérivaient  aussi  des  différences  de  la  fonction  xm.  Cela  se  voit 
en  faisant,  dans  la  formule  du  n*  883 , les  substitutions  indiquées  à la  fin 
du  numéro  précédent , ou  en  développant  l’expression 


A-«  = {c4,_  2 J*- ,)A e(n-^  _ etc.} 


et  ordonnant  le  résultat  pat*  rapport  aux  puissances  de  h;  il  vient  alors 


A 'u  = 

{■-*+ 

/i(n 

i 

-O 

.a 

— etc.  J u 

• *4- 

{n  - 

n f 

- rC*- 

-0 

4- 

«(„_,) 

1 .a  ' 

-a)  — 

etc.j 

1 du  h 
1 dx  1 

+ 

n / 

--{n- 

.)• 

4- 

1 .a  v 

-2)*  — 

etc.  j 

1 d*u  h • 

1 dx*  1 . a 

• 

+ 

n / 

-r(«- 

+ 

rlf 

-il 

In—» 

1 

-3)'- 

etc.  j 

1 d'à 

l d je*  1 . a 

A' 

X.Ti 

etc. , 

où  les  expressions  comprises  dans  les  accolades  sont  les  valeurs  que 
prend  la  première  expression  de  A".x“  du  n”  887,  lorsqu’on  y fait 

x = 0 , h—  1,  m—  1 , =3 et  sont  nulles  pour  les  valeurs 

entières  de  i moindres  que  n. 

Pour  marquer  celte  origine , M.  jlrinkley  les  représente  en  général 
par  A*.o';  et  comme  A*.o*  = 1 .3.5 n (887)  , il  écrit 


A ’u  = A’  -j — 

d.c*  ■ 


a".o*+l  d"+,u 


dar"+' 


-h’*'  -f- 


d-*-u 


1 . 2 . . . (n  -f-  a)  dr,+1 


î A***  4- etc. 


On  peut  aussi,  par  le  procédé  du  n°  94,  déduire  les  uns  des  autres, 
les  coefficiens  A’,A”,e  te.,  du  développement  de  (e* — i)".  En  observant  que 

d.l  (e*—  l)"  ne*  ji ' n 

cEÇ  e* — 1 1— e~k  . hw  1 A*  A*  * 

A >-  — = ; + etc. 

3 3.3  a. 3. 4 

on  trouvera  sans  peine 


A'  == 

I 

à"» 

a A"  = 

;(«H- >K  - 

1 

O72* 

3 A'"  = 

I (n+i)A"~ 

o(,1+‘K+ 

4 A'"'  = 

~(n+2)A"+ 

etc. 

a.3.4n> 


1 

a. 3.4.5'*» 
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g33.  La  même  relation  entre  les  puissances  et  les  différences  se  retrouve 
dans  les  fonctions  d'un  nombre  quelconque  de  variables  ; et  pour  la 
mettre  hors  de  doute,  il  suffira  de  considérer  le  cas  où  u dépendrait 
en  même  temps  de  x et  de  y.  Si  l'on  conçoit  que  ces  deux  variables  de* 
viennent  respectivement  x + A et  y + k,  la  fonction  u se  changera  en 


•+  7 {£‘+  Ç*î 

fdau 


du 


•+'  -à  {a7*;',+ad^5r/,A  + ÿ *’} 

■+■  dh{<fJ A’  + 3dl%  h'k  + 5«£F«p  hk%  + sp *3} 

+ etc.  (33); 


et  si  de  cette  formule  on  retranche  u,  le  reste  sera  le  développement  de 
Au,  différence  totale  de  u , et  se  formera  de  celui  de  l'expression 


«lu.  . d«  . 

t — « -h  t k 
eiU  ijr  — , , 


en  observant  de  transporter  à la  caractéristique  d les  exposans  de  du, 

. da>  du*  de+»u 

c est-a-dire  de  changer  le  produit  en  » ou  mieux  encore 


en  posant  l’équation 


Au 


Y 't 

= y,®  41  V — i )u, 


et  en  joignant  l'u  à la  caractéristique  d,  lorsqu'on  développera. 
On  aura  ensuite,  par  analogie. 


"u  = Ve  i} — '/  «• 


En  effet , on  verra  par  les  développemens  successifs  que  produisent  les 
substitutions  réitérées  de  et  /+£,  dans  ceux  de  Au,  A 'u,  etc. , 

que 

«•-{  £*•  +*’r?=^+*'J^rh~l'  + ',c't 


+ 


r d'">"u 
clr’dy 


4-  etc.; 
3. 
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«l  si  l'on  prend  u = on  trouvera 

du  du dhu d'u  d 'u _ (jt+, 

3x  d y - dx*  dxdy  dy* 

Au  = (T*+»+r+»  - — e+’  — e*+r  (e*+*  — i) , 

A*u  =3  é’*"’  (e*-*"*  — 0% A’u  = e*+'(e*+‘  — i )*, 


valeurs  qui  changeront  l'expression  ge'nérale  de  A”«  en 


(Vv— ,)■  = A*  -f-  A’h'-'k  4-  A,'h'-'kt  4-  ^'"A*-3À5  + etc; 

+ Bh'+'  + Zf'A-  A 4 B" h’~' h'  + B"'h'—kz  + etc. 


4*  etc. : 


or  les  accroisscmens  h et  k devant  rester  indéterminés,  il  en  résulte  que 
les  cocfliciens  numériques  A’,  A",....,  B,  B',....,  etc.,  du  second 
membre  seront  identiques  avec  ceux  du  développement  du  premier. 

Il  doit  être  évident,  sans  qu’il  soit  besoin  d'entrer  dans  de  nouveaux 
détails,  que  si  u dépend  de  x,  y,  s,  etc.,  et  que  h,  k , l,  etc.  soient 
les  accroissemens  respectifs  de  ces  variables , 


car  en  opérant  comme  ci-dessus,  on  ramènerait  la  détermination  des 
coefticiens  numériques  à celle  du  développement  de 


934.  A l’égard  des  différences  partielles  des  fonctions  de  deux  va- 
riables, on  a d'abord  les  équations 


En  combinant  la  seconde  formule  avec  la  première,  pour  développer 

Ay(A,«)  = A t y lly 

on  obtient  un  résultat  de  la  forme 


dm-*-*u 

«U-”dy* 


frk'  4-  A 


+A' 


d"+*+,u 

dx*+,dy" 

d«+»+iu- 

dx”d_y"+‘ 


fr+'k"  + etc. 

Irk"*'  4-  etc. 
+ etc. 


7 
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où  le*  coefficiens  A,  A elc. , sont  indépendans  des  variables  x,  y et 
de  leurs  accroissemens  h,  k-,  et  l’on  tombe  sur  une  expression  de  la  même 
forme  lorsqu’on  développe  le  second  membre  de  l’équation 

/ 4 y/  4 y 

A,_,  u — \e  — i)  V — i J u: 

il  ne  s’agit  donc  plus  que  de  constater  l’identité  des  coefficiens,  ce  qui 
se  fait  encore  en  posant  u = e1-*"',  d’où  il  résulte 

47*  = ^(e*  — i)"(e*  — i Y, 

et  par  où  l'on  voit  que  la  formation  des  coefficiens  dont  il  s’agit,  est 
la  même  dans  la  première  expression  que  dans  la  seconde. 

g35.  La  même  marche  mène  à la  démonstration  de  la  formule  gé- 
nérale du  n°  Qig.  En  effet,  les  opérations  successives  iudiquées  dau* 
ce  numéro,  devant  conduire  à une  expression  de  la  forme 

A "«  = AAxu  -j-  A'aIj  « -f-  A" A*,r  )+  u -f-  etc-. 

+ jBa’+'u4-  B'A*‘u  -+-  B" A -4-  elc. 

-f-  CA+'u-\-  C'a‘70+'«  -f-  C" A*7“  4-  etc. 

4-  etc., 

que  la  supposition  de  u — change  en 

(e*+* — i)"=A(e‘ — i)*  -f -A’{e>‘ — i — i ) +A"(A — i)"_*(e* — i)‘4-etc 
4-  )•  (e‘-,)+B^-,)—(e‘-,y+etc. 

4- etc., 

on  connaîtra  les  coefficiens  A,  A’,  etc.,  B , etc.,  si  l’on  obtient  pour 
le  premier  membre  un  développement  de  la  même  forme  que  le  second 
membre , ce  qui  est  facile , eu  observant  que 

(e‘+*  — 1 )■=  {[i  + (e'—  i)][i  4-(e* — 0]  — x }“ : 
le  coefficient  d’un  terme  quelconque  (e*  — 0'(e* — 0'  dans  ce  déve- 
loppement, sera  donc  celui  de  A,^a  dans  celui  de  A”«;  ahisi  l’oa 
pourra  poser 


A'u  = {(i  + A,)(i4-  Ar)  — i}"«. 
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On  parviendra  au  même  résultat , en  tirant  des  expressions  de  A,« 
et  de  A,u,  celles  de 

s - j ‘L 

e '*•*■=  i -f-  A, , e V s=  i -f-  A, , 
et  substituant  ces  dernières  dans 

(>>*-+*$■  y , ... 

A'u  = \e  tlx  — 1/  u(cp3). 

Nous  ne  pousserons  pas  plus  loin  ces  calculs,  d’après  lesquels  on  voit 
évidemment  que,  quel  que  soit  le  nombre  des  variables  de  la  fonction  u, 

A'u  = {(  1 + A,)(i  -f-  A,)(i  + A.) — i }"«. 

r)56.  Nous  avons  supposé  jusqu’ici  que  les  accroissemens  des  variables 
indépendantes  étaient  conslans;  dans  le  cas  contraire,  l’application  du  théo- 
rème de  Taylor  fournit  une  expression  très-élégante  du  développement 
de  A "a,  lorsque  u ne  renferme  que  la  variable  x.  Pour  y parvenir,  soif 

x,  — x=hl,  x, — x=/i,,  x, — x — h,, x. — x = /i.  ; 


nous  obtiendrons 


du  A, 
dx  î 


d'u  A’,  , d5u  . A\ 
dx*  i . a ’ 3P  î .a.3 


etc.  , 


. du  A.  , d’u  A*. 

u.  = U -f-  j h — 

* dx  i dr*  1.3 

d’u  h*3 


£îf  Jl.  + etc 

dx3  i.a.3  ^ e,C‘» 
du  h 3 d‘u  A’ J d3u  A3 j , 

“»  = “ + E T + di*  + dP  r^3  + etc> 


. du  A„  d’u  A*.  d3u  A’.' 

“*  = “ + dè  7 + dJ?r^_+*  î?s  + elc» 


et  substituant  ces  valeurs  dans  la  formule 

n(/i — i)(n— a) 


. _ n « w(n — 0 

A’u  = u,~  — Ys  ' 


I .2.3 


k„_j  -f  etc. , 


nous  aurons 
A "u  = 


■ du 
I dx 


1 

r* \ 

T n 

S ~ 

n(n — i)(/i — a) 
i . a. S 

-f-etc.î 

"(“—O  < 

7l(rt—  -3) 

/i._s+etc.  J 

1.3 

1 .9.3 

0 !.. 

n(n— 2) 

j-f-elc.} 

î.a  *“* 

1 .9.3 

"(n— o « 

n (h—  i)(n — a) 

i.a  - 

1.2.3 

■+■  etc. 
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Le  coefficient  de  u est  identiquement  nul  ; car  c’est  le  développe- 
ment de  (t  — i)";  de  plus,  si  l’on  changeait  en  exposans  les  indices 

de  la  lettre  A,  les  séries  qui  multiplient  jJ,  j^,etc.,  deviendraient 

respectivement  égales  aux  développemens  de  (A — i )*,  (A’ — i y 
(A3  — i )*,  etc. , privés  de  leur  dernier  terme , qui  est  qp  i , suivant  que 
n est  impair  ou  pair  : on  peut  donc  remplacer  ces  séries  par  les  quantités 

(A—  i)-d=i,  (A* — i)"=fci , (A3—  etc., 

en  observant,  lorsqu’on  développera,  de  convertir  en  indices  tous  les  * 
exposans  n,  n — i ,n — a,  etc. , et  de  ne  laisser  à la  lettre  A que  les  expo- 
sans 1,2,3,  etc. , dont  elle  est  affectée  dans  les  parenthèses  ci-dessus  : 
c’est  ainsi  que  SI.  Prouy  a présenté  la  formule  suivante: 


a,“=tÈKA- 0'±i]+  7-3  g[(A*-o*=fc,] 

. JL. 


937.  La  valeur  que  prend  la  fonction  u,  lorsqu’on  y change  x en  Dixel, 
x+nh,  est,  par  le  théorème  de  Taylor, 


, du  nh  d*u  n’A*  d3u  n’A5 

“ + Sr  + d?I^+d?E51  + elc’> 


incnt  il»-»  dilT'.- 
reTtti<*llrs|iarlr» 
différence*. 


et  par  l’expression  de  um  (882) , 


i»(n — 1) 


n H — Aw  -4-  — A %u  4 

• 1 * 1.9  1 


n(n — l)(n — a) 


1 .3.3 


A’u-f-  etc.  j 


on  a donc  ainsi  deux  développemens  de  la  même  expression,  l’un  or- 
donné suivant  les  puissances  de  n,  et  l’autre  suivant  des  produits  de 
facteurs  équidifférens.  En  effectuant  ces  produits  et  comparant  les  termes 
affectés  de  la  même  puissance  de  n,  dans  les  deux  expressions,  il  vient 

£7  A = An  — i A*u  -f  i A3u  — i A *u  -f-  etc. , 

A*=  A 2u — A 3u  + f£A4ii  — etc., 


A3  = A3«—  I A 4«  -j-  etc., 


dx1 
d’u 

dp 

A<=  elc-, 

etc, 
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Euler,  qui  trouva  le  premier  ces  valeurs,  à peu  près  comme  on  vient 
de  le  voir,  n’en  remarqua  pas  la-loi;  et  elle  n’est  évidente  que  pour  la 
première,  par  la  formation  de  laquelle  on  voit  clairement  que  l’on 
peut  écrire 

£a={1(,+A)}«. 

La  même  chose  résulterait  aussi  du  renversement  de  l’équation 
A u — (e  Jj' — i)a, 

en  y supprimant  d’abord  la  lettre  u dans  les  deux  membres;  car 


, =(e*  djr — i)  de 


<u 


= i+  A,  d’où 


et  en  remettant  la  lettre  u-,  on  formera  la  valeur  de  -r-h. 

’ dx 

Par  analogie,  on  en  conclura  que 

a?A  — {l(i+A)}"«, 


A^K.+A); 

du  , 


ce  qu’on  vérifiera  bien  aisément , puisqu'on  sait  déjà  que  la  valeur  cher- 
chée doit  être  de  la  forme 

, ~ A"  = A 'u  + B’An+‘a  4-  B"  A*+*«  -f-  etc. 

En  faisant  » = £*  dans  cette  équation,  on  en  déduira 

h"  as  (e‘ — i)*  + /i'(e* — i)*4"  -f-  Z?"(e* — l),+* -j- etc.; 

et  pour  mettre  en  évidence  l’identité  des  deux  membres  de  cette  équa- 
tion, il  suffira  d’observer  que  A"  = { l(i  -\-é — 1)}%  garce  que  le  déve- 
loppement de  l(i-f-c* — i),  ordonné  suivant  les  puissances  de  e* — i,  étant 

(*»_,)_  i (4-  .)•  + K**- O’—ï  («‘-  O4  4-  etc., 

si  l'on  pose,  pour  abréger,  e* — i =0,  il  viendra 

{6  vr  ifl*  4-  s 0’  — i 84  -f-  etc.}*  = S” -f-  B'fr+‘  + B"6’*‘ + etc. , 

équation  par  laquelle  les  coefliciens  B’,  B'1 , etc.,  seront  déterminés;  et 
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comme  en  écrivant  dans  le  second  membre  A'u,  A *+,«,  etc.,  à la  place  de 
fi',  etc.,  on  aura  la  valeur  de  ^ il  s’ensuit  que  celle  valeur 

est  égale  à ce  que  devient  le  développement  de  (l(i  4-9)}%  lorsqu’on 
y effectue  un  semblable  changement,  c’est-à-dire  que  h’—  {l(i-f-A)}"u. 

,On  déterminerait  successivement  les  cocfliciens  B1,  B ",  etc. , les  uns 
par  les  autres,  en  appliquant  à l’expression 

(Q  _ j 6*  — i 6+  -f-  etc.)-  ’ 


la  méthode  du  n*  94. 

Nous  ferons  observer  que  l’expression  de  A f’u,  obtenue  dans  le  n'gi  r , 
et  qui  suppose  h = 1 , étant  mise  sous  la  forme 

A.,  f — + 

*Ll  — _L_  j a A'u  -f-  5 - 

^ r+i 

donne  aussi 

d'u 


A'+,u4-  - A'+*u4-  elc  i 

^ (r+OCr  + a)  “ “4*eu.j, 


xr.  — — - — (aA'u-f-  ~ — A "*"u  4-  — “f  ' . A'**«  4-  etc.  } , 

ax’  i.a...rl  1 r-f-i  1 (r4-i)(r,+  a)  1 }> 

lorsqu'on  y fait  ^ ==  cLr,  et  qu’on  en  prend  la  limite  dans  l’hypothèse 

de  m infinie;  et  parce  que  a = A\t'=  i.a.3 r (885),  elle  se 

réduit  à 

P,  = i’u  + 4-  A 4-  ■ - . A r+‘u  4-  etc. , 

dxr  1 r-f-i  (^+0(r  + *)  * 

ce  qui  fait  voir  l’origine  des  coefficiens  A',  B1',  etc. 


938.  Les  formules  précédentes  supposent  que  les  différences  de  la  va- 
riable a:  soient  constamment  égales  à A;  quand  celte  circonstance  n’a 
pas  lieu,  c’est  aux  expressions  de  u ,,  obtenues  dans  les  n"go3  et  907  , 
qu’il  faut  recourir.  En  différeutiant  la  première,  on  en  tire 


du  

dr 

d’u  _ 

S? 

elc. 


lu  + c. , 


T 


a 
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On  a donc  le  moyen  de  déterminer,  dans  tons  las  cas,  les  coefficiens 
différentiels  d’une  fonction , sans  connaître  son  expression  analytique, 
mais  lorsqu’on  a seulement  un  certain  nombre  de  ses  valeurs.  Cependant, 
il  ne  faut  pas  oublier  les  restrictions  indiquées  dans  les  n”  898 , 908, 
car  elles  conviennent  également  aux  formules  que  nous  venons  de 
construire,  et  dont  l’application  n’est  sûre  que  lorsqu’elles  sont  conver- 
gentes : encore  faut-il  observer  que  des  erreurs  peu  considérables,  dans 
les  valeurs  données  de  u,  devenant  très-grandes  relativement  aux  valeurs 
des  différences  d'un  ordre  élevé  de  cette  fonction,  rendent  souvent  très- 
inexactes  les  valeurs  des  coefficiens  différentiels  qu’on  en  déduit  (*). 


959.  L’expression 


. du  hf 

u — f-  3—  — 
dx  1 


d*u  h^_ 
d x'  1 . a 


dx*  1 . a . 3 


etc. , 


que  le  théorème  de  Taylor  donne  pour  le  développement  de  ce  que 
devient  u,  lorsque  x reçoit  l’accnoisseraent  quelconque  h’,  peut  être 
changée  en  une  formule  d’interpolation,  en  y substituant,  au  lieu  des 
coefficiens  différentiels  , leurs  expressions  trouvées  ci-dessus  , en  diffé- 
rences. En  nommant  u!  la  nouvelle  valeur  de  u,  il  vient  d’abord 


u'— u-f-^  [l(i  +A)>  +^-.[1  (.+A)>+  ro/T>[  1 («-f-AjJ’H-etc.feïy), 


A'J 


formule  ordonnée  suivant  les  puissances  de  A’,  mais  qui  n’est  guère  ap- 
plicable , à moins  qu’on  ne  l’ordonne  par  rapport  à la  caractéristique  A; 
or,  il  est  aisé  d«  voir  qu’elfe  doit  prendre  alors  la  forme 


u’  =u-\-  j A u-\-(A  7-  + A'  (B  I + B'  F *+’  ffT?)  + elc' 

Si  l’on  y fait  ensuiteu=e*,  d’où  u1  = e*+‘ , il  en  résulte 

= , + hj (e* - 0 + J + * £) (e‘- .)*  + etc.  ; 


(*)  Euler  a essayé  de  se  servir  de  ce  procédé  pour  comparer  les  observations  de  la  Lune 
avec  la  théorie , par  l'introduction  des  différences  dans  les  équations  différentielles  que 
fournit  la  loi  de  la  gravitation  ( Mim.  de  [Acad,  de  Berlin , année  17S3  , page  aa3  ). 
CV-st  aussi  ce  qu'a  fait  M.  baplace  , pour  déterminer  l’orbite  des  comètes  ( Mécan,  ci - 

leste , t.  1 , pas®  a-°0 
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•et  l'on  peut  donner  au  premier  membre  la  forme  du  second , en  ob- 

*/ 

servant  que  e*'=[i  — 1)]*;  *1  suffira  donc  de  remplacer,  dans  celle 

dernière  expression,  e4  — 1 par  la  caractéristique  A,  poûr  arriver  à 
l’équation 

1'.  . 

u'  = (i+A)‘«, 

* 

dont  le  développement  donnera  précisément  la  formule  du  n°  899. 

11  est  maiiitcnanl  évident  que  celle  formule  ne  peut  être  légitimement 
employée  à représenter  une  fonction  inconnue,  que  quand  l'intervalle  A, 
compris  entre  les  valeurs  de  la  variable  indépendante,  est,  assez  petit 
pour  que  les  expressions  du  n°  957  soient  convergentes  et  donnent  au 
moius  une  valeur  approchée  des  coefficiens  différentiels,  ce  qui  confirme 
bien  les  remarques  faites  daus  le  n“  928. 

940.  Si  l’on  retranche  u de  u',  la  formule  précédente  donnera 

A'm  = {(1  +A)fc— 1}«, 

et  l’on  en  conclura,  par  l’analogie  déjà  si  souvent  vérifiée,  entre  les 
différences  et  les  puissances,  que 

A'“u  — {(1+  A)* — 1}”«. 

Celte  équation  peut  aussi  se  déduire  de  la  combinaison  de  celles  du 
ri°  93o;  car  ayant  d’abord  • 

/ a.«L  \"  h i > 

A'*«  = <lr — 1/  «,  e Aau  =r  u -f-  Au,  d’où  e‘l-r«  = (1 +A)a«, 

il  en  résulte  précisément  l’équation  ci-dessus,  dont  le  développement 
donnera  les  différences  de  la  fonction  u,  pour  l’accroissement  A'  de  a:, 
au  moyen  de  celles  qui  ont  lieu  pour  l’accroissement  h. 

Cette  expression  résoudrait  donc  aussi  le  problème  que  s’était  pro- 
posé Mouton  (gi  1). 

• 

941.  Toutes  ces  relations  s’étendent  sans  peine  aux  fonctions  de  plu- 
sieurs -variables;  et  il  est  facile  de  voir  que  la  formule 

{A  S + * % + 1 E + elcT“  = 

inverse  de  celle  du  n4933,  se  vérifierait  comme  celle  du  n*  937. 

3.  «o 
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Ensuite,  les  équations  du  n’  934,  par  rapport  aux  différences  par- 
tielles , donnant 

a_  ~ « rl_  I <1  « 

eÀru  — (i-j- A,  )'■(/,  cAXu  = (i-f-A,/«,  e^u  = (i+A,)'k,  etc., 
si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans 

A '*«  = +r £ ' +'"■  }û  (,j5ÿ) , 

on  obtiendra 

/ h f k'  V 

A '*«  = {(i+AjA(i-f-Ar)*(i-f-A,)7  etc.  — î/u. 

En  posant  d'abord  n=i  daus  celte  expression,  on  en  déduira,  pour  l'in- 
terpolation des  fonctions  d’un  nombre  quelconque  de  variables,  une  for- 
mule analogue  h celle  du  n*  918;  et  comme  on  en  pourra  tirer  aussi  toutes 
les  différences  de  u relatives  à des  accroissemeus  h\  k',  etc.  de  x,  y, 
z,  etc.,  parle  moyen  de  celles  qui  répondent  aux  accroissemeus  /1,  k , Z,  etc., 
elle  résoudra,  dans  ce  cas,  le  problème  analogue  à celui  du  n*  gu. 

g4a.  Il  pculn'ètre  pas  inutile  de  faire  observer  que  si,  dans  l’expres- 
sion de  A "h,  formée  suivant  l'hypothèse  du  n*  921,  on  écrit  en  première 
ligne  les  termes  qui  contiennent  la  puissance  la  moins  élevée  de  chacune 
des  différences  des  variables  x,  y , etc. , l’ensemble  de  ces  termes  de- 
viendra identique  avec  la  différentielle  d"«,  lorsqu’on  y changera  Ax, 
A’x,  etc.,  A y,  A %y,  etc.  en  tLr,  d*x,  etc.,  d y,  d^y,  etc.,  et  que  chacun 
d'eux  sera  de  la  forme 

MAxfA'x?' Afx*’ , . . . Aj-’Ay'A’j-'*. . . . As'A‘z''A5;'*,  etc., 

M désignant  une  fonction  des  variables  x,  y,  2,  etc.,  et  les  exposans 
satisfaisant  à l’équation 

\ * V 

P ~b2p'  -\-^p" • • • • ■+-  <7  + 27'  + 3 q" . . , 2/  _|_  3/'. . n. 

Ceci  est  une  conséquence  delà  subordination  établie  entre  les  diffé- 
rentielles (69),  à cause  qu’elles  sont  les  premiers  termes  des  différences 
de  même  ordre,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  de  ce  que,  si  l’on 
rapporte  les  variables  x,y,  2,  etc.  à une  même  variable  indépendante  t , 

le  coefficient  différentiel  ^ sera  la  fonction  qui  multiplie  d<*  daus  le 
développement  de  A 


Digitized  by  Google 


DES  DIFFÉRENCES. 


75 


CHAPITRE  II. 

» 

Du  Calcul  inverse  des  Diffcrejices , par  rapport  aux  fonctions 

explicites. 


943.  Le  calcul  inverse  des  différences  a pour  objet  de  remonter  de 
celles-ci  aux  fonctions  primitives  ; il  est  par  conséquent  analogue  au 
Calcul  intégral.  Je  m’occuperai  d'abord  des  différences  qui  sont  expri- 
mées immédiatement  par  la  variable  indépendante,  c'est-à-dire  où  l’on 
a,  pour  déterminer  la  fonction  ux,  une  équation  de  la  forme 

A'ux  = f(jc), 

/ ' 

l’accroissement  de  x étant  constant  et  donné.  Je  le  représenterai,  à 
l’ordinaire,  par  h. 

Soit  premièrement  r=  1,  d’où  Au.  = f(ar);  pour  indiquer  l’opé- 
ration qui  doit  faire  revenir  de  Au.  à u ,,  on  emploie  la  caractéris- 
tique Z,  et  1 on  écrit,  en  conséquence, 

2 A u.  = u,  = 2f(.r), 

les  caractéristiques  A et  Z indiquant  des  opérations  contraires  qui  se 
détruisent  lorsqu'on  les  effectue  l’une  après  l’autre  sur  la  meme 
fonction. 

L’opération  indiquée  par  le  signe  2 s'appelle  aussi  intégration  ; car 
Zf(x)  désigne  une  véritable  somme,  puisque,  d'après  l’équation 

u»  ==  u + Au-f-  A u,  -f-  Au, -f-Au,..,  (ga3); 

si  l’on  représente  par  u la  valeur  de  u.  correspondante  àr  = a,  on  aura  , 
pour  une  valeur  quelconque  x—a-\-nhy 

2 ((x)  = u + ((a)  + f (a -f- /»)  -f-  f(a-j-  a/i). . . . -f-  f [u -f- (h — i)/»J  ; 

cette  expression,  qui  augmenterait  de  f(«-f-«A),  ou  l{x),  si  l'on 
ajoutait  h à la  dernière  valeur  a-(-(n — 1 )h  attribuée  à x,  et  qui  a 
par  conséquent  pour  différence  f(x) , se  compose  aussi  de  la  somme 


Intégration 
tirs  fonction* 
algi:biii|tie». 
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de  toutes  les  valeurs  que  prend  f(x) , depuis  x=«  jusqu  à x — ç+(«  1 )A, 

plus  de  la  première  valeur  i«,  qui  est  indéterminée,  et  qui  tient  ici  la 
place  de  la  constante  arbitraire  que  le  passage  de  uM  à Am,  a pu  faire 
diïparailrc. 

Pour  revenir  de  A'm,=j  f(.r)  à wx,  il  est  évident  qu'il  faut  effectuer 
autant  d'intégrations  successives  qu'il  y a eu  de  différentiations,  ce 
qu’on  indiquerait  ainsi  : • 

2'A'm,  = m,  = 2'f(x). 

.A  cbacune  de  ces  opérations  il  faudrait  ajouter  une  nouvelle  cons- 
tante, ce  que  l’on  peut  voir  aussi  en  observant  que  l’équation  A'M,=  f(x) 
ne  donnant  les  différences  de  la  fonction  cherchée  qu  à commence!  de 
l’ordre  r,  laisse  indéterminées  les  r quantités  u , A«,  A*u,....A  ~'u,  et 
par  conséquent  les  /•  premiers  termes  de  l’expression 

n.  = u + "a«+!£L=^A-«  + etc.  (88a), 

au  moyen  de  laquelle  on  passe  de  la  valeur  de  u relative  à x = a ; 
à celle  qui  se  rapporte  à x = a -}-  nh. 

On  voit  donc  qu’ici,  comme  pour  les  différentielles,  l’intégration  in- 
troduit un  nombre  de  constantes  arbitraires  égal  à l’exposant  de  l’ordre; 
mais  il  y a cette  différence,  que  les  quantités  qui  disparaissent  quand  on 
passe  aux  différentielles,  sont  absolument  constantes,  au  lieu  que  pour 
se  détruire  quand  on  prend  les  différences,  il  suffit  qu’une  quantité  soit 
telle  qu’elle  demeure  la  meme  lorsqu’on  passe  de  x à x-fc-A:  et  il  en 
existe  de  telles;  car  il  est  visible  que  1 expression 

p (sin^p,  cos  p , qui  devient  alors  <p£s»n  -Hwr) , (cos p--f-a7Jp J, 

jouit  de  cette  propriété,  quelle  que  soit  la  forme  de  la  fonction  tp,  ce 
qui  rentre  dans  les  remarques  faites  au  n°  908. 

r>44.  Il  est  à propos  de  remarquer  qu’en  prenant  l’intégrale  de  chaque 
membre  de  l’équation 

\ * 

— Aiv  = A(u  v — sv)  (881)  , * 

2(Au  -f-  Av  — Aw)  = u + v — tv  = 2Ak  + 2A('  — 2Aw  > 
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ce  qui  ramène  l'intégration  des  différences  polynômes  à celle  des  diffé- 
rences niouomes. 

De  meme,  l'équation 

aAu  — A. nu  donne  2r/Au  = au  — alAu , 


par  où  l’on  voit  que  les  constantes  passent,  comme  on  veut,  sous  le 
signe  2,  ou  hors  de  ce  signe. 

% 

945.  Lorsque  la  (onction  f(x)  est  rationnelle  et  entière,  l’expression 
de  u.  se  terminant,  en  donne  I intégrale  exacte.  En  effet,  si  m désigne 
l’ordre  auquel  les  différences  de  celte  fonction  sont  constantes;  comme 
de  A 'u  = f(.r),  il  suit  A"  f(x)  = A'+“u,  et  que  cette  différence  est  cons- 
tante, on  a sur-le-champ 


n . n(n — 1)  n(n — i}(n — a) 

u,  = u -f-  Au  -f A « -( 1 A3h« 


■ a • 1 .a.3 

n(ri  — 1 ) . . . (ij  — r — nt-f-i) 


1 .a.3 (rq-m) 


A"* 


expression  où  l’on  pourra  changer  n en  x,  si  la  valeur  u répond  à x =0,- 
et  que  la  différence  de  x soit  1.  Dans  le  cas  contraire,  n sera  ~j~  1 do 
même  qu’au  u*  899. 

En  faisant,  pour  abréger,  f(x)  = v*,  il  viendra 


A'u—v,  A,+'u  = Av,  A’+iu  = AV, A'+*a  = AV; 


u et  ses  différences,  jusqu'à  l’ordre  r—i  inclusivement,  demeurent  ar- 
bitraires, ainsi  qu’on  l’a  déjà  dit. 

Soit,  pour  exemple. 

Au,  = x3  — 5x'  -(-  6x  — 1 * 

l’accroissement  de  x étant  1;  on  aura  r=  1 , m = 3,  et  l’on  trouvera 
= — 1,  Av  = 2,  AV  = — -4,  AV  = 6,  AV  = o (888), 


v 

d’où 


sa  « — I.ï  + _ 4>*C*-OC*-») 

* 1 ‘ l.fi  ^ 1.2.3 


+ 6 


x(x  — 0(x— a)(x— 3) 


i-a.3-4  J 

= ± consU  _ xix^x’+Gx-,:. 
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Si  l'on  fait  r=i,  dans  l’expression  précédente  de  ce  qui 
la  change  eu 


«. 


= u 4-  " An  + 

4* 


A’« 

1.2  1 1 .3.3 

n(n—i)(n  — □)...(>»  — m)  A„+,.. 

— rï.3.... (^hfô  » 


on  en  déduit  tout  de  suite  les  intégrales  des  produits  composés  de  fac- 
teurs équidiflërens;  car  si  on  y augmente  de  l’unité  les  exposans  de  la 
caractéristique  A,  en  se  rappelant  que  Am+’u  = o,  ou  aura. 


A«.  = ..A«+ÏA-„+  îfcU’n 
+ 


n(n — i )(n — a) ■ ■ . (n— m+i) 
1.3.3 m 


Prenant  ensuite  les  intégrales  par  rapport  à n,  dans  tous  les  termes  de 
cette  dernière  équation , il  viendra 

_ , Zn  . . , 1tt(n — O 

ua  = const.  4*  2i . Au  4 — — A m H — — ^ u 

£n(n  — QÇn  — 3)...(n  — m+l)  . 

‘ i.a.3 m Z ’ 

et  comparant  terme  à terme  celte  dernière  valeur  de  u,  avec  celle  d’où 
elle  a été  tirée,  on  en  conclura 

2 1 = n , 

In  = , 

3 7 

,\ n(n— i)(n  — a) 

z.n\n  — i j — • g » 

_ , \ / . a »{»  — i)(n — 3 )...(« — m) 

2«(/i— i)(«-a)...(n  — »«4-0  = - +'î » 

formules  où  la  variable  n croit  par  des  différences  égales  à l'unité. 

On  en  aurait  trouvé  de  semblables,  pour  un  accroissement  quelconque 
de  x,  en  traitant  de  même  la  valeur  de  «x  du  n*  89g,  après  y avoir 
fait  a = o;  mais  on  peut  éviter  ce  calcul,  en  observant  que  le  produit 

x(x—h)(x—2h) . . . = A". * — 1 )(|  — a). . .(f  —»>+ 1 ) , 
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et  qu’il  Suffit  par  conséquent  d’écrire,  dans  l’intégrale  précédente,  j 
au  lieu  de  n,  et  de  multiplier  le  résultat  par  A",  pour  avoir 

Zxfx—hYx—ah). . .[x— (m— 

formule  que  l’on  obtiendrait  aussi  en  renversant  la  différence  trouvée 
dans  le  n°  926. 

En  effet,  si  l'on  prend  l’intégrale  des  deux  membres  de  l’équation 
A . x(x — li) . . .[.T— (m — i)/i]  =mh.x(x — h).. . [x — (m— a)/*]  , 
il  en  résultera 


x(x—h)..  .[.r — = mh2x(x—  h) . . .[x— (»i— a)A], 

d’où,  par  le  changement  de  m en  m+ 1 , et  en  tirant  la  valeur  de  l'in- 
tégrale qui  est  dans  le  second  membre,  on  déduira  l'expression  ci-dessus. 

11  est  aisé  de  voir  qu’au  moyen  de  cette  formule,  on  peut  intégrer  sé- 
parément, par  rapport  à x,  chaque  terme  de  l’expression 


+ *5?  AV... 


x(r-/,)...[r-(m-, )A~| 

1 . a . 3 . . . . . mhr  ^ y 


et  qu’on  retombera  sur  la  valeur  dé  u,,  que  donnerait  celle  de  u.  em- 
ployée dans  le  numéro  précédent. 

947.  La  formule 


, x Au 
= « + 7 T ' 


r(j  4-  h)  ' ù'ti 

».2  A* 


x (x+ A)(x  ■+•  ah  ) ' A’u 
i.a.3  AJ  ' 


’ elc-  (9a7). 


servirait  aux  mêmes  usages , si  l’on  prenait  les  différences  en  rétro- 
gradant, et  donnerait  les  intégrales  des  produits  composés  de  facteurs 
équidifférens , en  progression  croissante. 

Pour  arriver  à ces  dernières,  lorsque  les  différences  sont  prises  di- 
rectement, il  suffira  de  changer,  dans  celles  du  numéro  précédent,  x en 
x+(/n — 1 )A,  d’ou  il  suit  que  x — mh  devient  x — A,  et  d’écrire  les  fac- 
teurs dans  un  ordre  inverse;  on  trouve  ainsi 

2*(*+A)...[x+(ib—  i)*]  = (f  - *)*(x -ML.  -g  + (m  - Q*3  ? 

comme  on  le  déduirait  du  renversement  de  la  différence  obtenue  dans 
le  n*  927. 


* 


Digitized  by  Google 


a 


So  CIIAP.  H.  CALCUL  INVERSE 

9^8.  Avant  d’aller  plus  loin,  je  ferai  remarquer  que  les  intégrales  des 
produits  des  facteurs  équidifférens,  sont  analogues  à car  elles  s’ob- 

tiennent de  même  que  celle-ci  , en  augmentant  le  nombre  des  facteurs 
d'une  unité,  et  divisant  par  ce  nombre  et  par  l'accroissement  de  x'j  il  en 
est  de  même  lorsque  le  produit  des  facteurs  divise  l’unité,  ce  qui  répond 
aux  puissances  négatives. 

En  effet,  par  la  différentiation,  on  trouve  d abord 

^ x(x4-/i)(x  + 2/1).  . . .[>  + («1— i)Aj 

I 1 

(r-(- A)(r  + a//) (x  -f -mh)  x(x-f-  h) [ r + (m—  i)j  A 

x— (x-f -mh)  — mh , 

x(x  h) . . . . (x  -j-  mh)  x(x ■+■  h). . . .(x-pm/i)  ’ 

et  prenant  ensuite  l’intégrale  du  premier  et  du  dernier  membre  de  ce 
résultat,  on  obtient 

* 

x(x-f-  h)...  [X+  (m — t)/ij  m>  x(x-(-  h). . . .(x-p  mh)  5 

où  il  n’y  a plus  qu’à  changer  m en  m — i , et  à tirer  la  valeur  de  l'inté- 
grale iudiquée  dans  le  second  membre,  pour  arriver  à 

2 ! — ! 

x(x  -+■  h). . .[x-f-(m — ■ )//  j (m  — i )h.x(x-\-h) . . . Qx-j-(m  — a)/ij  * 

résultat  semblable  à fx'~m (Lr  = — -r-— . 

J (m — i)x"—  1 

Il  suffirait  de  multiplier  par  h le  produit  affecté  du  signe  2,  d'y  sup- 
primer tous  les  termes  ou  /»  surpasse  le  premier  degré,  et  de  le  faire 

nul  dans  la  valeur  de 
tient  la  place  de  /. 


1 intégrale,  pour  arriver  a 2.*"7i  = , ou  2 


949-  On  donne  à ces  divers  résultats  une  forme  qui  parait  plus  gé- 
nérale, en  posant  XX, A Xm,  pour  le  produit  à intégrer.  On  trouve 

d'abord 


A.  AA’,. Y.. 


X,X,X3. . .XM+,  - xx,x....xm 
X,X,XS. . .X„(Xm+, — A") 
X,X,X,...Xm.(m+  i)AA% 


si  la  différence  première  des  fadeurs  X est  constante;  et  de  là  on  tire. 


» 


* 
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en  diminuant  tous  les  indices  de  l’unité,  et  en  intégrant  le  premier  et  le 
dernier  membres, 

t XX  y y X_,xx,x2...xm_,  , 

’ ’ A’~‘  ~ ~'(m  + ,)AŸ const- 

Cette  formule  s appliquerait  immédiatement  au  produit 

ax(ax+bXax+  2b)...  ,[ax  ■+■  (m  — i)i] , 

b étant  la  différence  de  ax,  produit  qu’il  est  d'ailleurs  bien  aisé  de  ra- 
mener à la  forme  x(x-)-A). . .[x-f- (m—  1) /<]. 

On  intègre  de  même  la  fraction  parce  qu’en  ja  cQ0eren_ 

liant  on  trouve 

A 


xx,x„..xn 


' x,x.x3...xm 

X Xm 


xx, x.. . . x~ 

_ mAA" 


ce  qui  donne 


*Y>Y..  . ,X~  mAX  XX, X,. . . X, 

et  changeant  m en  m — 1,  on  obtient 


XX,X*xl. . . A"„  XX,XtXs . ,X„  » 
4-  const.; 


'xx,x,...x. 


(<n— i)axY,jr,...xM  + consL 


95o.  On  trouve  aussi  fort  aisément  l’intégrale  des  fonctions  ration- 
nelles et  entières  ordounée , comme  ces  fonctions,  suivantes  puissances 
de  la  variable  indépendante  -,  et  pour  commencer  par  le  cas  le  plus 
simple,  nous  chercherons  d'abord  celle  de  x”. 

Par  le  n°  885,  on  a 

A .x»+l  = xmh  + (ZLtilüî . Qn+i)m(m— 1) 

1 * • a 1 . a . 3 

, (m-f i)m(m — iVm— - a)  ... 

- ' ,.a,5.4 — - * A4. . .4- A-+,x*. 

En  intégrant  terme  à terme  chaque  membre  de* cette  équation,  et 
passant  hors  du  signe  2 les  facteurs  constans,  on  obtiendra 

x™*-'  =s2±l  A2x"-+-  /sx.1 4.  (”» + ')"»(»» -Q  , 

1 1 .3  I .2.3 


5. 


8a  CHAP  II.  CALCUL  INVERSE 

Celte  équation  ferait  connaître  l’intégrale  2x“ , si  Ion  avait  2x  , 

2x“~*, . . . puisqu’on  eu  tirerait 


2.Z“=  ; 


Si  l’on  écrit  successivement  dans  cette  dernière  m — i,  m — 2,  m 2,  etc. 
pour  rn , ou  formera  des  expressions  de  2x“— 2.r"  5,  etc.  , 
qui  ne  dépendront  que  des  intégrales  des  puissances  de  x qui  leur  sont 
respectivement  inférieures.  On  peut  aussi  former  ces  valeurs  en  remon- 
tant ; et  si  l’on  prend  d'abord  «1  = 0,  il  vie  ut  2x*  ^ , parce  que  1 ac- 

colade ne  doit  renfermer  qu’un  nombre  m de  termes.  Celte  conclusion 

se  vérifie  d’ailleurs  à priori , soit  en  observant  que  de  A.r  = h,x° , il 
résulte  x=/i2x%  et  par  conséquent  2x*=  soit  en  prenant  la  diffé- 
rence de  la  fonction  primitive  pour  laquelle  on  trouve 


-h h — 1 — • 

Faisant  ensuite  m=  1,  m = a,  m— 3,  etc.,  et  substituant  successi- 
vement pour  2x%  2x‘,  2x*,  etc.,  les  valeurs  auxquelles  on  parviendra, 
te  table  : 


on  formera  cette  table  : 


2x‘  = 


x 
h ' 
1 x* 


2x'=  -x  —7*, 
ah  a 

=3r“  â aT3  » 

***='sl-z*+  S ^-5^^ 

2x»=  h G x*A5, 

b A 2 1 a. 6 a. 6 9 

■ - etc. 

g5i.  Au  lieu  de  pousser  plus  loin  cette  induction,  supposons  qu'eu 
général 

2Xï  = Jx*+ i 4-  Bxr.  -f.  CxT.- i 4-  Dx“- * -f-  etc.  ; 


* 


4» 

Digitized  by  Google 


DES  DIFFÉRENCES.  83 

nous  aurons,  en  prenant  la  différence  première  de  chaque  membre , 

x"  = JÎZ±!}  orh+A  &L ±122  X— A»  + A (<n+Qm(m-,);e._. 

i 1 i .a  1 i .a. 3 1 

-}-  B-ar-‘h  -f-  — -x“-*/(*-f-elc. 

* 1 1 1.3 

-f-  Ç r.?‘  ~ 'j  x”— * A -+- etc. 

— f— etc-i 

et  comparant  entre  eux  les  termes  affectes  d'une  même  puissance  de  x, 
nous  obtiendrons  entre  les  coefliciens  A,  B , C,  D,  etc.,  les  rela- 
tions suivantes  : 

v 3 

(m  + OA» 

B = — A i2L±JÏL  = — i, 

a 

ç ^ (m4  Qmft*  j mh 

a.3  a * 

D = A (fn~h  0m(m  — QA1  _ ^ m(m — |)/|*  _ £,  fm — QA 
a. 3-4  a*3  a * 

etc. , 

avec  lesquelles  on  déduira  facilement  les  uns  des  autres,  les  coefliciens 
de  l'expression  de  2x“,  quel  que  soit  l'exposant  ni.  En  calculant  immé- 
diatement les  douze  premiers  termes,  on  trouvera 

ït._  *-*“ V , i mh  i_ m(m— i)(m— a)V  , 

— (m+,)A  a^^a.âT^  «.5  a. 3. 4 X 

m(m—  i)(m — a)(m — 3)(m— 4)A5  _5 


-r- 

6.7 

a.3.4.5.6 

3 

m(m  — 

O.... 

• - (m  — 

G)/,' 

10.9 

3.3.. 

...8 

1 

5 

m(m  — 

. (m  — 

8)  As 

6. 1 1 

2.3.  . 

. .10 

691 

m(m  — 

O... 

.(m  — i 

io)A" 

310. i3 

a. 3.. 

. . 12 

4. 

35 

m(m  — 

1) 

.(m  — 1 

ia)/l13 

a.  i5 

a. 3. . 

.■..,4 

3617 

m(m  — 

1).... 

.(m  — 

>4)A'5 

5o.  17 

2.3.  . 

..16 

-4- 

438G7 

m(n»  — 

0 — 

.(m  — 

1 6)A,/ 

T* 

43-19 

a. 3. . 

. .18 

1222277  m(m  — 

O.... 

.(m  — 

i8)A's 

x"-5 

X”-' 

X"-» 

x"-" 

X™-'3 

x’-'1 

x— ” 


110. ai 
etc. 


>3. . .30 

-f-  consl. 


.,W 
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formule  dans  laquelle  la  partie  des  coefïiciens  qui  de'pend  de  l’exposant  m 
suit  une  loi  évidente;  il  n’en  est  pas  de  même  des  nombres  qui  précèdent 
cette  partie,  et  qui , revenant  souvent  dans  la  théorie  des  suites,  méritent 
une  attention  particulière.  On  les  appelle  nombres  de  Bernoulli,  parce 
que  Jacques  Bernoulli  lésa  remarqués  le  premier,  comme  formant  le 
coefficient  du  dernier  ternie  dans  les  sommes  des  puissances  paires.  En 
attendant  que  nous  les  retrouvions  par  des  considérations  plus  générales, 
nous  allons  faire  connaître  d’une  manière  simple,  une  loi  trouvée  par 
Moivre,  pour  les  former  successivement. 


g5a.  D’après  la  définition  de  2«,  (ç>j3),  il  est  visible  que  cette  inté- 
grale peut  se  prendre  entre  des  limites  données,  et  qu’alors  la  cons- 
tante disparait  comme  pour  les  intégrales  définies  aux  différentielles.  En 
efTet , si  l’on  prend  la  différence  des  valeurs  de  2 «,  correspondantes  aux 
valeurs  x = nh,  x=  ou  aura 

2 u,  = u.  + u,+ 4- 

Suivant  celte  formule,  l’intégrale  2;r",  prise  depuis  ;r  = o jusqu'à 
x=z  h,  doit  se  réduire  à o,  puisqu’alors  n = o,  /■=  i,  et  w0  = o;  ainsi,  en 
désignaut  par  Bt,  B„  Z?s,  etc.,  le  premier  facteur  du  coefficientde  x"~' 
je"-’,  a.”-5,  etc.,  il  viendra 


O = — - hr  + B,  2 Ir  + B,  ï&r')  (m-*> 

(m+i)A  a ‘a  ‘ 1 a. 3. 4 

„ m(m— i)(m— a)(m— â)(m— . 

^ s a. 3. 470 

, 0 m(m  — l)(m — 3) (m-G) 

+ B’  â.3.4.5.6.7.8 ' *"  + «c.; 


divisant  cette  équation  par  A",  et  donnaut  ensuite  à ni  les  valeurs  a,  /h 
6,  8,  etc.,  on  eu  tirera  les  équations  suivantes  : 


0 = 3+ • - + B, , 

0 = 5 ^ 4-  + 


1.1, 

O = 1- è- 

7 ~ 3 ‘ 
î . 1 . 

o = — h - -f- 
9 3 

etc. 


I* 
8 
a 


+ 


GJÎ.4 
a. 3. 4 


B , + 

* ~ a. 3. 4 


B3  4- 
B}  4- 


8.7. G. 5. 4 

a. 3. 4. 5. 6 


4-  B; , 


Ces  mêmes  coefïiciens  ont , 


avec  les  nombres 


représentés  par  le  sym- 
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bole  A'.o'  (g3a),  des  relations  qu’on  obtiendrait  en  comparant  l’expres- 
sion précédente  de  Sx"  avec  celle  qui  résulterait  de  la  formule  du 
n*  945,  en  l’ordonnant  par  rapport  aux  puissances  de  x. 

Nous  observerons,  avant  de  finir  cet  article,  que  si  l’on  multiplie 
! Sx™  par  /»,  et  qu’on  passe  cet  accroissement  sous  le  signe  2,  on  aura 
1 équation 

w*-*-'  * 1 

2x"7i  = — — xmh  -| 5 xm~‘  — etc.  + const. , 

m +1  a a a. 3 * 

dont  le  second  membre  a pour  limite  4-  const. , lorsque  h s’éva- 
nouit, cas  auquel  2x”A  se  change  en  /x“dx,  d’après  ce  qu’on  a vu  dans 
le  n°  467- 

g53.  Ce  qui  précède  fournit  le  moyen  d’intégrer  toutes  les  fonctions 
algébriques, -rationnelles  et  entières,  lorsque  la  variable  inde'pendante 
ne  change  que*par  une  différence  constante. 

Prenons  pour  exemple  la  fonction 

ax3  4-  /3x*  4*  y*  ■+■  J' > 

nous  aurons 


2(<*x34-/3x*4->'x4- — «2x34- /S2x’4- >'2x4- <T2x*; 


, leurs  valeurs  (gooj , 


et  mettant  pour  Sx3,  Sx*,  Sx , Sx”,  1 

2(ax34-  /Sx*  4-  >*4-  J*)  — 


— se* 

4* 


3«A- 


» 

11  est  facile  de  voir,  d’ailleurs,  qu'en  posant  tout  de  suite 
S(«x”  4-  /3x— ■ 4-  >x-- * 4- etc.)  = Ax"+‘  4-  Bxr  4-  Cx— 1 4-  etc. ; 


et  prenant  les  différences  de  chaque  membre,  on  aurait  immédiatement, 
comme  dans  le  n"  95»,  les  relations  des  coefficiens  A , B,  C,  etc., 
avec  et,  y,  etc. 


954.  Passons  maintenant  aux  fractions  rationnelles,  et  supposons-Ies 
décomposées  en  fractions  simples,  comme  pour  l’intégration  des  diffé- 
rentielles (372).  On  pourra  toujours  intégrer  parmi  ces  dernières  chaque 
couple  de  la  forme 

A A_ 

jc4-®4 r+û’ 
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car  il  est  évident  que 

A A ‘ 


i-(-<i  + i x + a x-i -a' 

et  en  prenant  l’intégrale  de  chaque  membre , on  arrive  à 
A 


2f 


i + o + i x ■+• 


A 1 £_ 

a i i + o 


const. 


Il  est  à remarquer  que  ni  l'une  ni  l'autre  des  fractions  du  premier  membre 
ne  peut  s'intégrer. 

Soit , pour  exemple,  La  «^composition  de  cette  frac-  ^ 

tion  en  fractions  simples,  conduit  à 

v 5x+aA ;S1  , ij  _J l r 1 . . 

x(x+A)(x-f-2A)  h x~  h x h A x-t -«A’ 

par  la  formule  générale  obtenue  plus  haut,  on  a 


_ £ £_ 

x-)-a  x-f-o-f-A  x + a* 


et  par  conséquent 


T1  — s -J I. 

x + A x’ 


en  substituant  cette  valeur,  on  trouvera 

3x+aA 


_ 5x+aA  îf_  1 _ y i > ii 

x(x-f-A)(x+aA)  Al  x-f  h x-}-aAj  A x ’ 

™is  2 {rqb;  ~ jtâ}  = jtr  : ü yiendra  dODC 


_ 3x-t-aA  a i , ox-+-/; 

2 7(ï+ïj(î+^)=  — ^+ï)  ~ + =“  7&(Ï+Â)  + const- 

On  aurait  pu  mettre  immédiatement  la  formflle  proposée  sous  une 
forme  évidemment  intégrable , en  l’écrivant  ainsi  : 

y 3x+xh  1 2 i l 2 1 . 2 y 1 a I 

x(x+A)(x-t-aÆi)  h x A .x-pA'  A x-f  A A x-f-  aA  ’ 

et  on  aurait  conclu  sur-le-champ 

- 5x-f-aA  i i 2i 

x(x+A)(x+aA)  ii  h x-)-A  «O71-5 


l 


3x-f-A 
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Cet  exemple  suffit  pour  faire  connaître  l’esprit  de  la  méthode  ; et  l’on 
toit,  par  ce  qui  précède,  combien  il  doit  être  rare  de  tomber  sur  des 
fractions  rationnelles  qui  soient  la  différence  exacte  de  quelque  fonction 
primitive.  En  revenant  sur  ce  sujet  par  les  méthodes  d’approximation, 

nous  ferons  voir  que  la  fraction  i n’est  pas  même  intégrable  par  loga- 
rithmes, comme  lorsqu'il  s’agjt  des  différentielles. 

955.  Les  cas  où  1 on  peut  intégrer  les  différences  irrationnelles  sont  imitation 
si  rares  et  si  particuliers,  que  nous  ne  nous  y arrêterons  nas-  on  en  f‘,nJt,ioD* 
reconnaîtra  d ailleurs  les  caractères,  en  fliflerentiant  des  fonctions  ir- 
rationnelles,  et  nous  passerons  en  conséquence  tout  de  suite  aux  fonc- 
tions transcendantes,  parmi  lesquelles  il  s’en  trouve  plusieurs  qui  se 
prêtent  assez  facilement  aux  intégrations.  De  ce  nombre  est  la  fonctions*. 

En  effet,  puisque  û il  s’ensuit2«'=  Consl 

Ou  intègre  aussi  l’expression  d'y,  lorsque./  est  une  fonction  ration- 
nelle et  entière  de  x-,  car  si  l’on  fait  y z=x~\-^x-\--)  x*-f-  Jx3  -f-  etc. 
que  l’on  suppose  ensuite 

+ £*  -f*  >**  -+•  JV  + etc.)  = a'{A+  Bx+  Cx'+  Dx3  + etc.), 
et  qu’on  prenne  Indifférence  de  chaque  membre,  on  trouvera 

a’  (a+i3a'+>x,-f.£fx,+c  te .)  = 

développant  le  second  membre  et  divisant  tout  par  a*,  il  viendra 

\ *+Px+yx‘+J'x3+clc.  = (a'—i)  (AJ,-  Bx+  Cx'+Dx’+elc.) 

-f-a*A  (Æ-f-aCa>f-3Z?jr*-f>etc.) 

+a‘/i*(  C-4-3Z>x-f-etc.) 

*f-a‘A3(Z?-}-elc.) 

-f-elc. 

Comparant  les  termes  semblables  dans  chacun  des  membres , on  aura 

a = — • A + a\A  4.  Bh  -f-  Ch'  + Dh*  -f.  etc 
£ — — B a\B  -f-  iCh  -f-  3 Dh'  -f-  etc.), 
y = — C -f  d(C  + Wh  ■+.  etc.), 

«T  = — D - f-  a\D  -f-  etc.) , 

etc.  , 
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Si,  pour  donner  un  exemple,  on  veut  terminer  à yx’  la  fonction  J*, 
on  fera  / = «,  ce  qui  donnera  D=o,  et  on  trouvera 

r — y 

„ 0 — aCa*A  ok(fi— 9y*)  — fi 

B — ~^ZT  ~~  (?  — 0*  ’ 

a‘k(m—0h  + W.-)-a‘(3*-J!''-,ïl‘>_+« 

A = ^ = (a‘  — O1 

d’où  l’on  tirera 

2 ar(a.  H-  /3x  + 7X%)  — const-  ■+* 

(a'H*—6h+-ïh‘)  — ak(om—fih — yh‘) -H  _l_ [ak(.fi—*v>i)—fi]t _j_ 
(a*_,)3  ^ («*— 0*  a»— i/ 

q5G.  Venons  à l’intégration  des  fonctions  circulaires.  Elle  s'effectue 
par  les  formules  trouvées  plus  haut,  lorsqu  on  fait  usage  des  expres- 
sions exponentielles  de  ces  fonctions.  On  a,  par  le  n'  4l  de  1 Introduc- 
tion, et  par  le  précédent, 


2 sin  x = S 


~<r"rw'-  — _! — {2e*v'~‘  — le-*-' } 

— i al/— î ^ 1 


— 1 i — } 4"  const. 

~ aÿ-i  l ^ 

= a J/ — 1 [a-  (e*<-  + e-V)]  ^ 

Le  dernier  de  ces  résultats  étant  transformé  en  fonction  de  sinus  et 
de  cosinus,  devient  successivement 

- ■ rinfar— h)  — *in*  , 

2sin*  = a(i  -'c^T~  + cow/- 

.inx-»in(x--A)  _ coKx.-ijO  + f 

— 4 (sin  j 1>)“  ^ asm  j A ' * 

au  moyen  des  relations 

i — cos  A =2(sinj^)*,  sin  A — sinZ?  = asin \{A — B)cos\{A-\-B'). 


On  étendrait  sans  peine  ce  procédé  à beaucoup  d’autres  fonctions  du 
même  genre  ; mais  il  paraîtra  sans  doute  plus  commode  d operer  im- 
médiatement sur  les  sinus  et  les  cosinus,  aiusi  que  nous  allons  le  faire. 

957.  1“.  On  trouve  dans  le  n*  893,  l'équation 

Açosx== — asinj/isin  (.z-f- £/*)> 
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»9 


de  laquelle  on  tire 


. , ...  » A cos  x . . ' Aros(x  — î i) 

sm(^  + iA)=— et  smx  = - 


2 sin  -,  h 9 

en  écrivant  x — {h,  au  lieu  de  x;  prenant  ensuite  l'intégrale  de  chaque 
membre  de  la  dernière  équation,  on  obtient,  comme  ci-dessus, 


2 sinx  ; 


co»  (x — ^ h) 


a ai ai  h 


consl. 


a*.  De  l'équation 
on  tire  de  même 


à sinx  = asin  j A cos(x-f-  j A), 


/ , , *\  A?in.r  A _ Asin fx—r-h} 

co i(x+7h)  =—rh , C0SX=  —^TJ~  ; 

et  en  intégrant  les  deux  membres  de  la  dernière,  il  vient 

_ SÎJ1  (x—  iA)  . 

2 COS  X = —r-,  — -f-  const. 

üaln  I II 


3*.  La  conversion  des  puissances  de  sinus,  de  cosinus  et  de- leurs 
produits,  eu  fonction  de  sinus  et  de  cosinus  d’arcs  multiples,  ramènera" 
aux  deux  formules  que  nous  venons  de  trouver  , l’intégration  de  la  fonc» 
tion  générale  sinx"  cos  x”,  lorsque  les  exposans  m et  n seront  des 
nombres  entiers  positifs. 

En  effet,  cette  fonction  sera  changée  en  une  suite  de  termes  de  la 
forme  A sin^x,  ou  A cosÿx,  dont  les  intégrales  se  déduiront  de  celles 
de  ^sinx  et  A cosx,  en  écrivant  qx  et  qh,  au  lieu  de  x et  de  A;  et 
il  est  facile  de  voir  que  l’on  aura  eu  général 


2 sin  ( p + qx)  = — 
2 cos  ( p -f-  qx)  = 


co»  (p  -f  «?x—  j qh) 
asin  ± qh 

»in  (p  + qx  — j qh) 
a»iu . 1 jh 


-+•  const. 

► 

+ const. 


t 


Lorsque  le  développement  de  la  fonction  sinx" cosx*  contiendra  des 
termes  constans,  son  intégrale  renfermera  l’arc  de  cercle  x,  puisque 

2 A=.  AZx'  = A-h. 

958.  On  peut  encore  pousser  plus  loin  l’intégration  des  fonctions 
circulaires,  et  obtenir  la  fonction  primitive  dont  la  différence  est  x^siu  x’, 
3.  1* 
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on  x'cos  x',  x/  étant  une  fouclion  de  x ayant  pour  différence  première 

la  constante  A'.  Le  développement  des  fonctions 

A{(x — A)rcos(x' — i A')}  et  A{(x — A),sin(x' — jA')}, 

donne  d’abord  les  équations 

A{(x — Aycos(x' — j A')}  = x^cos(.r'4-î  A') — (x — Aycos(x' — jA) 

= x<’{cos(x/+ j A') — cos(x' — -j 

|,i’x,_‘A — —j~—  H-  3f~*h 3 — etc.  J cos(x' — j A'), 

A{(x — A/sin(x' — ïA')}  = x'sin(x'+ i A') — (x — A}' sin  (x' — JA') 
= *'{sin(x'-H  A') — sinfx' — i A')}  + 

f€ xp~'h  — xr~'h'  -f- C~~2^  x'-3A3  — etc.}  sin  ( x j li'). 

i . a 1 i . a .o  J ' * J 


Substituant  dans  l’une  la  valeur  de  cos(x'+^A')  — cos  (x' — î A') , et 
dans  l’autre  celle  de  sin(x'+ jA')  — sin  (x'~iA'),  il  viendra 

A{(x  — hy  cos(x' — i A')}  = — ax'sin  x'sin  j A'  -f- 
• ^x'-'A — ^"‘A*  + x*~3A3  — etc.j  cos(x' — jA'), 

A{(x  — A y sin(x'—  j A')}  = ax^  cos  x'  sin  j A'-f* 
xf-'h  — —pt"^  xf~‘h'  -j-  xf~3h3  — etc.}  sin(x' — î A')  ; 


tirant  de  ces  dernières  la  valeur  de  x*  sin  x',  celle  de  x'cosx',  et  pre- 
nant l’intégrale  de  chaque  terme  du  résultat,  on  aura 


4^  { f A2x'-,Sps(x'—  {*> 


Zx'siu x'  = - Çf + 

nfp-O;  T 


A,2x?~*  cos  (x1 — j A') 


f P(/7;aKr~a)  A32xf- 3 cos  (x'—  i AO  —etc.  } -f- 


const. , 


2 x'cos  x'  = 


(j — /;)'»in(x' — j A') 
Sun  | /»' 


ïïnW  { 7 sin  (*'“  T A')  - -21  A‘2x—  sin  (x'- 1 AO 

+ pfy~~~‘ja^3  - A32x*-3  sin(x'  — jAO  — etc.}  + consU 

Si  Ion  fait  d'abord  ps=i}  ces  formules  donneront 
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ix  sin  x'  = - 2cos(x'—  i A')  + const. , 

2xcosx'  = _ _ -*  2sm(x'-i  h')  + const.; 


9* 


et  comme,  parle  numéro  précédent,  on  a 


ï »»(*'—;  « =.-  =gÿ , i «K*1-  i *)  - ’-SfP . 

il  en  résultera 

i 

_*  . , (r— A)cos(.r'— i à')  . Jï  n'n  (j/ — h')  . 

Sjcsmx1  = — ' . + — 7~"-  , iv  const.  , 

asmjft  (asmin^’f  1 ■ * 

_ i (r — A)sin  (x*  — ; h")  h cos  (j/ — h') 

2xcosx  = i ——ru-1 — L + —, — -~rTKr*-  + const. 

asm  j h (asm  J A )‘  1 


sin(x'— h') 


Avec  ces  expressions  on  obtiendra  celles  de  S.r'sinx',  2x‘cosx',  en 
faisant  p—  a,  puis  celles  de  2x’ sinx7,  2xJcosx',  en  faisant  p=5, 
et  ainsi  de  suite;  on  sera  donc  en  état  d’assigner  l’intégrale  des  fonc- 
tions /sinx,  jcosx,  dans  tous  les  cas  où/  sera  une  foncliou  ration- 
nelle et  entière  de  x. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  si  l’on  prend  x=  ax'-\-b,  ce  qui  don- 
nera h — ah',  on  conclura  immédiatement 

2(ax'+  i^sin  x',  2(æt'-(- b'f  cosx', 

de  Sx^sinx',  Sx*  cosx',  en  changeant  hors  des  sinus  et  des  cosinus  seu- 
lement, x en  ax'-t-  b , et  h en  ali.  On  n’a  pu,  jusqu'à  présent , faire 
pour  les  tangentes  et  les  sécantes , ni  pour  les  fractions  ayant  pour  dé- 
nominateurs des  puissances  de  sinus  et  de  cosinus,  ce  que  nous  venons 
de  taire  sur  les  fonctions  rationnelles  et  entières  de  ces  derniers. 

g5g.  L’intégration  par  parties  se  pratique  sur  les  différences  aussi  bien 
que  sur  les  différentielles.  Soient  P cl  Q deux  fonctions  quelconques 
de  x;  et  faisons  2PQ  = Q2P-4-S,  s étant  une  fonction  inconnue  de 
la  même  variable.  En  preuant  la  différence  de  chaque  membre  de  celte 
/équation , on  aura 

PQ  = (Q  +AÇ)  2 (P+  AP)—  QT.P+  As  ; 
développant  et  réduisant,  en  observant  que  Q2AP  = PÇ>,  il  viendra 
0 = AQ2(P-i-AP)  + A-,  ou  As=  — AÇ2(P-|-AP), 


CIIAP. 
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9* 

et  par  conséquent 


z = — 2[A<)2(P4-AP)]=— : I(AQSP,)r 


d'où  il  résulte 


ZPQ=Q2P  — 2(AQ2P,) 


Changeant  maintenant  Q en 
donnera 


Z(AÇ2P.)  = 


AQ  et  P en  2 P, , la  formule  (a)  nous 
AÇ2*P,  — 2(A*(>2,P,); 


car  il  est  visible  qtie  le  second  état  de  P étant  représenté  par  P1=P4"APr 
le  second  état  de  2 P,  sera 


2P.4-  A2P,  sa  2P, + P,  = 2P,  'f 
et  l'on  aura  par  conséquent 

2 PQ  = Ç2P—  AÇ2'P,  + 2(A!Q2*P,). 

On  trouvera  encore  par  la  formule  («)  que 

2(A*Q2*P.)  = A‘Ç23P,  — 2(A5Q2sP,)  ; 
et  par  ce  moyen  l’on  aura  , 

2PQ  = Q2P  — AÇ2’P,  + A*Ç2SP,  — 2(A,Q2,P3). 

En  général , soit  2(A"Ç2"P,)  le  terme  auquel  on  arrive  après  n opérai 
lions  semblables  aux  précédentes;  la  formule  (a)  le  changera  en 

2(A*Ç2"P.)  = A*Ç2*+,P„ — 2(A"+’()2’+,P,+,), 

équation  qui  renferme  la  loi  de  cette  expression  élégante,  donnée  pouf 
la  première  fois  par  Taylor,  dans  les  Transactions  Philosophiques  : 

2 PQ  = Ç2P—  AQ2’P,  + A*Ç21P,  — A’Q24P3  4-  A4Q25P4  — etc.* 

Sil’on  y met  pour  P,,  P,,  P3,  etc.,  leurs  valeurs  en  P,  et  qu'on  effec- 
tive les  intégrations  qui  deviennent  possibles,  elle  se  change  en 

2PQ=  Q2P—  AQ(2‘P4-  2P)  4-  A*Ç(25P4- a2’P4- 2P) 

— A5Q(24P4-32’P  4-  52*P  4-2P)  + etc. 

C’est  sous  cette  forme  que  Condorcet  l’a  présentée  dans  son  Essai  sur 
l’ Application  de  l’Analyse  a la  probabilité  des  décisions , p.  i63. 

Elle  s’arrête  toutes  les  fois  que  la  fonction  Q mène  à des  différences 
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Constantes  dans  un  ordre  quelconque  ; et  si  la  fonction  P est  suscep- 
tible d'un  nombre  suffisant  d'intégrations  successives,  on  parvient  à 
l’intégrale  exacte  de  la  fonction  PQ.  m 

960.  Il  suit  de  là  qu'on  peut  intégrer,  1*.  toute  fonction  de  la  forme 

Jx*+  Bxg  ■+■  4- 

ir(a>+-A)(x+aA) . . . fa+(« — i)A]  ’ 

quand  les  exposons  du  numérateur  sont  entiers  et  positifs,  et  que  le  plus 
fort  est  moindre  que  n — 1 , parce  que  la  fraction 

1 

ar(c-f-  A)(e-paA). . . 

île  peut  s’intégrer  que  n— 1 fois  de  suite,  à cause  que  le  nombre  des 
facteurs  du  déifbmiualeur  diminue  de  l’unité  à chaque  fois  (948),  et  que, 
comme  on  le  verra  plus  loin,  elle  cesse  detre  intégrable  lorsqu'il  n'en 
reste  qu’un. 

a*.  Toute  fonction  de  la  forme 

+ Bx^  4*  Cxy ), 

quel  que  soit  le  signe  de  m. 

3*.  Eufiu  toute  fonction  de  la  forme 

SHix"cosx',(^fx*  + Bx?  -J-  Cpy ), 

■pourvu  que  m et  n soient  positifs,  et  en  changeant  le  produit  siax'cosx'1 
en  sinus  et  cosinus  d’arcs  multiples. 

Ces  deux  dernières  remarques  sont  fondées  sur  ce  que  les  fonctions 

amr,  sinx  et  cosx 

sont  susceptibles  d’un  nombre  quelconque  d'intégrations  sticcessives 
(955,  957). 

Les  trois  formules  rapportées  ci-dessus  méritent  d’autant  plus  d’atten- 
tion , qu'elles  comprennent  à peu  près  tous  les  cas  où  l’on  peut  intégrer  les 
différences  qui  ne  dépendent  que  d’une  seule  variable,  et  qu’elles  con- 
duisent par  conséquent  à la  sommation  d’un  grand  nombre  de  suites  (943). 

961.  En  intégrant  plusieurs  fois  do  suite  et  par  parties,  chaque  termo 
de  la  formule 

3.PQ  = Q2P—  AQl'P,  + A'QZ'P.  — A'Ql'P,  + etc. , 
on  obtiendra  successivement  les  expressions  de  X'PQ , ’Z'PQ , etc. 
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Taylor  a donné  celle  de  X'PQ,  savoir  : 

m-"PQ  = Q2‘P  — " AQX'^'P,  4-  A'QX’*-‘Pt 

- A'QX'+'P,  + etc. 

Cette  formule  se  vérifie  facilement  de  proche  en  proche,  en  observant 
que  les  coefficicns  de  QX'P , AQX’^'P,,  etc.,  sont  les  mêmes  que  ceux 
des  puissances  de  x dans  le  développement  de  ( i-f-x)-'’,  analogie  que  l’on 
prouve  comme  il  suit.  Si  l’on  fait 

X"PQ  = A QX'P  + BAQX“+'P,  + CA*QX"+‘Px  -J-  etc., 

et  que  l’on  prenne  la  différence  de  cette  c'quatioti,  en  n’y  faisant  varier 
que  les  fonctions  P et  Q,  on  aura  * 

X—'PQ  ==  AQX'-'P  + n AQX'P,  + aA'QX'+'P,  -j-  etc., 

-i-A  4“ 

parce  que  A X’PQ  = X'~'PQ,  et 

A. xj  s xAjr  4-yAx  4-  AjAx  = Axj  4-y-,Ax; 
mais  si  l’on  fait  aussi 

( 1 4-  x)~"  x=-  A Bx  4-  Cx'  4-  Dx 3 + etc. , 

on  trouvera 

(i  4-x)-("-0  = (i  +r)‘"(i  +■*)  =A  + B\x  4-  C x*  4 etc. 

4*  4 -P 

11  suit  de  là  que  l’on  passe  de  X'PQ  à 2 ’~'PQ , comme  de  (i4-x)~* 
à (i  4-x)“ t*— cette  correspondance  ayant  toujours  lieu  jusquÿu  cas 
où  n — J,  pour  lequel  les  coelliciens  de  XPQ  et  de  (i4-'*’)~"  sont 
identiques,  il  en  résulte  que  toute  la  suite  des  développemens  de  2 PQ, 
X'PQ,  23PQ,  etc.,  sera  semblable  à cet  égard  à celle  des  dévelop- 
pemens de  (i4-x)—,  (i4-x)-*,  (i4-^)~3j  etc.  (*). 

(»)  Tavlor  démontre  immédiatement  son  résultat  par  des  intégrations  qu’il  est  aisé 
de  reconnaître  dans  l’expression  d eZ*~'PQ  , et  d’effectuer  ensuite.  Il  est  évident  que  si 
l’on  change  n en  n 4 1 et  qu’°“  écrive  en  conséquence  A,,  B,,  C, , etc.,  pour  A , B , 
C,  etc.,  Z'~'PQ  devenant  alors  Ï'PQ , on  aura 

At’=A,  B,'^-A,zssB , C,-f-B,^C,  etc., 

d’où  AA~  o , AB  = — At  , AC  = — Bt , etc. 

|.a  première  de  ces  équations  donne  d’abord  A — çonst.  puis  A—  i , puisque  n=o  donna 
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Quant  aux  termes  provenant  de  la  constante  arbitraire  qu’il  faut  ajou- 
ter après  chaque  iulègration  , on  trouve  aisément  leur  forme , en  obser- 
vant que  de 

2 u = f(x)  + C,  * 

il  résulte 

2*«  = 2f(x)+  C2i  =2f(r)  + Cj-)-C'  (g5o) , 

Vu  = 2*f(jr)  + CS.  I + C J + C", 

etc. 

962.  Il  ne  serait  pas  difficile , au  moyen  de  ce  qu’on  a vu  dans  le 
n*  920,  de  parvenir  à la  formule 

A-  .PQ  = Q&'P  4-  " AQA—P,  + A‘QA—‘P. 

. +— 7Lu-p~  *’Q*~3-Ps+e le.. 


aussi  A = 1 ; la  seconde  conduit  à AB  = — i,  B — — ^ , 
n = o ; poursuivant  de  la  même  manière  on  obtiendra 

AC  saïiH,  C=;!LfrL±i2,  AP=-(.'^l)(n+aj,  P 

l X.2  1.2 


à cause  de  5 = 0,  quand 
n(n+0(n+a) 


1 .2.3 


etc. 


Pour  mettre  plus  d’uniformité  dans  la  méthode , j’ai  préféré  à ce  procédé  , la  consi- 
dération de  l’analogie  des  puissances  et  des  différences.  En  le  suivant  j’aurais  rendu  la 
démonstration  indépendante  de  celle  du  binôme;  mais  j’observerai  que  l’on  peut  se 
servir  de  l’intégration  pour  parvenir  à cette  dernière , sans  tomber  dans  aucun  cercle 
vicieux.  En  effet , si  l’on  prend 

(i  -f-  1)"  s=  1 -f-  A x Bx'  -f-  Cx?  -f-  etc. , 

(1  + x)*’4'1  = 1 -+■  A’x  -f-  B’x1  -f-  C'x3  4-  etc. , 

en  aura 

A'  = A+  1,  B'=zB+A,  CxzC  + û,elc.  , 

AA  = 1 , AB  — A , AC=B,  etc.; 

«n  intégrant  d’après  le  n°  946 , qui  ne  suppose  point  la  théorie  des  puissances , et  fai- 
sant attention  que  A,  B , C , etc. , doivent  être  nuis  quand  n = o,  on  obtiendra 


n(n  — 1) 
1.9  ’ 


C — n('>—  0 (n  — 2) 

1.9.3  ’ 


etc.. 


quel  que  soit  l’exposant  n.  fl  serait  facile  de  donner  à cette  démonstration  une  forme 
purement  élémentaire  ; c’est  ce  qu’on  peut  voir  dans  V Encyctaptdie  méthodique  ( Dic- 
tionnaire de  Mathématiques  au  mot  binôme)  et  dans  les  Aura  Acta  Acad.  Petropo/itance ; 
*nn.  1787. 
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de  laquelle  on  conclurait  l’expression  de  2,'PQ,  par  le  seul  change» 
ment  de  -}-n  en  — n et  de  A~*  en  2".  Cette  relation  entre  les  différences 
et  les  intégrales,  suite  de  leur  analogie  avec  les  puissances,  se  mani- 
feste dags  l’expression  du  n”  883,  d'après  laquelle 


a—.  , n , nfn  + O i n(n4-i)(n4!l)  i . . 

A-«  = u_a  4-  - u — , + - t^;3  — «-.-j  + etc.’ 


Si  l’on  y fait  d’abord  n=i,  on  trouve 


A ~'u  — -f-  u — g -f-  -f-  h_4  + etc.; 

ce  qui  est  la  somme  des  quantités  u,  à partir  de  n„  exclusivement;  et 
comme,  en  plaçant  l'origine  de  ces  quantités  à on  aurait 


A ’u,  = u,-,  •+-  . . .*+-  u + u_,  4-  etc.  ; 

la  différence  de  ces  deux  expressions  donnerait  évidemment  2«* , de- 
puis x=r  jusqu’à  x — o inclusivement.  - 

La  supposition  de  n — a conduit  à l’expression 

A— « =*=  U_,  -f-  a«_,  -f-  3 u_4  + + etc.  ; 

qui  peut  se  décomposer  de  la  manière  suivante  : 

+ tl-3  4-  «_4  4~  «_ 5 -f-  etc. 

+ “-3  -f-  4-  «-s  4-  etc. 

+ m_4  4-  «_5  4-  etc. 

4-  u~i  4-  etc.  • 

-f-  etc., 

«OÙ  chaque  ligne  exprime  une  des  sommes  partielles  de  la  suite 


«_4,  «_5,  etc., 

à compter  successivement  du  premier,  du  deuxième,  do  troisième,  etc. 
terme,  ce  qui  donne  la  somme  des  sommes,  à partir  du  dernier  terme; 
et  la  comparaison  de  cette  forme  de  calcul  avec  celle  du  n*  ga5,  en 
fait  voir  l’analogie  avec  le  développement  des  puissances  négatives. 


Développe- 
ment tic»  inté- 
grale» 1 par  les 

(liSeremiclInct 
J«  itUcgra’c*  /. 


g63.  L’utilité  dont  est  l’expression  de  2«,  pour  la  sommation  des 
suites,  a fixé  l’attention  des  analystes  sur  cette  expression;  et  ils  sont 
parvenus  à lui  donner  plusieurs  formes  très-élégantes.  Euler  la  fit  dé- 
pendre des  coefliciens  différentiels  de  « et  de  l’intégrale  f uàx.  On  arrive  ÿ 
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ce  résultat  eu  partant  de  la  formule 

Az  = p. h-  H-  p.  Ü + àH  *’ 

dr  1 1 d.r*  1 . a ' 

qui  donne 


dr*  i . 3 ”**’  dx5  i . 2 . ; 


+ etc. , 


A5 


h s Ëi  _L.  h'  v ‘l*1  i 

— i + ro  * â? 


a z , 

ï^4+  etC* 


Si  on  fait^  = u,  il  viendra  z=fudx  et 


!>7 


fudx  = hlu  +ah'2  Jï  + 0h'T  g -f  etc. , 

en  représentant  par®,  /3,  y , etc.,  les  coellicicns  numériques  ; on  ti- 
rera de  là 

2“  = iMx-«hX  d£  - IPX  g _ etc. 


Si  maintenant  on  prend  les  coefficiens  différentiels  de  chaque  membre, 
en  observant  que  = ce  qu’il  est  fort  aisé  de  vérifier  (*)  , 
on  obtiendra  cette  suite  d’équations 


du 

dx 


= 7 « — ahl 


d’u 


■ 0/i’S 


d’u 


— etc. 


‘ A d^  — “ d? 

— d’u  ) du  , — d’u  /il.—  d’u 
2 dx’  — h dx  —,a/‘2  dJi  &l  2 d?  ~ CtC-  * 
d’u  i d’u  , — d*u  d5u 

2 d?=Âd?“"a/,2déi“/3/i2:î?  “ CtC’> 


etc., 

dont  on  se  servira  comme  il  suit,  pour  éliminer  successivement  de  la 
valeur  de  2«,  les  fonctions 


du  _ d’u 

dx>  i dû?» 


etc. 


Après  avoir  multiplié  ces  équations,  respectivement  par  Ah,  Bh‘, 
Ch',  etc. , on  en  passera  tous  les  termes  daus  le  second  membre,  pour  les 


(*)  On  voit  d’abord  que 

àâu  = d { f (x  + h)  — f(x)}  = { f(x  + /;)  — f(x)}dx=Af'(x)dx  = ûdu  , 
et  posant  ensuite  Su  = U , il  vient  «. 

u— AU,  du  = dAl/=  AdU, 
d’où  Sdu  = SAdl/  = dUz=  dSu, 

>3 


3, 
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ajouter  à la  valeur  de  2 u,  et  l’on  aura 


= ^ Mx  — 

- - etc. 

4-  Au  — 

— AfiWS.^  — etc. 

+ BhT* 

- *«ë 

— ÆaA’2  — etc. 

+ch‘ë 

— Ch3  2 — — etc. 

4-  etc.; 

en  égalant  à zéro  tous  les  termes  affectés  d'intégrales  semblables , on 
formera  les  équations 

J -T-  * = o , } ( + 7^;  = o > 

B -\-  Aa.  4-  Æ = o,  > ou  \B  -J-  ~~  4-  = o, 

C + Bx  + A&  + y=zo,)  l C + 4-  —3  4- 

etc.,  etc., 

qui  serviront  à déterminer  les  cocflicicns  A,  By  C , etc.,  de  l’expres- 
sion restante  « 

2 « = '-faix  4-  Au  + Bh  4-  Ch'  ^ 4*  etc- 

En  faisant  u — xm  dans  cette  expression , on  en  déduit 


2x“  = — L — -£  4-  Axn  mBkxM~‘  4-  m(m — 1 )Ch‘xm~‘ 

4-  m(nt — 1 )(/>i — i)Dli'xm~3-\-m(m — i)(m — a)(»i — 5jEhtx"‘~*-\-elc.; 

et  comparant  avec  celle  du  n*  g5i , il  vient 


A — — -,  B = ~.~,  C—o,  D = ~ 

® * 2.3  « * 


6.5  ’ 2.3 


2 B. — o,  etc. 


On  peut  vérifier,  par  les  relations  indiquées  ci-dessus,  entre  A,  B , C,  etc., 
les  valeurs  absolues  qu’on  vient  de  trouver,  et  établir  ensuite  de  nou- 
velles relations  entre  les  nombres  de  Bernoulli  (y5a). 

964.  La  détermination  des  coefficiens  A,  B,  C,  etc.,  s’opère  encore 
ici  comme  dans  le  n*  q5i,  par  la  considération  de  la  fonction  parli.- 
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• Culière  e*}  pour  laquelle  on  trouve 

e*  _ _ d”  cr 

2er  = JTZT7  » /e1  dx  = e*,  -gpr  = <?*, 

d'où  il  suit 

^ ; :=  ^ “f“  A *4“  B h 4-  Ch*  4“  etc.  y 

ce  qui  montre  que'les  coefliciens  A , /?,  C,  etc. , ne  sont  autre  chose 
que  ceux  qui  multiplient  les  puissances  de  h dans  le  développement 

de  la  fonction  prz-;  > réduite  en  série  ascendante  par  rapport  à cette 
lettre. 


965.  On  e'tend  sans  peine  l’expression  de  2 «,  donnée  dans  le  n“  Ç)G3, 
au  cas  où  l’on  a u=ia’y , y étant  une  fonction  quelconque  de  x,  parce 
qu’en  intégrant  par  parties,  d’après  la  formule  du  n*  gîg,  on  trouve 

2 a’y  — — ■ } substituant  pour  A_y  la  série  qui  l'exprime , 
il  vient 

i)2a*;-=fl^'-«‘  { 7 Sa'  £+  £■ + 7^3*“’ S + ctc}’ 

Si,  à la  place  dc_;-,  on  met  successivement  £ , etc.,  on  trou- 
vera les  équations 

(«*-i)2«*  £ = £ - «*  { r S + rk  2a*  S + elc- } * 

(a‘— I)2fl*g  = a*g  — 2o-g+  etc.}, 
etc. , 

avec  le  secours  desquelles  on  éliminera  les  intégrales 


2a"  ë » elc* 


D est  visible  que  le  résultat  sera  de  la  forme 

(a" — i)2«y  = a*y  + Alia*  £ + B h*  a1  — + Ch' a’  £*  4-  elc.  . 

Euler  détermine  les  coefliciens  A , B,  C,  etc.,  eu  substituant  dans  cette 
dernière  équation  les  valeurs  de  a’/,  «*£ , a*  £-, , etc. , prises  dans 


Digitized  by  Google 


joo  ■ en  AP.  n.  CALCUL  INVERSE 

les  précédentes.  Par  ce  moyen  on  obtient  l’équation 

(•*-0  i +^s+ïS*-s+^ 

g + -^g-^tc- 

g-fetc. 

-|-C(a‘— i)As2«*  g+etc. 

-t-clc., 

qai , devant  être  identique,  donne 
A{aK — l)  + ak  = o , 

*(«*-«)+  7 ^‘+  ” = °; 

<?(«*-  »)  +T^‘+^^+T^  = o; 

/>(«*—!)  +-  Cfl‘+-  j?n‘  + -4-5  4-  = O,, 

etc. 

966.  On  obtiendra  de  la  même  manière,  et  sans  plus  de  difficulté,, 
l’intégrale  répétée  2’uj  car  la  formule 


conduit  à 


A"z  = g A"  + “ g£  /<•"“  + 0 g£  A-**  + etc.  foSr) 
* = *’2‘  g + «**-‘2-  g^+  f3A~*Z*  g£  + etc,  ; 


faisant  ensuite  ^ = w,  on  aura  s = fnuàxn9  et  par  conséquent 


s*« = h ~ *h*  ai-  - Ph‘Z’  g ~ e,c-  » 

prenant  les  coefficiens  différentiels  de  chaque  membre  de  cette  der- 
nière équation  , on  formera  les  suivantes  : 


2*  £ = £ /~«d*~-*A2-g -/SA*2*g  - etc.; 

' **  g = £ -/3A*2*g  - etc. , 

etc. , 

à l’aide  desquelles  on  chassera  2"  , 2"  g , etc,,  de  l’expression  de 


■( 
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£*«.  L’équation  finale  pourra  être  représentée  par 

2"w  = ~ -prr,  f"~'udjc’~'  + 

■+■  Nu  + Ph  g|  -+-  Qh'  ^ -+■  etc. , 


• 4“  77  fudx 


et  deviendra 


1 1 a n_  m 

(e* — 1)"  hm  A*"1  ' hH~* h 


4~  JV+  Ph  + Qh‘  4*  etc., 

quand  on  y fera  n=e*:  lcscocfficiens.-/,  N,  etc.,  sont  donc  encore 

ici  ceux  qui  multiplieut  les  puissances  de  h dans  le  développement  de 
1 # * 
rx— — ainsi  l’on  peut  écrire 
(«* — 1)  r 


2*tf 


pourvu  qu'après  le  développement  on  cbange  les  expressions  d~'  en 
/',  ce  qui  douner% 


et  en  rapprochant  celte  expression  de 

— •)«  (93<o  ; 

on  verra  que  l’expression  de  2”«  se  déduit  de  celle  de  Æ"«,  par  le  seul' 
changement  du  signe  de  b,  ce  qui  confirme  la  remarque  du  0*962. 

967*  Fn  écrivant  b**i  j b — 2 , etc. } a la  place  de  nf  dans  l’expres-^ 
sion  de  2 ’u  , on  en  déduit  une  suite  d'équations  au  moyen  desquelles  on 
peut  éliminer  successivement  les  intégrales  J'z'udx"~'}  f"~'udx"~‘  etc. 
et  obtenir  un  résultat  de  la  forme 

-I 

~ f'udx'  = 2 nu  4-  A'X'-'u  4-  j iï'X’-'u  4-  etc. , 
qui  devient 

1 1 . A’  B' 

A"  (e"— 0"  "+"  (e*—  1)"—  "**  («*  — îÿ*— • etc'ï 

lorsqu’on  y fait  u = e*;  mais  ~ = +'e>_;)p)  expression  qui,  .se 


* 
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développant  dans  la  même  forme  que  le  second  membre  de  l'équation 
précédente,  fera  connaître  les  cocfliciens  A' , B ',  etc.;  ainsi  Ion  aura 

~/"«dx*  = [1  («  4-  A)]~”«, 

pourvu  qu'on  change  les  signes  A en  2,  tant  que  leur  exposant  sera 
négatif. 

Celle  expression  est  une  des  formules  propres  à qunrrer  les  courbes 
par  les  sommes  et  les  différences  de  leurs  ordonnées,  procédé  très- 
important  pour  la  détermination  des  valeurs  numériques  des  intégrales 
aux  différentielles, et  qui  sera  développé  dans  la  suite  avec  quelqu’étendue. 

L'expression  de  '^/"udx”,  rapprochée  de  celle  de  fait 

voir  que  l’équation 

a lieu  lorsque  l’exposant  n est  négatif,  aussi  bien  que  lorsqu’il  est 
positif.  * 

9G8.  Si  l’on  écrit  h'  au  lieu  de  h,  dans  l’expression  de  X'u  (966),  on 
aura,  pour  le  cas  où  x varie  de  h', 

2'*u  = (a*  E — 1)  u, 

équation  qui  SS  déduirait  aussi  de 

A'"u=  (e,,s  — 1)  h, 

parle  seul  changement  du  signe  de  l’exposant  n. 

Il  n’est  pas  diflicile , eu  suivant  la  marche  tracée  dans  le  n'  940 , de 
passer  à l’équation 

2'*n  = {(ï-f-A)^ — i}_”u, 

qui  se  groupe  avec 

A '"u  = {(i  + A)r— 1}*«. 

969.  Si  dans  l’expression 

2PQ  = Q1P  — A Ql'P,  4-  A — A'Q&P,  -f  etc. , 
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obtenue  n'  g*îg,  on  remplace  les  diflérenccs  de  la  fonction  Q par  leurs 
valeurs  en  séries,  formées  d'après  le  n*  g3i , et  que  nous  représenterons, 
pour  abréger,  par 


A<?  = h S + a,‘*  S + &1'  ZP  + c,c- 


A 'Q 


on  aura 


h%  \S  + a7,,<a?  + ?h%  S + elc-> 

A3Q  = A5  ^ + e,C' 

etc., 

2 PQ  = Ç2P  — + h'ÇZ'P,—  a2*i>.) 

— g *»(»/»,  - «'JM».  + /S2*/».)  + etc. 


Examinons  en  particulier  le  cas  où  P = ar-,  il  viendra  pour  ce  cas, 

etc.; 

et  par  conséquent 

_ r/-,  a* O d()  a'  . . _d'()  f a14  n*  ) , 

x a4 — 1 dx  (a4 — 1)“  d.r*  ((a4 — 1)3  (« — i)-J 

d’Çf  a34  , a*4  , a o*  1 , , , 

~a  dJ  — * (^ÿ  + a^Tp}  h + elc'» 


formule  qui  rentre  dans  celle  du  n*  g65,  lorsqu’on  y substitue  les  valeurs 
des  coefliciens  u,  /3,....a',  /3',  etc. 

l'in  faisant  usage  dans  le  cas  actuel,  ainsi  que  dans  les  précédons, 
de  la  considération  des  exponentielles,  il  faut  prendre  Q — c* -,  il 
vient  alors 


**(*■!«> 


2^Ç  = 1a*e*  = 2e*-*  = __  = 


et  dans  la  même  hypothèse,  la  série  qui  exprime  Xa'Q  devenant  divi- 
sible par  a*e'f  on  a 


«V — 1 a' — 1 fa 


n4  I , f n’*  «a1  ■) 

i)*"‘^lCa‘—  O5  (a*  — 1)’|  1 

J a 4 | «V4  , £o* 

(fa4 — 1 p fa4 — i)J  ' (a4 — l J‘J  ' * 
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équation  dont  le  second  membre  peut  être  mis  sous  la  forme 


/is 


etc. 


a‘— 1 (us— 1)“  * *"  l («* — lÿ  J L l (a* — i)'  J 

Il  reste  maintenant  à développer  le  premier  sous  une  forme  analogue  ; 
pour  y parvenir , il  faut  remarquer  que 


«V‘— i (a'~  i)c‘- O ” (u*— t)  — (e_* — i)* 

parce  qu’il  en  résulte 

e_‘  I i . r~‘ — ! , (e~* — l)*  , . J 

(a*— î)  — 0 !(„*_, )_T*(o*—i)»"t*'(o*—ip  ■*-Clc'f 

- — f-clc  } {— ^‘~S  + ^~A  + etc'} 

— l‘  i^i. a 1.3.5^  / U*—  i (a*— O» 


I A , A*  A’  , 1* 

A'  1 = — — ■;  + etc.  I 

t a a. 3 a.3.4  J 


clc.j , 


^ (a*— 1)‘ 

6crie  qui  prend  évidemment  la  forme 

i (B  . B,  ),(  B'  B',  - /T,  j . 

o*— î la4— i la*—  i)JJ  “ CtC  > 


et  rentre  par  conséquent  dans  celle  de  la  précédente. 

Si  donc  on  y change  les  puissances  de  h en  produits  de  la  forme 

'^It?  ’ e,c’>  el  <Tu  on  *a  multiplie  par  a*,  on  aura  l’expression 

de  la'Q,  d’où  il  suit  que  l'on  peut  écrire  cette  équation  : 

( h h 1 N— 

’S.n’y  = a\a  r ,Lr — i J y f 

pourvu  qu’on  en  développe  le  second  membre  comme  il  a été  dit  ci- 
dessus,  ce  qui  s’opérera  en  faisant,  pour  abréger,  /;|j-  = s,  et  en 

réduisant  la  fonction  jrJ~  en  série  ascendante  suivant  les  puis- 
sances de  z. 

Le  résultat  précédent  n’est  qu’un  cas  particulier  de  l’équation 
1"a’y  = «*(« Vte p- i ) y } 


4 
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donnée  en  premier  lieu  par  M.  Laplacc  , et  à laquelle  on  parviendrait- 
par  des  considérations  analogues  aux  précédentes.  Nous  la  déduirons , 
dans  le  chapitre  IV,  de  la  source  même  dont  ce  géomètre  l‘a  tirée. 

970.  Nous  ne  nous  arrêterons  pas  an  cas  où  la  fonction  u renferme 
plusieurs  variables;  nous  nous  bornerons  à indiquer  les  formules 


qui  résultent  des  expressions  : 

( * T-  +*r  +lr  +cwr  1"  , 

A”a  = le  " <!r  <•*  — Ijn(9â5), 

f h'  h'  V \n 

A'*u=  l(t  +AJ)V(i  4-A,)a(i  + A«)r...  — ij u( 941), 

lorsqu'on  y change  +n  en  — n,  en  vertu  de  l’analogie  des  puissances 
négatives  et  des  ^intégrales.  Le  lecteur  familiarisé  avec  les  démonstra- 
tions que  nous  avons  données  des  cas  les  plus  simples  de  ces  formules  , 
trouvera  sans  peiue  le  moyen  de  les  prouver  en  général. 

Leibnitz  remarqua  le  premier,  sur  les  différentielles  des  produits  de 
plusieurs  variables,  l’analogie  qu'elles  ont  avec  les  puissances  ; il  mon- 
tra bientôt  après,  que  les  intégrales  en  avaient  une  semblable  avec  les 
puissances  négatives.  Cette  connaissance  demeura  stérile,  jusqu’au  Mé- 
moire que  Lagrange  publia  sur  ce  sujet  en  1772;  il  généralisa  les  idées 
de  Leibnitz,  les  ctendit  aux  différences,  et  en  déduisit  les  formules  qu’on 
vient  de  rapporter;  mais  ces  formules  n’étaient  encore  que  les  résultats 
d’une  induction,  à la  vérité  très-fine,  et  l’auteur  les  regardait  comme 
très-difficiles  à prouver  directement,  lorsque  M.  Laplace  en  donna,  dans 
le  septième  volume  des  Savons  étranger* , des  démonstrations  qui  réu- 
nissent l’élégance  à la  simplicité;  il  ajouta  quelque  chose  à ce  travail, 
en  1777  : c’est  ce  dernier  Mémoire  que  j’ai  suivi  dans  ce  qui  précède. 
On  verra,  dans  le  chapitre  IV,  ces  mêmes  formules  faire  partie  d’une  théo- 
rie complète  des  suites,  due  entièrement  à M.  Laplace;  mais  dès  à pré- 
sent, il  paraîtra  sans  doute  que  l’analogie  des  puissances  avec  les  diffé- 
rences est  précieuse  pour  trouver,  retenir  et  généraliser  des  expressions 
qui  coûteraient  beaucoup  de  peine  par  d’autres  méthodes. 

5.  i4 
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106 

De.riopp*-  971.  La  formule 

ir  r«'  / , d V-Jl 

smsr  «feS6> 

ge  développera  par  le  procédé  dont  on  a fait  usage  pour  la  fonction 
(c‘ — 1)*  à la  fio  du  n*  g5a;  et  les  relations  des  nombres  qui  multiplient 
les  coefficiens  différentiels  tenant  ici  la  place  des  puissances  de  h,  s'ob- 
tiendront en  écrivant  — «au  lieu  de  »,  dans  les  équations  de  la  page  64. 
Si  l’on  donne  le  signe  — auxrA  qui  sont  affectés  d’un  nombre  impair 
d’accens,  afin  de  rendre  positifs  tous  les  ternies  de  ces  équations,  il  vien- 
dra, par  celte  opération, 

A’  = ; ». 

a A"  =»  («—  iK  + 73», 

3^"_  I (n-*)A"  + r;3  (n-i)A'  + », 

4J""=  i (n- !)A"'+  jjj  {n-*)A"  + ^ (n-i)J’  + 


a. 3. 4. S 


etc. , 

et  on  aura  par  conséquent 

(e*£-<)  «=  g£  h-  - ^ A-+*  + A"  ^ - 


dx"”*4*1 


dx” 


etc.; 


changeant  en  intégrales , d’après  la  règle  prescrite  dans  le  n*  966,  les 
différentielles  à exposaut  négatif,  il  en  résultera 


Z"u  — ^/"inLr*  — 'u^x‘  “ + /'  •udr*-*  — 


etc. 


97a.  Examinons  en  particulier  le  cas  où  «=  1 , dans  lequel  oa  a 

— 7,  ./''J-1'  — A'u  + A"  s A — A*  + etc. , 

en  observant  que  devient 

f'~‘u<\jc'~'  — puAx"  ~ 11. 
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Go  trouve  par  les  formules  du  numéro  précédent,  que  les  Coefficiens 
A"',  A \ A"‘,  etc.  , des  puissances  paires  de  h,  s'évanouissent , ce  qu’on 
peut  aussi  vérifier  ea  mettant  pour _A'  sa  valeur  -,  dans  tu,  d'où  l’oo 
conclut 


lu  — ^ fuàx  u =.  A” ~^h  — etc. 


En  effet,  si  l’on  pose  « = ce*  dans  cette  équation,  le  premier  membre 
devieut 


JA  JA  JA  —JA 

I <•*  -f- 1 > e .«  + 1 1 e + e 1 

a a(«* — 1)  Ti  ( JA  ^ h / JA  — JA\  A’ 


1 — 1 A 


l J*  J*  \ A / JA  —JA. 

aje  ,e  — \l  ave  — e 1 


fonction  qui , ne  faisant  que  changer  de  signe  lorsqu’on  y met  — h an 
lieu  de  4* , ne  doit  point  contenir  dans  son  développement  les  puis- 
sances paires  de  cette  quantité;  ainsi  l’on  a 


ce  qui  justifie  la  forme  supposée  à ï.r”  dans  le  n°  qôa. 

973.  On  s'est  beaucoup  occupé  de  la  recherche  des  coefficiens  nu- 
mériques de  la  valeur  de  2«  : voici  comment  M.  Laplace  est  parvenu 
à l’expression  générale  de  l’un  quelconque  de  ces  coefficiens , indépen- 
damment de  tous  ceux  qui  le  précédent.  On  a premièrement 


+ Ath  4-  A, h'  + Aji>  4-  etc.  ; 
en  multipliant  les  deux  membres  par  h , il  viendra 

— A -f-  A, A 4-  AJi‘  4-  A-Ji'  4-  AJi*  4-  etc. 


Celle  série  étant  ordonnée  suivant  les  puissances  entières  et  positives 
de  A,  il  résulte  du  théorème  de  Taylor,  que 


en  observant  de  faire  h— o,  après  les  différentiations;  cependant  si  l’on 
effectue  les  calculs  indiqués  , les  valeurs  de  A , A,,  A , , etc.  , se  présen- 
teront toutes  sous  l.v  forme  ; : M.  Laplace  a évité  celte  difficulté,  par 
uu  artifice  d'aualyse  très-ingénieux.  La  fraction 
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^ " ,i“0”p0“  “ Æ - Æ ‘ 

de  plus,  il  est  visible  que,  lorsqu'on  fait  A==&,  on  a 

*!£-}_*{£ t} 

{pdhy  dA*  9 

puisqu’il  est  indifférent  d’écrire,  au  lieu  de  la  quantité  A , son  mul- 
tiple pli , qui  s’évanouit  en  même  temps  qu’elle.  On  tire  de  là,  tou- 
jours daus  l’hypothèse  de  h = o , 


*1 

ph  } 

d*f  A l 

e'*  ± l J 

dA* 

— p.  - 

en  faisant  p = ; et  q — 

= ny  on 

aura  donc 

r ih  î 

d*f-4-A  l 

d*  J 

dA* 

dA* 

d.{  h 

.1 

d./  * i d • / M 

l le*  — î 

/ ■ 

a*  dA* 

dA*  dA" 

d’où  l’on  déduira 

d*l  h 

X 

d*  f h 1 

d le*- 

.J  _ 

1 “ le‘+ij 

d/i*  a"—  1 d/i* 


équation  dont  le  second  membre  ne  devient  plus  §,  quand  on  y met  O 
pour  A. 

h * * 

Si  l’on  donne  à la  forme  A(e*  -f- 1)_1,  on  obtiendra , par  la 

formule  du  n*  gi, 

d”{/t(»'*-j- i)~'}  = d*A(e*  -f- 1)-'  — f—  /tel*  ’/rd • (<?A  + i)_l ■ 

. . . . — f-  /id/rd*  ‘ .(<•*  -f-  i)— 1 -f-  /id"  1)"‘  ; 

mais  la  différentielle  d h étant  prise  pour  constante,  il  ne  reste  que  les 
deux  derniers  termes  du  secoud  membre , et  la  supposition  de  As  o fait 
encore  disparaître  le  dernier,  en  sorte  qu’on  a seulement 


d*{A(y  + i)-1}  s«dAd"=,.(e*-f-i)~‘, 


DES  DIFFÉRENCES, 
lorsque  h = o ; ce  qui  donne, 

If*—  il  _ n d"-'(f»  + i)-‘ 

d/i*  2*— i d/i*-r 

et  par  conséquent 


i°9 


d«— {-jJ — l 
__  _n I «*  + i / 


2’ — i 


'-fel 


i.a.3 (»» — i)(a* — 0 dA"~‘~ 

Si  maintenant  on  calcule  les  différentielles  successives  de  la  quan- 
tité ■ , pour  en  connaître  la  loi , on  trouvera 

fe*  + i} . — e*  ^ (?+T } •’* — <•* 

dA  («*+0*’  cffi*  (e*-fi)”  elC'5 

et  l’on  en  conclura  qu’en  général,  . 


d—  f î î 

t e1 ' -h  1 1 £,«C«-0*  4.  £,<•(*- 

ïï'—  = 


etc. 


(f*  + 0'  » 

B,,  B *,  B,,  etc.,  désignant  des  coefficiens  numériques  indcpendans 
de  h.  Il  est  d’ailleurs  évident  que  le  numérateur  de  cette  fraction  ne 
doit  contenir  que  des  puissances  positives  de  e*,  et  que,  par  conséquent, 
le  second  membre  de  l'équation 

d"-*  {-ji—  t 

(f'+0” + B.é‘~'»  -f  Byë-^. ...  4. 


doit  s’arrêter  à B,_ ,e*;  d’où  il  suit  que  si  on  développe  le  premier  en 
une  série  descendante  ordonnée  suivant  les  puissances  de  <?*,  celte  série 
doit  aussi  se  terminer  à e*.  Or  on  a 


(«‘+0- 
d*— («*+!)— 
THF-' 


— c-‘(1  + e-1)-*  = e-‘  _ «— » + e-n  _ e-<»  + e,Cj 

= q=  {«“*  — a— e— » -H  3— e-*‘  — 4— e-4*  -f.  etc.}; 


le  signe  — se  rapportant  au  cas  on  « est  pair , et  le  sigue  + à celui  où 
il  est  impair:  on  obtiendra  donc 

q=  (<"*  4-  0”{e-‘  — 2*_v— •*  -f-  5— >e-i‘  — 4*->«-t»  etc. j 

_ £ieC— ■>  4.  /?>e("-Oi  4.  /y^C—D* 

# 
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c»  observant  de  s’arrêter,  dans  le  développement  du  premier  membre, 
au  ternie  multiplié  par  e',  parce  que  tous  les  autres  doivent  évidemment 
s'évanouir.  D’après  cette  remarque,  il  viendra 


«C*—1)*  c*-m  a1»**1  — n J -f-  s>  J 3"~*  — -f- 


• J.-.  ,-_J_ 


«(/>— 1)  n(n— i)(n— 3) 

1 .a  j .3.3 


}+etc.j 


Si  l'on  divise  les  deux  membres  de  cette  équation  par  qu’on 

fasse  ensuite  h = o,  dans  le  secoud,  il  en  résultera 


{tTi}  J— ) 

_{4*--5-n+3— -f-ctc.j  * 


dA' 
et  enfin 
±.1 


j .-{a— -n}-f{3— -a-n+îfc-5) . 


i.a.3„.(n— i)(a*— Tjâ*| 

11  ne  faut  pas  oublier  que  le  signe  supérieur  convient  an  cas  on  n est 
pair,  et  le  signe  inférieur  a lieu  dans  le  cas  contraire. 


974.  Cette  valeur  ne  peut  être  employée  que  quand  n>i;  car  elle  devient 
infinie  lorsque  ra=  1 ; et  on  prouve  avec  la  plus  graude  facilité,  quelle 
s’évanouit  dans  tous  les  cas  où  n est  impair  et  > 1.  Eu  effet,  si  dans  la 
première  formule  dun“887,on  fait»i=n — i,/«=i  et  .x— — 1, — 2, — etc., 
cti  mettant  à part  les  termes  dans  lesquels  les  facteurs  de  la  forme  (n — i)*“i 
deviennent  de  celle-ci  ( — parce  que  t l’emporte  sur  n,  on  a 


<V.(— — i)"-1 — "(» — a)"- ^ '\n — 3)*~‘ ) 

qpi(/i — n)m~‘d=(n — n — 1)’~ 1 j 

db 

A".  (-2)- "r  (n_3)- <+n±=p(n-4)'-‘...zF{,l(-iy-‘-(. 


■O—}, 


etc.  : 


*( — O"-' — «(-— a)*-,+(— V | 


*• 
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mais comme  en  généra),  A\ar—  = o (885),  les  premiers  membres 
des  équations  ci-dessus  s'évauouissent,  et  les  seconds  donnent  alors 

= („_ar.+fc>  (n-.3)-...=, , 

(«— a)->_2  (n-5)-‘+  («-4  )-..■=*--/», 


(n — 3)*-' — " («-4)-+ ^7=^  (/»— 5)- 
etc.. 


;3— — a— «■ 


"C"— O 

1 .a 


y 


en  ne  comprenant  dans  les  premiers  membres  de  chacune  de  ces  der- 
nières équations  que  les  termes  où  la  quantité  n—i  est  positive  entre 
les  parenthèses  des  puissances  n — 1.  Cela  posé,  il  est  évident  que  le 
numérateur  de  l’expression  de  A,  renferme  un  nombre  pair  de  termes 
lorsque  n est  impair;  si  l’on  substitue,  à la  place  de  la  première  moitié 
de  ces  termes  qui  forment  les  seconds  membres  des  équations  précé- 
dentes , leurs  valeurs,  et  que  l’on  fasse  attention  aux  signes  de  la  seconde 
moitié,  qui  se  déduisent  de  celui  du  dernier  terme,  on  aura  le  résultat 
suivant  : 

(•— 1)~  - " (*-a)—  H-  (7.-3)— 

- (n- a)—  + " (n-3 )—  - («-4)—  +•••. 

H-  (7.-3)-  - 2 (77-4)-  + =£==£  (7.-5)- 

_ (7.-3)-  + 5 (7^-4)—  - (7.-5)-  +.... 

+ (7.-3)—  - 2 (7^-3)-  + 2^  („_4)— 

— (n— 1)—  •+•  2 (n_a)—  — (,1—  5)—  4-.... 


dans  lequel  les  lignes  placées  à égale  distance  de  la  première  et  de  la 
dernière  sont  composées  des  mêmes  termes,  mais  pris  avec  un  signe 
contraire,  or  le  nombre  de  ces  lignes  étant  pair,  leur  assemblage  sera 
identiquement  nul:  ainsi  A„  — o,  lorsque  n est  impair. 

Lorsque  n est  pair,  le  numérateur  de  A,  a un  terme  moyeu  ex- 
primé par 


!©■"-  Kï-r+^e—r— “•  i • 
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et  ceux  qui  sont  placés  à égale  distance  des  tenues,  extrêmes  sont  af- 
fectés du  même  signe,  en  sorte  que  si  l’on  met  à la  place  du  dernier, 
et  de  ceux  qui  le  précédent,  jusqu'au  terme  moyeu  exclusivement,  les 
expressions  équivalentes 

i,  a"-1 — n,  5"“’—  a"-,»-f-  > etc., 

il  viendra,  en  réunissant  les  termes  semblables  placés  à égale  distance 
avant  et  après  le  terme  moyen. 


a.  i 

4-a  {a"-1  — n } 

+,  {3— ■_,-!! + 


» iG-r-ïG-r+^e^rv i 

= K s r-ie-r+^e-r- k 


le  signe  supérieur  ayant  lieu  quand  - est  impair,  et  le  signe  inférieur 

lorsque  ce  nombre  est  pair.  Soit  fait  et  concevons  qu’après  la 

substitution  on  divise  par  a le  numérateur  et  le  dénominateur  de  A,t 


on  aura 


î.a. 3... (2 p — — i)a'r-> 


| » { a)*'-— eic. | 

!—{(/* — O*'— — ! 7(p-»)v-,+ï7^:L)(^3)v-,-e‘c-} 
a)"-— ^(p—  4)1*’-— etc.} 

— etc. , 


ce  résultat  étant  ordonné  par  rapport  aux  puissances  de  p,  p — i, 
p — 3,  etc.,  prendra  la  forme 


A^=z 


±i 


i.a.3...(?/i — 0(»v — 


+ etc. 


Telle  est  l’expression  du  coefficient  du  terme  général  de  la  suite 
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jr~ 7 ~i{4+4,h+  AJi * 4-  Aji*  4-  AJis + A,fh,f  4-  etc. } , 

d’aprcs  laquelle  on  forme  celle-ci  : 

2«=  \jfuàx+Alu+AtA£c  k+At  ^ h'+A,  ^ h1. . .+Av*££h‘r-'+e\c! 
975.  Si  l’on  fait  u = ar",  dans  la  formule  de  l'article  précédent,  on 


aura 

1j^=.A  — + A,.T"-^-A,mxM~'h-{-Aini(in — i)(;/i — aJ.r^-’/i1 
4-  A6m(m — 1)(/« — a)(/n — 3)(to — 4-  etc. 

La  série  s’arrêtera  toutes  les  fois  que  l’exposant  rn  sera  entier  et  posi- 
tif; le  dernier  terme  sera 

Amm(m — 1 ){m — a) a . xltm~\ 

si  m est  pair,  et 

Am+,m(m — i)(m — a) 1 .A", 

si  ce  nombre  est  impair. 

En  rapprochant  ce  résultat  de  celui  que  nous  avons  rapporté  dans  le 
n*  g5i,  on  trouvera,  entre  les  coelliciens  représentés  par  B,,  B ,,  BSf 
B,,  etc.,  dans  le  11°  c)5a,  et  ceux  qui  le  sont  maintenant  par  A ,> 
A4,  Ae,  At,  etc.,  les  relations  suivantes  : 


A%=  B,.'-, 

B,  = a A., 

1 

1^3  =a.3. 4 A 4 , 

At—  Bf  a-j  _^.5.g  » \ 

j d’où 

Bs  — a. 3. 4-5 .6Af, 

A,—  B,.  a 3 ^ 5 g 7 g,  l 

I B,  = 2. 3. 4-5. 6. 7. 8A,, 

1 • 

^ 3.3.4...  ap’ 

) 

a. 3. 4... a pA„; 

et  comme  la  formation  des  coeflieiens  A , A ,,  At,  A Ae,  etc.,  est  con- 
nue, celle  des  nombres  de  Bernoulli,  représentés  par  B „ B3,  Bit  etç. , 
le  sera  pareillement;  car  de  l'équation 

Z?„_,  = 2.5.4....  *pA„, 

5.  >5 
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*>4 

il  résulté 


(pÉ^r-j  l4. gg+yçgg=0+ z [• 


<^3).r-.{1+^H.ï^  + i__î 

+etc. 

Exprimée  par  les  nombres  /?,,  /?3,  etc.,  la  valeur  de  2u  devient 


_ tri  ‘ ■ d éw  h . »,  d*u  h* 

ÏU=>  ffUàx---u  + B,  £-  + B, 

g + etc. 


■ B. 


As 


d5u 

dj?  a. 3. 4-57? 


976.  L’intégrale  fin Le,  qui  entre  dans  la  formule  précédente , pour- 
rait en  être  chassée  au  moyen  de  la  série 

/«Lc=*r—  + — — — etc.  (48a), 


qui  s’arrête  aussi  lorsque  la  fonction  u a,  clans  un  ordre  quelconque, 
des  différences  constantes;  mais  on  parvient  directement  à une  expres- 
sion délivrée  du  signe  f9  par  le  moyen  du  théorème  de  Taylor,  qui , 
pour  les  quantités  u_,,  u_,,  . . . antécédentes  à u,  donne  les 

séries 

— ^ i_  d*u  d5u  d4 u h* 

U dr  1 ‘ dx*  1 . a d?  1 ,a.3  dr4  TTâTÏTiJ  € C.  , 

du  A . d *u  Aft  q d3u  A1  , ~ d*u  A4 

n — 3-j f-4 -7- 8 -r— : 5+16-7-- — etc., 

dx  1 ^ dx*  1 . a dx-*  1 . a . 3 dr*  1 . a . 3 . 4 * 

du  A , d*u  A3  ,d7u  A3  , d«u  A4 

dx  1 dx  1 . a dx*  1 . a . 3 dx*  1 a . 3 . 4 * 

En  ajoutant  toutes  ces  valeurs  ensemble  (943),  on  trouve 
lu  = nu  — (1  + a -f-  3 ....+  » ) ~ 

+ (*•+  a*+3*----+  »‘)£r. 

+ (>4+a4+3L...+  ^)gr-i~ 

— etc.; 
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désignant  par  Sn,  Sn *,  Sri1,  etc.  les  sommes  des  puissances  des  termes 
de  la  série  i,  a,  3 on  obtient  cette  formule 


Xu=nu — Sn. 


Au  h c , 
3-  - -f-  5n* 


d ’u  h * ç 5 d’u 
dx'  i . a n dx1 


+ etc.. 


dans  laquelle  2«  s’étend  depuis  x — nh  jusqu’à  x.  Les  sommes  Sn , Sn‘, 
Sn',  etc. , sont  rapportées  dans  le  Complément  des  Elêmcns  d Algèbre, 
et  l’on  verra  plus  loin  (390)  la  manière  de  les  déduire  des  intégrales  2. 

On  rendra  semblables  entre  eux  tous  les  termes  de  cette  expression 
de  2u,  en  observant  que  n = Sn',  et  on  aura 


2u  = Sn° . u — Sn . 3-  -• 

n r>  1 


977.  Le  développement  de  l'expression 

/ h \— 

’S.-d’y  — e — 1) y (969) 

s’obtient  aussi  par  Je  théorème  de  Taylor.  En  appliquant  ce  théorème 

1 la  fonction  -7 J — , il  donne 
a*e* — 1 ’ 


t 


a'— 1 


,_i_i  [ - an“  - 
(a*— I)*  ~ * ((a*-*)1 


etc., 


et  le  coefficient  du  n' ""  terme  de  cette  suite  , ou  de  s"-1,  sera  égal  à 

• ^ r -r-4—  d"~‘  -r-4 — , en  observant  de  faire  z=o  après  les  dif- 

i.a...  (n — 1)  dx*  ’ aV* — i’  r 

férentiations.  Il  se  déterminera  d’une  manière  analogue  à celle  dont  on  a 
trouvé  -yÀ — d"-1  -r4 — dans  le  n°  973.  On  a en  elTet 

- 1 c,nt— oy.’-1)»  + „ 

1 (a*e* — 1)"  * 

-j-/  — = arkc~t  + -f-  a-3*e”3‘  + a~ 4*e~ **  + etc.; 

are* — 1 

par  celte  dernière  série  on  trouve 


d*-'  — - = ip{a~*e-“-f-2*-,o-*‘e-"-t-3*_,tf-3V*3*4-4'_'«-4*^-<‘-|-etc.  ] d 

multipliant  le  second  membre  de  celte  équation  par  le  développement 
de  (aV — 1)",  pour  le  comparer  au  numérateur  de  la  premièee  exprès» 


nG 

sion  de  d"-1 


ake‘~^  i 


CHAP.  U.  CALCUL  INVERSE 
, on  trouvera 


rac— >et— 0,4-a*— «<*—  : h4-3— 1 '«c*-»V— : >>4-4— ‘o<— 4J‘ec*-4>*-{-€‘CA 

- „/*—»«<"-*>* 2— 5— ,/wf*_4>e(,-4)* — etc.  I 

n(”— O fl<— at*-0»eC*-4>-(-etc. \ 


+ 


. n(n— ))(n— g) elc  l 

a. 3 I 

-f-etc.J 


Cxd‘—'v‘é-,~'i>  + -J-  CV^"-3^"  3> . . .•+■ C._,o‘e*, 


d’où  l’on  déduira 

C,  = =pi,  C.==F(a— ■ - n),  C,=q=(5—~ a— «4* » 

/ _ . . .nfn — 1)  n(n — i)(n— a)\ 

c4==f(4— O )’  clc- 


Faisant  ensuite  s=o,  dans  l’expression  de  d— 1 et  se  rappelant 

qu’il  faut  remplacer  z—  par  A-1^,  on  aura  pour  le  terme  général 
de  la  valeur  de  2a*/,  cette  formule 


|aC»-‘)‘^a*-,-n)a(*^>+(3*-'-a*-,n+^r^)oc,-,>‘+etc.  ] 

^ 1 . a .3. . . . (n— i)(a*— 1)* 


978.  Nous  allons  encore  rapporter  une  méthode  proposée  par  Euler,’ 
pour  obtenir  l’expression  approchée  de  Xu,  au  moyen  d’une  équation 
différentielle  du  premier  degré  et  d’un  ordre  indéfini. 

Si  l’on  fait  Su  — z,  il  viendra  u—hz;  et  l’on  aura,  parle  théorème 
de  Taylor,  l’équation 


que  l’on  pourra  terminer  lorsque  la  quantité  A sera  très-petite,  on  que 
les  coefficiens  différentiels  ^ , etc.,  ne  formeront  pas  une 

série  divergente  ; on  aura  alors  une  équation  différentielle  du  pre- 
mier degré,  à coefliciens  conslaus,  d’un  ordre  marqué  par  celui  du 
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terme  auquel  on  s'arrêtera  , et  dont  l'intégration  ferait  connaître  la  fonc- 
tion z (61 1). 

Au  lieu  d’intégrer  l'équation  différentielle  ci-dessus,  pour  en  tirer  la 
valeur  de  u,  nous  ferons  usage  de  la  méthode  des  substitutions  suc- 
cessives. En  négligeant  d’abord  les  puissances  de/l,  supérieures  à la 

première,  on  aura  11=^*»  d'où  z=j  fud.r.  Soit,  pour  abréger, 
^yîuLr  — P,  et  posons  z = P -h  ph;  en  substituant  celte  valeur  dans 
l'expression  de  u,  nous  aurons 


u 


dP  h d'P  h'  . d’P  y 

de  1 ' de*  i.a  ' deJ  i.a.3 

d p h“  d‘/>  A1  d’V  A1 

, Je  1 ' de*  1.3'  4eJ  1 . a . 3 


-f-  etc.  * 
-f-  etc. : 


mais  il  est  évident  que  la  première  ligne  du  second  membre  est  égale 
à AP;  et  en  se  bornant  dans  la  seconde  au  ternie  affecte  de  À* , ou  ob- 
tiendra u — AP  = /i*  , d’où  p — p/(tt — AP)djc. 

Faisons  encore 

£/(«-AP)  d*  = P% 


et  prenons  p = P'-f-  p'h  ; l'équation 


deviendra 


t àF  h-  , d 'P  v> 

h* 

l de  1 

* dr“  1 .2 

^ dP 

.a  .3 

d*p'  h* 

,dy 

h* 

de  1 H 

r de*  1.3 

‘ de‘ 

.3.3 

-f-  etc. 
-1-  etc.; 


la  première  ligne  du  second  membre  étant  égale  à /tAP',  on  aura,  en 
se  bornant  au  premier  terme  de  la  secoude, 

u — A P — h&P—  — /15,  d'où  />'  = p J\u — A P — h hP')dx. 

11  est  facile  de  continuer  ce  procédé,  qui  donnera 

Su  = z = P 4-  P'h  4-  P'h-  -f-  etc. , 

P = i/nic,  P=  p /(u — APJcLc,  P'=  p/(u-AP— /iAP')dx,etc. 


ll8  CHAP.  II.  CAI.CU*,  INVERSE 

Pour  en  montrer  l’application  , nous  ferons,  avec  Euler,  u=x',  h=r  ; 
il  viendra 

P^ix*,  P=zf{x'— i (3** + 3x  + !)}<!•*  = — (ï^*  + i-r), 

P"  = /{— (X  -h  i)  -+■  * + : + ï } àx  = ix,  P"'=  o, 
et  par  conséquent 

Xx •=  i X3  •—(  K .r*-4-  $ xH-  ï x 4-  const.  = j x3—  i x*  + j x + const . , 

résultat  qui  s'accorde  avec  celui  du  n’  g5o. 

979-  Lorsque  la  fonction  u est  de  la  forme  vy,  on  parvient  h un  ré- 
sultat délivré  du  signe  d'intégration,  en  faisant  2y  = es,  ce  qui  donne 

vy  — A. es  = sAv  ■+■  eAs  -+-  AcAa  = z Av  -f-  c,Az, 

en  mettant  v.  à la  place  de  r + Av,  et  d’où  on  tire 

» fd“  A i d't  A’  . <Pz  A1  t 

vy  zAv  = v.  {air“f*  d?r5  + 'd?7X5+  C,C7’ 

En  négligeant  les  termes  multipliés  par  A,  on  obtient  d’abord  z=^. 
Faisant ‘^  = P et  z=?P+PÙ>  il  vient  ensuite 

Ai/ 


— phAv  = v, 


dP  A d‘P  A-  d3P  A’  y 

dl  i ^ dx‘  i.a  ^ dx3  i.a.3  ^ I 
dp  A*  , d'p  A3  , d’p  A* 
dx  ï "’3  dx“  t .a 


dx*  i . a dx3  i . a . 3 

lu-^-  j.  ^ il  4.  d>  -;,t  -j—  etc 

^ Hr>  . o 7“  <jx3i.a.3  ^ 

d'où  l'on  déduira,  en  raisonnant  comme  dans  le  numéro  précédent. 


— phAv  = i,aP,  et  P = • 


v,ap 

Aa*>  i 


puis  on  posera 


■’ £-r>  r=r+A, 


et  en  vertu  de  l’équation 

7 . * n i fdp  A*  . d*p  A®  1 

—ph Av  = p.A P + v,  - + _ — + etc.} , 


on  aura 


— p'h'ùkv  = p», 


tTLJL 

dx*  ï .a 


-'etc. 


n;  dy  A1_ 

,+  dx  1 + dx>  I.s  + elc’ 
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"9 


— p'h&l’Z=ZV,&P')  p1 


H&v  " 


La  marche  du  reste  de  l'opération  est  semblable  à ce  commencement, 
et  en  la  suivant  on  parvient  à 


Ivy  ==  VZ  — V {P  4-  F h + F'h1  + etc. } , 


F = 


V,àP 

h&v  ’ 


i vaP' 
llùv  9 


etc. 


980. Ce  serait  ici  le  lieu  de  rapporter,  comme  formules  d’approxima- 
tion, celles  qu’on  tirerait  des  nM  g45,  947 1 parce  qu’elles  sont  analogues 
aux  expressions  de  fXàx  données  dans  le  n°4®a;  mais  comme  elles 
mènent  rarement  à des  suites  convergentes  , nous  aurons  peu  de  chose  à 
dire  sur  la  manière  d’intégrer  par  approximation  les  différences.  Ce  pro- 
cédé, de  même  que  son  analogue  dans  le  Calcul  intégral  aux  diffé- 
rentielles, consiste  à convertir  les  fonctions  proposées,  en  séries  dont 
chaque  terme  soit  facilement  intégrable;  et  c’est  ce  qui  arrive  quand 
ces  termes  sont  des  produits  de  facteurs  équidifférens  (946,  g4?) , ou 
l’unité  divisée  par  ces  produits  (948). 

Cependant  il  esta  remarquer  que  la  plus  simple  de  ces  dernières  fonc- 
tions échappe  à la  règle  générale  donnée  pour  leur  intégration,  de  même 

que  la  différentielle  a:- '&*  met  en  défaut  la  formule  ^4^»  car  l’intégrale 
2 ^ étant  rapportée  à la  formule  générale  du  n*  948)  donne  zn=  1 , ce 

qui  rend  infini  le  facteur  constant  ^ iJ ^ de  cctle  formule,  et  nul  le 

nombre  des  facteurs  variables  qu’elle  doit  contenir , indiqué  par  m — 1 
dans  l'état  général;  on  verra  plus  loin  (982)  ce  que  signifie  celte  der- 
nière circonstance. 

E11  recourant  à la  formule  du  n*  975 , il  vient 


2 i = ! lx ^ — — — — 

x h u'  ax*  4X‘. 


Æ5A5 

tii? 


etc.  -f-  const. 


981.  Stirling  s’est  occupé  le  premier  de  la  conversion  des  puissances  ni^nu'on 
positives  et  négatives  en  produits  directs  ou  inverses  de  facteurs  équidif- 
férens;  mais  les  résultats  qu'il  a obtenus  s’expriment  plus  simplement  nnlnt  ou  Jaçtu- 
et  Se  généralisent  beaucoup,  en  considérant  ces  produits  dans  leur  ana-  ncU's- 
logie  avec  les  puissauccs,  comme  l’a  fait  Vaudermoudc,  dont  je  vais 
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exposer  ici  l'ingénieuse  théorie,  qui  se  trouve  dans  les  Mémoires  de 

l'Académie  des  Sciences  pour  l’année  1772  (IIC  partie,  p.  48g). 

Par  l’expression  x*  on  entend  le  produit  d’un  nombre  n de  termes 
consécutifs  de  la  suite 

x,  x,  x,  x,  x,  etc., 

dont  les  différences  premières  sont  nulles.  Après  celte  suite,  se  pré- 
sente immédiatement  celle-ci  : 

x,  x-+-A,  x-f-aA,  x + 5A,  etc., 

dont  les  différences  premières  sont  constantes  et  les  secondes  nulles  : 
il  parait  donc  naturel  de  regarderie  produit  d’un  nombre  n de  termes 
de  cette  dernière,  comme  venant  après  la  fonction  x*,  dans  l’ordre  de 
la  simplicité,  et  de  l’exprimer  d’une  manière  analogue;  c est  pourquoi 
nous  représenterons  la  quantité 

M 

x(x -f- A) [x  + (/t  — i)/i],  par  [x,  A], 

h désignant  la  différence  commune  des  facteurs,  et  n étant  leur 
nombre. 

En  passant  aux  suites  dont  les  différences  secondes  sont  constantes  et 
les  troisièmes  nulles,  on  ne  formerait  pas,  comme  a paru  le  croire 
Vandermonde,  un  nouveau  genre  de  fonctions;  car  toute  fonction  algé- 
brique dont  les  différences  secondes  sont  constantes , étant  de  I.*  forme 
ax*  -f-  (Sx  -j-y,  peut  se  décomposer  en  facteurs  du  premier  degré,  sous 
la  forme  a(x — a)(x — b) , d où  il  suit  que  passant  dex  à 

x-f-A,  x-|-2 A, x+(n — i)A, 

et  formant  le  produit  des  valeurs  successives  que  prend  alors  la  fonc- 
tion proposée,  ou  aura,  suivant  la  notation  employée  ci-dessus, 

[*x*  -f-  /3x  + y,  A]  =a"[x — a , A]  [x — A,  A] , 

d’où  l’on  voit  que  la  fonction  du  premier  membre  se  décompose  en 
produits  de  facteurs  simples  équidifférens. 

Cette  considération,  qui  peut  s’étendre  aussi  loin  qu’on  voudra,  m’a 
fait  renoncer  à la  dénomination  de  puissances  du  second  oixbe}  que 
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« 

j’avais  appliquée  au  produit  [x.  A],  et  préférer  le  nom  de  factorielles, 
que  leur  a donné  Arbogast  (*). 

t”.  On  peut  présenter  toute  factorielle  de  manière  à rendre  la  diffé- 
rence A = » , et  faire  ensuite  abstraction  de  cette  différence,  ce  qui 
simplifie  un  peu  la  notation;  en  effet,  en  rcpreuant  la  valeur  attachée 

N 

au  symbole  [x,  A],  on  a 

x (x  -f-  A)  (x  -f-  2A)  (x  + 3A) [x  -f-  (ra — i)A] 

-*œa+o«+’)"-(î+— o- 

ce  qui  donne 

[x,A]=A-[î,  ,]=A-[fî, 

en  convenant  de  ne  point  écrire  la  différence  des  facteurs,  toutes  les 
fois  quelle  est  égale  à l'unité. 

2°.  Nous  avons  supposé  que  la  suite 

x,  x-j-A,  x-f-aA,  x+3A,  etc., 

était  croissante;  on  indiquerait  le  contraire,  en  affectant  du  signe  — la 

" « 

différence  A;  mais  pour  donner  aux  produits  désignés  par  JjjQ  la  forme 

des  coefüciens  du  binôme  dont  les  facteurs  sont  écrits  dans  un  ordre 
décroissant,  nous  supposerons  que  x est  le  dernier  terme  de  la  suite 
proposée , et  que 

[îj  = 5 (*  — )(ï -»>  ■ • - G — + ■> 

Cela  posé,  faisons , pour  abréger,  ~ = p , et  montrons  les  rapports 

* * -* 

du  symbole  [p] , avec  l’expression  si  bien  connue  p'. 

982.  Il  est  d’abord  évident  que  de  même  qu’on  a />*=/>”./>"—' * , on  a 

■ B l-M  • 

aussi  O]  — [/>]  O— m\i  car  m 

(*)  M.  Kramp  les  avait  d’abord  appelées  facultés  numériques,  dans  son  Analyse  des  ré- 
fractions, tuais  il  se  sert  à présent  du  nom  proposé  par  Arbogast  ; et  il  désignerait  [[x,  A] 
par  x’K  (Voyez  ses  Siemens  U Arithmétique  universelle.  ) . _ 

3.  . "ï6 
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[p]  — p (p  — »)(/>  — a)- •••(/>—«■+•  o» 

m 

O]  = p {p  — 0 (/’  — a )••••(/’— "H- 0>' 

n — m . 

[p—m]  = (p—m)(p  — m—\) [p_m— (ra— m— i)], 

et  le  troisième  produit,  dont  le  dernier  facteur  se  réduit  à p — n-f-r  , 
renferme  tous  ceux  du  premier  qui  ne  se  trouvent  pas  dans  le  second. 

Les  conséquences  qui  résultent  de  l’équation  p*s=.pm.p'~' ”,  lors- 
qu’on y fait  w=5  0 et  m négative,  ont  leurs  analogues  pour  les  fac- 
torielles. Quand  m =o,  on  a p'  =p°pn,  d'où  p"  — i , et  l’équation 

[p)  — \p]\p  — m\,  devenant  [p]  = [p][p],  donne  aussi  [p\  = t. 

En  faisant  » = o,  dans  la  même  équation,  on  en  tire 

O 

o W ' — w ^ > — **  p n I | 

[p]  = jpj  [p — »«],  ce  qui  conduit  à [p — »i]  = ^ = — ,commele- 

C P]  M 

quation  pn  = pn.pm~m,  dans  la  même  hypothèse,  mène  à 

p~m  = j et  si  l’on  écrit  p-f-zn,  au  lieu  de  p , on  aura 

— " i 

[P\  = — —• 

[p4-m] 

Ces  deux  dernières  remarques  établissent  la  loi  de  continuité  entre 
, [p\  = p(p—i){p  — 2)(p~-3f-" -(p—n+ 

. I>]  = 1 » 

1/']  — (p  + «x  p + ix— 0(p  + n — a).  ...(p-1-i)* 

En  écrivant,  dans  la  troisième  expression,  les  facteurs  du  dénomi- 
nateur suivant  l’ordre  direct  de  leur  grandeur,  ou  aura 

— i « i 

(p  + ')(p-M)0>  + 5)--  • ••(/»  + “)  ' 
et  si  l’on  fait  p—  o,  ou  tombera  sqr  la  nouvelle  expression 

L°J  • j .3.3 n * 

qui,  toute  singulière  quelle  est,  n’en  doit  pas  moins  être  adoptée,  à 
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cause  de  sa  simplicité.  F.lle  n'est  point  absurde,  puisque  le  facteur  o 
n’entre  pas  dans  son  développement. 

983.  Eclaircissons  cette  notation  par  quelques  exemples.  Le  produit 
11.9.7*5  s’écrira  de  ces  deux  manières  : [11,2],  24Q^~j; 

-1 

la  fraction  £—■ 1 de  celles-ci  : a_  C»  — O’ 

revient  h 


ri 

1 r 

L3  '. 

J,  «u  3, [ 

5.7.9. u 

la  fraction  — - — - — — = 
i .4.7  ■ 10. 13 

enfin  L-  —=  équivaut  à 

1.2. 3. 4 5 1 

La  première  et  la  seconde  fractions  se  ramènent  à la  forme 


s 

[O  J. 


= LH, 


(/>+0(p  + 2)(/>  + 3) (p+  i> ) 

en  divisant  chaque  facteur  du  dénominateur  par  la  différence  qui  règne 
entr’eux. 

La  formule  du  binôme  devient,  par  ces  nouveaux  signes, 

(a-f- b)'  = a”  -f-  [»]  [o’a"— 'è  + [«]  [oV_’4,-f- [n]  [o]a"-’i3 
-f-  [n]  jo]a”~"i”  -f-  etc. 

Ce  qui  les  distingue  de  la  plupart  des  notations  qu'on  aurait  pu  ima- 
giner, c’est  qu’ils  sont  susceptibles  de  devenir  l’objet  d’un  calcul  aussi 
simple  que  celui  des  exposans  , avec  lesquels  ils  ont  la  plus  grande 
analogie.  Le  lecteur  se  les  rendra  familiers  par  les  fréquentes  applica- 
tions que  nous  aurons  occasion  d'en  faire;  mais  il  doit  se  rappeler  soi- 
gneusement ces  résultats  : 

•»  •*  . » 

■ 

[j-,  h ] = x",  lorsque  h = o ; 

n 

[, x , /«]  — x",  lorsque  x est  infinie  par  rapport  à n et  ah; 

H 

[/»]  = o,  lorsque  p —o; 

— « 

[p]  — £>  lorsque  />=—  î; 


A[p]  = n[p]  (926), 

*[p\  = — «GT, 


*[p\  = + const-  (946), 

2[/>]  = constat) 47). 
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984.  Occnpons-noos  maintenant  de  transformer  les  puissances  p" , 

n n— 1 

en  fonctions  des  factorielles  [/>] , [/>],  etc.  Suivant  la  marche  de  Van- 
dermonde,  faisons  d'abord 


p'  = A p -\-B  p>  -+-  C[p ] 4-  D[p] 4-  M[p\  4-  A7  p],‘ 

et  supposons  que  n devienne  a cause  de  p9**  = /?"./;,  nous 

aurons 


P'*'  = APr p)  4-  Bp[p]  4-  CP  P\  4-  DP,P; 4-  Mp[p]  4-  Nplp]  ; 

» » «4-*  » 

mais  de  [p\  = [p\(p—n)t  on  tire  p'p)  =s  \p\  4-  n[p ], 


[p]  = [p](p—‘ «4-0, 

n — 1 ■— a 

[Pi  = [p  (p— «4-a)> 

[p]  = \p]{p—> *4-3), 

’ [P]  = \p](P— 0* 

W = [p\(p— ■)> 

substituant  ces  valeurs,  il  viendra 


P P\  = \P\  + («— ' ')[/»],' 

A»>J  — l>î  + («— 0>*7 

,>r=  wf+ 

/\>]  = [p]  4-  a|>]  , 

P>j  = W 4-  *[/>]» 


P°*"—A\P.+  B p}+-  C\\pî+  D\p]...-\-  N\\p]  i[^]. 

• -\-hj4  -t-(/» — \)B\  4 ~(n — a)C|  — f— JVJ 

Le  second  membre  de  cette  équation  donne  la  manière  de  tirer  suc- 
cessivement le  coeflicient  d'une  puissance  quelconque  de  ceux  de  la 
puissance  immédiatement»  inférieure.  Si  l’on  fait  n = o,  il  en  résultera 


I » _ 

P = Aip]\  et  comme  [p)=/J,on  en  conclura  J=z  1.  Ce  premier 
coeflicient  étant  connu,  tous  les  autres  se  forment  avec  la  plus  grande 
facilité;  et  c’est  ainsi  qu'on  a construit  la  table  ci-dessous. 


P‘  = [ p] , 

P'  ~ [À  + [>j, 

P ’ = W*  4-  5 [p]  + [p], 

P*  — [p]  4-  G p]  4-  7\p]  4-  r/(j , 

P5  = [/]  4-to^j  4-a5[/>]  4-i5[/i]  4-  [p  j, 
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On  arriverait  à l’expression  générale  de  p ",  avec  le  secours  de  l’in- 
tégration ; car , par  l’expressiou  de  p’~,''i  on  a 

A B = nA,  AC  — (n — i )27,  A D—(n — a )C,  etc.; 

or,  A étant  1,  on  trouve  27=  2n  = 2[n]  = — — , ce  qui 

donne  AC  = — ~-^i  et  en  observant  que  d'après  les  formules  pré- 

cédentes,  (» — 1)*=  [«— 1]+[« — i],  on  changera  AC  eu d’où 
on  tirera,  en  intégrant. 


C^jà^ià'j+const.^l  +£ons[ 


Les  constantes  se  déterminent  ici  comme  après  l’intégration  des  diffé- 
rentielles, par  une  valeur  donnée;  et  puisque  les  eoefficiens  2? , C,  etc.  , 
doivent  s’évanouir  lorsque  »= o,  il  s’ensuit  que  les  constantes  mises 
à la  suite  de  leurs  expressions  doivent  être  supprimées. 


985.  La  transformation  qui  se  ferait  successivement,  an  moyen  des 
formules  précédentes,  s’effectue  sur-le-champ  par  la  formule  du  n"  936, 

qui,  par  la  notation  de  Vandermonde,  et  en  faisant  devient 


«r  = U -+-  -+- 


1 .a  ' 


C pW* 

1 .3.3 


-f-  etc. 


En  l’appliquant  à Jcm,  et  l’écrivant  dans  un  ordre  inverse,  on  trouve  j 
pour  le  cas  où  A = 1 , 

r.  _ [P>”-o~  , [pîâ--. o"  CpV  °m  CpÎa.o" 

i.a.3....m  ' i.a.3...(in — 1) ' î.a  ‘ 1 * 

ce  qui  fournit  de  nouvelles  expressions  des  eoefficiens  A,  27,  C,  etc. 
U faut  observer  que  le  coefficient  du  premier  terme  est  toujours  l’unité, 
puisque  A". o"  = r. 2. 3. . . .m  (885). 

Je  n’insisterai  point  ici  sur  la  transformation  inverse  de  la  précédente; 

car  il  est  facile  de  voir  que  la  factorielle  [/»] , équivalant  à 

®(f>—  *)(/» — a) G0 
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sc  développe  suivant  les  puissances  de  p , dans  la  forme 

P * 4-  A,p—'  4-  A,p'~'  + Ajp—* 4-  A,_,p, 

A , At,  A,,  etc. , désignant  la  somme  des  nombres  i , a,  3, n—  î , 

celles  de  leurs  produits  deux  à deux,  trois  à trois,  etc.  Nous  revien- 
drons dans  la  suite  sur  la  formation  de  ces  sommes  (*). 

986.  Passons  maintenant  aux  puissances  négatives,  et  faisons 

p—  ==  A{p\  4-  B[p]  4-  C[p] 4-  M \J>]  4-  iVi>j  + etc. 

En  multipliant  les  deux  membres  de  cette  équation  par  p , nous  aurons 

— * — * — I — ,i—*  —t\ m t . nt , 1 

P~’+'  — APP\  + BP  p\  4-  Cp  p] 4-  Mpip]  4-  H'p[p]  4-  etc. , 

. iP\  = Ip'Àp-'rn) , d’où  p[p]  ==  [p]  — n[p]  , ■ 

[p  = [p  lp+n+i), 

ip]  = [p]{p+n+ï), 
etc., 

d’où  nous  conclurons 

— 1»4-*  — » 

p-+‘  = A[p]+  B[p]-h 

— nA  — {/i4_,)-®|  — 

résultat  qui  ne  diffère  de  son  analogue,  dans  le  numéro  précédent , 
que  par  le  signe  de  n;  et  comme  tous  deux  coïncident  lorsque  n = o, 
on  est  en  droit  d’affirmer  que  le  second  doit  se  déduire  du  premier, 


(*)  Par  la  notation  de  Vandermonde , et  en  vertu  du  n“  945,  on  a 

•Zv,  — coiut.  4 4.  4 4 etc.  , 

d’où  il  suit 

ir"  = const.  4 Ç£W;  +[p>Vo-  , [/>>".  c" 

i.a  ^ 1.3.3  ‘’"Ti.a.3...  (S+7)' 

Si  1 on  range  les  termes  de  cette  formule  dans  un  ordre  inverse,  et  qu’on  développe  les 
factorielles  suivant  les  puissances  de  p , on  obtiendra  de,  expressions  assez  simples  des 
relations  annoncées  à la  fin  du  n°  g5a , eutre  les  nombres  de  Bernoulli. 


■M— I — M 


plp]  = [/O  — («4-1  )[/»], 
p[p]  = [ri  — («4-3)[ri  »* 

etc.. 


C\[P\- 


N\[p]  4.  etc., 
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en  y changeant  simplement  le  signe  (1e  n.  On  prendra  donc 

J x n(n-f  i)  fn(n-fi)(n+g)(n-f5)  n('»+0("4- a) 

a * al  4 3 

et  l’on  voit  que  la  série  ne  s’arrête  plus  comme  pour  le  cas  de  l’ex- 
posant positif. 

On  peut  former  successivement  les  valeurs  de  p~ ’,  p~‘,  p~3,  etc.  , 
en  partant  de  la  valeur  de  p°,  qui  est  i , et  en  faisant  en  conséquence 
n — i , dans  l’expression  de p~‘*'  rapportée  plus  haut,  laquelle,  à cause 
• 

de  p‘  = [/»] , donne 

A—i,  B — A — o , C — 35=  o,. . .iV— (i  + ro)Af  = o , 
d’où  on  tire 

p~'  = M+i  [PJ+1  • *[p] + 1 • 2 • +1.3.3 (;n+ 1 )OÏ+elc. 

Supposant  ensuite  n— 3,  la  puissance p—**"'  se  changera  en  p~' ; en 
la  comparant  au  développement  ci-dessus , il  viendra 

A—  i,  B — 2Â  — 1 , C — 5B  =1.3,  etc., 

et  par  conséquent 

p~‘  = [p]  + s\_p]  + ”[p1  + elc- 

En  continuant  ainsi , on  trouvera 

p~s  = [p]  -H  + 35[p]  + e‘c-  (*)• 


(*)  Les  formules  de  Stirling  ne  sont  pas  tout-à-fait  les  mêmes  que  celles-ci , parce  que 
n'ayant  pas  aperçu  la  loi  qui  lie  [/>]  à [p]  (980),  il  prit  pour  analogues, 
dan»  le  système  de»  factorielles,  les  expressions  p et  qui  ne  le  sont  que  dans  celui 
des  puissances  ; et  il  trouva  en  conséquence 


1 1 

P~'P 

1 1 1 ^ ^ ^ — a.  etc. 

pi=p(p  + 0 + P(P  + 1)CP  + B)  p(p+  i)(P+2)(/’+3) 

etc. , 

résultat»  qui  s'obtiennent  en  divisant  par  p les  deux  membres  des  valeurs  de  p*,  p~‘,  etc., 
rapportées  ci-dessus. 
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387.  Par  suite  de  leur  analogie  avec  les  puissances,  les  factorielles 

de  la  forme  p + <f\  > ou  à base  binôme,  s’expriment  dune  manière  très- 

b a — 1 

élégante,  au  moyeu  de  [p],  [p ,,  etc.  On  a d'abord 

[p-^T.—P+l—  M + W » 

[p+qjzKp+iXp+q— O =*p(p—  *)  + aP7+ 7(7— *) 

=>]  + *[p]  [7  -I-  ['/]  » 

où  l’on  remarque  la  même  loi  que  dans  les  deux  premières  puissances 
du  binôme.  Pour  s’assurer  de  la  continuation  de  cette  loi , il  suffit  de  la 

n iHM 

constater  dans  le  passage  de  [p- f-ÿj  à [p+7 J.  Or 

[P  + 7]  = [P+7j(P*+*7 — ")  = [P  + 7XP”,0+[p-4*7]7> 

posant  donc 

fp+7]  = Fp]  + <pj  [7]  + B[p]  (?]  ■+•  c[p]  17J  + e,c-  » 

on  formera  l’cqualion 

tp-HJ  = {[p]  + A Pi  [9]  + B\p)  [f]  + c\p  [7]  -f- etc.  }(/>—«) 

+ {[p]  + AP\  t?j  + B lPJ  [fî  -1-  etc. } 7 

• , , , * l 

mais  on  voit  aisément  que 

a it+t 

[p](p— «)  = [Pi  » 

[p]('p— «)  = lpÎ((  p — "-H  ) — 1 } = [pî-  [pL  7 = W» 

[pJCp— ")  = [p"]{(p~«+a)— a}  = [pj— a[p],  [?>/  = [7]+  [7]» 
[pjp—n)  = [pl{(p — »+5)— 3}  = [p] — 5£p]  » [7.7  = [7J+<7J> 

etc.  ; 

substituant  ces  valeurs  et  effaçant  les  termes  qui  se  détruisent,  il  vient 

n-4-t  n-f-i  n 1 a—i  * a— a 3 

O+7J  = (>]-M|  [p]  [7]  + B [p]  [7]  -f-  c\ [p]  [7]  + elc-» 

-|-  1 1 •+•  -A  -+■  B I 

ce  qui  prouve  que  les  coefficiens  des  factorielles  changent  ici  comme 
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ceux  des  puissances  dep  et  dey,  dans  le  passage  de  (/^+y)*  à (/>+y)*+1.' 
L'identité  des  uns  et  des  autres  étant  déjà  établie  pour  les  deux  pre- 
miers degrés,  on  aura  par  conséquent,  pour  un  degré  quelconque, 

\p-\-q\  = \p  + ro’  [«]  [/>]  [y]  + [o]  [»j  [p]  I_yj  -H  [o]  [«]  [/>]'[y]  + elc., 
suivant  la  notation  du  n*  98Î. 

988.  Les  factorielles  étant  interpolées  prennent,  comme  les  puis- 
sances, des  exposans  fractionnaires;  mais  pour  en  calculer  alors  les 
valeurs,  il  faut  les  transformer  en  d'autres  où  le  nombre  fracliounaire 
n’entre  plus  comme  exposant,  ce  qui  les  change , ainsi  qu’on  va  le  voir, 
en  produits  composés  d’un  nombre  infini  de  facteurs.  Par  le  n’  982,  on 
a d’abord, 

[/'J  = [p]  0+7'j  = [p]  O-M  [p+r—n]  = iL'SPjtll f 

C P— "] 

* • 

eu  observant  que  \_p+r — n]  = — . U viendra  de  même 

[>—»] 


d’où  l’on  tirera 


ffl  = 

[<?  + "] 


[P\  [-7*]  = [F  + r]  + 


cp:  m 


LP  — '•]  Dj  + nj 

Maintenant  il  est  visible,  soit  par  le  développement,  soit  par  ce  qui  a 
été  dit  n*  q83,  que  la  limite  vers  laquelle  tend  l’expression 

[p-\-r\  [y+/] , à mesure  que  le  nombre  indéterminé  /■  augmente  par 

n — n 

rapport  aux  nombres  p,  y et  «,  est  [r]  [/•],  et  que  cette  dernière  tend 
à son  tour  vers  rV- “=  1.  En  supposant  donc  r infini,  on  aura 


i.P]  [?] 


M C<?3  _(p— ”-H)(p— n+a)ctc.  (<7+n-H  ) (y+n -fa) cir. 

(p+0(p-M)«tf-  ‘ (y+0(y+a>tcï 


[P—  »j  [<7  + «j 

valeur  dans  laquelle  le  nombre  n 11’entre  plus  comme  exposaul 
Prenons  pour  exemple  la  série 

1 1.3  1.3.5  1 . 5 . 5 . 7 . . . ( a.r — 1 ) 

a*  a. 4*  a.tf.S’  a. 4. 6$. . , .ax  ' 


5. 


nzSSiji 


, . • - 

Js; 

Sr” 


. - 
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dont  le  terme  général  est 

= — [*— i]  [ô]  ; 

[a.r,a]  arO] 

dans  ce  cas  on  a p = x — -j,  7 — 0,  n=x,  et  il  vient 

[•*-*]  M=C-^CS- 

[— iüOJ 

Si  l’on  fait  x = },  on  trouvera,  en  développant  les  factorielles  affec- 
tées de  l’exposant  infini  /•, 

, i - i ; )(,_  ; )(3— J ) etc.  (1+0(1  4=0(  1+5) etc- 

l°j  L°J — i .a!3.etc.  ’ 1. a. 3. etc. 

1 .3. 5. etc.  3. 5. 7. etc. 1.3.3.5.5.7-etc. 

— a. 4. 6. etc.  * à. 4. 6. etc.  a. a. 4. 4.6.6. etc.' 

989.  En  changeant , dans  1 ccjuation 

[p+q]  = [p]  4-  [ô]  [ri  fri  [ri  + [oj  [«]  Iri  [ri 

4-  [°]  ["]  f p]  [ri  + 1°j  Cri  [ri  + e,c-  > 

à laquelle  nous  sommes  parvenus  dans  le  n‘  987,  17  en  m,  p en  p -\-n\ 

—R 

et  multipliant  ses  deux  membres  par  [/>]>  >1  viendra 

[p+m-\-n]  [/»]  = {p+n\  [p'i  4-  m]  [o]  [”]  f/H-»]  [p.l| 

+ W [oj  [ri  tP+ri  [ri  > ; 

4-  W [oj  [ri  [p+«]  tri’ 

+ etc. 

or,  il  est  visible  que 

[>+ri  [ri  = 1 « ! p+ri  [ri  = [ri  » [p+ri  [ri  = [ri  > — 

[p+n]  [/?]  s=  [ri  : 

on  aura  donc 

[H-"‘+ri  [ri  = » 4-  [m]  [oj  [«]'  [ri  4-  [»»]  [oj  [n]  fri 

4;  w [oj  [ri  [ri  4-  H [Oj  [ri  [ri  4-  etc.; 
et  comme  le  second  membre  de  cette  équation  demeure  le  même  lors- 
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qu’on  y échange  les  quantités  m ei  n eutre  elles,  il  s’ensuit  que 

[/>+»+«]  [P\  — [p+n  + m]  [/']- 
Si  l’on  remplace  p par  q,  et  qu’on  écrive  ensuite  p à la  place  de 
et  p — q—n  à celle  dcm,  on  aura  l’expressiou 


t —I  1 — » 


O]  W\  = 1 + [p—<I—n\  [oj  [«]  [y]  -f-  [ p—q—n ) [o]  [«]  [7] 

+ IP— 7 — "J  [°]  W [7 J + [p — q — n]  [o]  [nj  [<7  J -f-  etc., 
dans  laquelle  la  quantité  n n’entre  plus  comme  exposant,  et  qui  peut 
par  conséquent  servir  à l'interpolation. 

En  l'appliquant  à l'exemple  du  numéro  précédent,  elle  donnera 

[-*“  ïî  L°j  = 1 + [—  ï]  M [*j  [ôj  4-  [—  f]  [o]  [*J  [ô]‘ 

4-  [-  a [o]  [»]  [ô]  4-  [- ij  [ôj  [*J  [Oj  + etc., 

résultat  qui  revient  à 

[x-i]  [r=.-i^-4-~  5 - — felfa*  -f-  etc. 

L JL  - a 1.1  1 3.3  1.1.3. 3 3.3.3  1.1. 3. 2. 3. 0 ' 

Une  des  interpolations  les  plus  remarquables  de  ce  genre,  est  celle  de 
la  suite 

tïi  [—«i = (_  i -j- , j — 1> 

r.àr  rà  _ iG-0 « • V 

L,JL  ~ (_: + ,)(-!,+ 3)  — 3»  ‘dût* p 

'm*  r_  rî  _ i(-:-oa-g) ». 

L*JL  ïj  — (_i+l)(_ij.3)(_i+3)  — 5» 

r • 1 r—  — è(t-oc— 9)(i— 3) • 

L‘JL  s J — ( — î + 0(~ï+®)( — i+3)( — i +4)  “ 7* 

etc.  ; 

n — n 

d’où  il  faut  d’abord  conclure  [7]  [—  7]  = ± , suivant  que  n est 

impair  ou  pair. 


. an— 
•in- 


Avec  un  peu  d’attention,  gn  reconnaît  que  l’expression  — — — — 

donne  précisément  les  memes  valeurs  lorsque  l'indice  n est  entier,  d’où 

. a/i— 1 

a _»  Sln  * 

il  résulte  que  les  deux  expressions  [xJ  [ — il"  cl  ~ an—~i — > ont  une 
infinité  de  valeurs  communes.  En  interpolant  donc  la  première  par  la 
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"Seconde,  on  en  déduira,  lorsque  n={, 

i __  i sin  o x - 

Ct3  [— T"  ? 

mais  la  vraie  valeur  du  second  membre  de  celle  equalion  etanl  i7rf 
il  viendra 

t î 5 c— TI = 5 * 

résultat  dont  le  premier  membre  étant  développé,  donne  l’expression 

«• 2.3.4. é-6-6-  •• 

a t .3.3.5 .5.7...  * 

due  à AVallis,  et  qui  sera  vérifiée  de  plusieurs  manières,  dans  la  suite, 
au  moyen  des  intégrales  définies  auxquelles  les  factorielles  peuvent  aussi  se 
rapporter. 

Si  dans  l'équation  [/>]  = [j>]  [p — /»]  (982),  on  fait  p = î,  m—  1, 
n — i,  on  aura 

1 ± 1 __  L 1 

et  par  conséquent 

*{(*!}*  = ;, 

expression  analogue  à Va  = 2 V^.  Il  est  remarquable  que  la  première 
soit  le  côté  du  quarré  équivalent  au  cercle  dont  le  rayon  = 1 , et  la 
seconde,  celle  de  la  diagonale  du  quarré  dont  le  côté  =1. 

]\ous  apprenons  encore,  par  ce  qui  précède,  que  le  terme  corres- 
pondant à l’indice  j,  dans  la  série 

i>  — i>  + ?>  — ?»  + etc. , 

i-  ___  i 

c*t_[îî[-d 

Si  l’on  fait  « = 5 ou  j,  on  trouvera 

rit  r_7Î  — rit  r-Iï  — 5.7.n.i5.i7.i9.a3.a5....  _ 3 
f*-*  *•  *■*  L 3.9.9.15.15.31.31.27....  a* 

puisque  sin  j tr  — j. 

Prenant  encore  n=-j,  ou  J,  on  parviendrait  à 

r ^ [•— ~î—  fil  r_T| _ 3.5  7.9.1  ■■|3....  _ /- 
L.jL  .J  L.Jl  — a.6.6.10.10.1^....  ~ V » 

à cause  de  sin  ~ * = i^a- 


ce  qui  donne  v/vr  = a[ïj. 
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On  peut  obtenir  dans  cet  algorithme  un  nombre  infini  de  résultats 
semblables  à ceux  que  nous  venons  de  rapporter,  et  parmi  lesquels  il 
s’en  trouvera  qui  seront  transccndans,  d’autres  qui  seront  seulement 
irrationnels,  et  d'autres  enfin  qui  seront  rationnels,  ce  qui  établit  une 
différence  essentielle  entre  les  puissances  et  les  factorielles,  puisque 
par  les  unes  on  u’a  pu  exprimer  en  termes  finis  que  des  quantités  ra- 
tionnelles ou  irrationnelles  , et  que  les  autres  s’appliquent  aussi  à cer- 
taines transcendantes. 


990.  La  sommation  des  suites , par  le  moyen  de  leur  terme  géné-  Appümion 
ral,  est  une  des  applications  les  plus  importantes  du  calcul  inverse  aux  ^*«”1  s'il 
différences,  et  la  plus  immédiate;  car  pour  une  suite  quelconque,  si  •onun«üoo  <U« 

» ..  «oilra. 

1 on  fait 

«H-  «.  H-  ■+■  + h.  = Su. , 

on  aura,  par  le  n°ç)43. 


=s  a-f-  u,  + u, + u._,  = Su.  — u. , 

et  par  conséquent 

Su.  = 2u.  ■+■  u.  = 2 

On  voit,  par  ces  expressions,  que  la  fonction  Su,,  nommée  le  terme 
somrnatoire  de  la  suite  proposée,  diffère  de  l’intégrale  du  terme  géné- 
ral, seulement  parce  quelle  comprend  ce  terme,  et  qu’elle  est  identique 
avec  l’intégrale  du  terme  suivant. 

Désormais  , pour  abréger,  nous  supprimerons  l’indice  n,  et  nous  au- 
rons seulement 

Su  = 2 u -f-  u -f-  const., 

la  constante  arbitraire  étant  déterminée  par  le  terme  d’où  l’on  fait  partir 
la  somme  de  la  série.  Au  moyen  de  ces  relations,  chacune  des  fonctions 
intégrées  dans  ce  qui  précède  nous  donnera  la  somme  de  la  suite  dout 
elle  représente  le  terme  général. 

yg  r.  Ayant 

*+*  — i-»-l 

2 W = + consl-  > = “£7  + const.  (983), 


nous  en  déduirons 
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i"4 


n+i  n+i  » 

•*!>"]  = + W + const-  — M +4(yr~'"  + const-  » 

_(d— i)  — « 

SM  = ü;  + W + “«'•  = 


mais 


n-+-\  B B * B • 

[p]  + ("+>)!>]  = (p—")[p]  + («+«)!>]  = (p+OOÎ  = >+>]  ; 

donc 

»+« 

<$[>]  = ',J  ■ + const ■: 

de  même 


[p\  — («—«)!>]= (p+'OO]  — ("—00]  =0+00]  = 0+>]  ; 

donc 


s(p]  = zSt  ■+■ consL  > 


résultat  qui  se  lire  du  précédeut , en  changeant  seulement  le  signe  de  n. 

n 

L’un  et  l’autre  se  concluent  immédiatement  de  Z[p] , en  y écrivant 

il  B 

/2+1,  au  lieu  de  p-,  puisque  A[/>]  = 2f^+i]  (990). 

Les  expressions  que  nous  venons  d'obtenir,  donnent  la  somme  des 
suites  des  nombres  figurés,  ou  dont  les  termes  ont,  avec  un  numérateur 
constant,  ces  nombres  pour  dénominateurs.  On  a,  par  ces  expressions, 

' I 

1 + 1+  1+  I + [/»]  = !4p-  = ?; 


1 + 2+  5+  4 


1+5+  G+10 


l+4+10+20 

etc.. 


S-P-L  — 

OH] 

_ p(p+  0 

l 

U 

1.2  , 

OH] 

OH] 

_ p(p+0Cp+3) 

1 .a 

1 .2.3 

1.2.3  9 

OH]  _ 

Lp±à 

__  Kp~*-0(/>+ a)Cp-f5) 

1 .2.0 

1.2. 3. 4 

1 .3.3.4 

valeurs  qui  s'évanouissent  en  même  temps  que  p , et  qui  toutes  se  pré- 
sentent dans  cet  état , excepté  la  première,  poür  laquelle  il  faut  avoir 
égard  à la  constante  arbitraire. 
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On  a de  même  la  somme  des  séries  inverses  des  précédentes,  en  ex- 
ceptant néanmoins 

i+i+ï+i + iO-Tj, 

O 

— « m ppi 

pour  laquelle  5[/> — 1]  devient-—;  car  on  trouve  ensuite 

i+i-+--r  + T5----+  i.a[/>—i]  = — a[/>]  + const., 

1 -M-f-rs+rs + i.o.Z[p — 1]  = — 3[p]  + const., 

1 -f- } + ..  .+1 .2.5.4./» — »j== — 2 -40]  + const., 

etc. 

La  constante  est  ici  nécessaire  pour  compléter  les  résultats  obtenus  qui 
doivent  donner  l’unité,  lorsqu’on  y fait  p — 1;  mais  comme  dans  cette 
hypothèse 

+ (p-f->)(P-t-a)’  e,c-> 

se  réduisent  respectivement  à j,  etc.,  on  a pour  le  premier,.  . .• 
const.  = pour  le  deuxième,  const.  = |;  pour  le  troisième,.... 
const.  — 1 3 = 3 , etc. 

11  convient  de  remarquer  que  la  valeur  de  chaque  constante  est  la 
limite  de  la  série  à laquelle  elle  se  rapporte  ; car  les  factorielles  à ex- 

— 1 _« 

posant  négatif  [/j] , [/>],  etc. , s’évanouissent  lorsque  p est  supposé  infini. 
Cela  posé,  on  aura 

7 J-5W,  g ~ a-4>],  etc., 

OU 

a fl  3 5 4 3.4 

ï P+  > ’ a (H-0(p+s)’  3 (H-i)(p+2Xp+3)’  elC-’ 

pour  les  sommes  des  séries  dont  les  termes  généraux  sont 

— • -3 

i.a[>— 1],  i.2.3>— 1], 

OU 

I .fl  1.2.3 

p(p+')’  p(p+i)(p+a)' 

Il  est  bon  d’observer  que  tout  ce  qui  précède  reposant  entièrement 


1 .3.5.4[/;— ij,  etc., 

i -a, 5.4 

P(.P  + ‘)(.P  + a)(p  + 3)’ 
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sur  le  n*  q4q>  peut  être  facilement  ramené,  s'il  était  besoin,  à une 

forme  élémentaire. 

Toutes  les  séries  dont  le  terme  général  pourra  se  décomposer  en 
factorielles  soit  à exposant  positif,  soit  h exposant  négatif , c'est-à-dire 
directes  ou  inverses , seront  sommées  facilement  par  ce  qui  précède. 

99a.  La  fraction  j— ’ clue  nous  av0DS  intégrée  dans  le 
11°  954,  produit,  dans  le  cas  où  A=  1,  la  série 


5 J-L  -U_  Glc  . 

6»  *■»>  6 > 1»«> 

on  en  obtient  la  somme,  soit  en  mettant  or-f-i , au  lieu  de  x , dans  l’ex- 
pression — -+•  consl.  que  donne  l’intégrale,  par  la  supposition 

de  /»=  1;  soit  en  ajoutant  à cette  intégrale  le  terme  général  : on  a,  par 
l'un  et  l’autre  procédés. 


S - 


3.r  + 4 


const. 


æ(x  + i)(x+  a)  (x+i)(x  + a) 

F,n  égalant  au  premier  terme  f , ce  que  devient  la  somme  quand  x=i. 


consl.  = a , 


d'où 


, 3x+a  

x(x  + 0(x  +â) 


3x+4 


(r  + i)(x  -+-  a)' 


On  se  conduira  de  même  dans  tous  les  cas  où  l’on  aura  intégré  le  terme 
général  de  la  série  proposée;  mais,  sans  nous  arrêter  davantage  à des 
exemples  particuliers,  parcourons  successivement  les  divers  résultats 
que  donnent  les  expressions  générales  de  2m. 


993.  Si  dans  la  formule  Su  = Zu-f-  u + const. , on  met  à la  place 
de  2m  les  diverses  expressions  que  nous  avons  obtenues  jusqu’ici,  on 
en  déduira  les  principales  formules  qu'Eulcr  a données  pour  la  som- 
mation des  suites,  dans  ses  Insliluliones  Calculi  differcntialis. 

1*.  L’expression  de  2m  du  n*947 , en  y faisant  /(=  1 , et  en  employant, 
pour  abréger,  la  notation  du  n°  982,  donne 


Su  — (x-f-i)u  + [.r-J-i]  [o]'Am  -f-jar-f-a]  [o  A’m -j-  [x+3j  [oJ'a’m 

5 

-f-  [x+4]  Oj  S'u  -f-  etc.  -h  consl. 


a*.  Il  résulte  de  l'expression  de  2 u,  rapportée  dans  le  n°  975, 


Su  : 


=/udx+~  + Bi  1]  ~ -f-  Bs[i]  j';-  -f-etc.  -j-  const. 


Digitized  by  GoogI 


DES  DIFFÉRENCES.  i37 

Lorsqu’on  prend  u = um,  il  vient  par  la  dcrn'ire 


4-  etc.  -f-  const.  ; 


en  remettant,  au  lieu  des  lettres  B,,  Bif  Bit  etc.,  les  nombres  qu’elles 
représentent,  on  a celte  valeur: 


SxT=  -K*“4-  i ["»]'  [i]**”1 tï[»i]  [iK"'+àW  [ ]■*"-* 

— *[»]  [?«—»+*[»]  [T>— î— [m]  []]>—  • 

+îM  [ijx“— 3—  ^[in] 

— — A^r1  M*  [T>— - l *][«]*” 

*5  — »5  W —tr  * 

4.iAS|i»i  [,»]  [,]*— [m]  [,].*—» 


4-  [mj  [rr*- ** — etc.  4-  const. 

La  constante  arbitraire  satisfera  aux  conditions  relatives  au  terme 
d’où  l'on  commence  à prendre  la  somme.  Si  l’on  veut,  par  exemple, 
qu’elle  soit  nulle  en  même  temps  que  x,  la  constante  doit  être  nulle 
pour  tous  les  cas  où  m est  pair  ; mais  il  faudra  la  prendre  égale  au  der- 
nier terme  et  de  signe  contraire,  pour  ceux  où  m est  impair. 

3*.  L’expression  du  n°  976  donne 


. f.  . » . r»  dfi  A 1 r.  . d*n  h * . d u h ^ 

ou  = (on  + iju — on. j -+-->«  • -j—.  - — — or.-j-, =■  ■ 

' J dx  1 1 dx*  î.a  dx’  i.a.3 


etc. 


4°.  Enfin  les  expressions  des  n“  gSg  , 96g  conduisent  à 

SPQ  = Q{ZP+P)  — A QZ'P,  4-  A — A’Ç2<P,  + etc. , 

SPQ  = Q{1P+P)  - g *2*,+  g h'{VPm  - aZ'P,)  | 

- ‘g  h\VP>  - + /3 2*/».)  4-  etc.  ) 


Par  les  trois  premières  formules  on  obtiendra  la  somme  des  suites 
dont  le  terme  général  est  une  fonction  rationnelle  et  entière,  et  par 
l#:s  deux  dernières  celles  des  suites  dont  le  terme  général  est  composé 
de  deux  facteurs,  dont  l’un  est  une  fonction  rationnelle  et  entière  de  x, 
et  l’autre  une  fonction  susceptible  d’un  nombre  indéfini  d’iutégralions. 
# 

994.  L’un  des  cas  les  plus  simples  de  cette  dernière  classe  de  séries 

3.  18 


r 
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est  compris  dans  le  terme  général  a’x",  appartenant  à la  suite 


o.  i",  a". a",  a’. 5™, a’.x", 

résultante  de  la  multiplication , terme  à terme,  d’une  progression  par 
quoliens(ou  progression  géométrique),  par  la  suite  des  puissances  ni  des 
nombres  naturels.  L’expression  de  Z <fy  du  n°  96g,  qui  donne 


«7  - aT*jy  n,  dy  akh  , . d 'y  (stai  + 4,aH)  h • 

y — 1 dx  — 1)*  • dxa  (a*— 1)3 


. - S + + «c.  + «««• . 

devient  pout  ce  cas , 

Sa'x~  = ^ {x-  — m Æ—‘  —7  + m(/n-l)x— 

—;»(«— ,)(«— 2)x”-J  + etc.J 


-f- const . 


Si  l’on  veut  prendre  la  valeur  de  Sa’x ”,  à partir  de  x=o,  il  faudra 
déterminer  la  constante  arbitraire,  de  manière  à rendre  nul,  dans  la 
même  hypothèse,  le  second  membre  de  celte  équation;  on  trouvera  ainsi 


Sa’x°  = 


tr — 1 

T+S 


Sa’x  = ^ (x 

Û* 1 l 


Q*+\  f fi 

Sa’x * = — r < X* 2X  — r 

fl* — 1 l fl* — 1 

etc. 


alh 

(„*_!)•> 

, (fl*+QA‘) 
(a*— 0*1 


ûft(aA-f-  i)A* 


On  voit,  par  ces  résultats  particuliers,  que  la  constante  est  égale  à ce 
que  devient,  lorsque  x=o,  le  dernier  terme  de  la  partie  variable  de 
l’expression,  et  doit  être  affectée  d’un  signe  contraire. 

L’expression  générale  de  Sa’y  s’arrêtant  toutes  les  fois  que  la  fonc- 
tion y sera  rationnelle  et  entière,  on  pourra,  par  son  moyen,  obtenir 
les  sommes  des  séries  qui  résultent  de  la  multiplication  terme  à terme, 
d’une  progression  par  quoliens  et  d’une  série  dont  le  terme  - général 
sera  rationnel  et  entier.  Les  suites 


1 a 3 x 

P * p*  * pi> 1 . p*  * 

i_  _3_  6 x(x  -f-  Q 

p>  , -a Y * 

I 4 10  i(^-i)(r-fg) 

p * P*  * ^ j .a. 3. p*  * 

etc. , 
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que  l’on  rencontre  fréquemment,  sont  daus  ce  cas.  Leurs  sommes  se  dé- 
duisent de  l’expression  de  Sa’j-,  en  y faisant  d'abord  k = i,  a=i,puis 
successivement 


y 


x j-(j.'+i)  x(j-fi)( i~4-a) 

L * y ~~  1.2  * y 1.2.3  ’ 


qq5.  La  formule  SPQ  = Q(P-f-2P)  — A ÇS‘P,  -f-  etc.  semble  en- 
core plus  appropriée  aux  séries  ci-dessus , à cause  de  la  simplicité  que 
présente  l’expression  des  différences  des  fonctions 


» s 

*(x-f-i),  ou  [x-j-i],  x(x-f-  i)(x4-2),  ou  [x-f-a],  etc. 

— i»  » 

En  faisant  P = a‘  et  Ç==  [o]  [x-f-n — i],  on  obtient,  pour  le  cas 
général , 

N[o>*[x+n— i]  = [o]{;x+7t—  i ^a*+~y~ >]  [*+»—«] 

* ■ — » 1 

+ [«]  [X+/1 1]  . . . .=t[»j  (—  y-./  + COIlSt. 

Ce  résultat  est  susceptible  de  plusieurs  réductions , et  notamment  de 

—N  I 3 

celles  du  facteur  commun  [o],  avec  les  facteurs  [«],  [b],  etc.;  en  les 
effectuant  toutes  il  vient 

SLo>*[x-fn— i]  =^{<oj  Çr+n—  i]  — [oj^c+d— ij  f7^ 

-f-foUx+B-ij—y. ±(-^7ÿ.}  4-  consl. 


996.  Si  l’on  fait  P = [x] , et  que  Q représente  toujours  une  fonc- 
tion rationnelle  et  entière,  on  aura,  pour  tous  les  cas  où  b sera  un  nombre 
entier,  positif  et  différent  de  l'unité , 


-K+J 


a30 

V C-»+0(-/i4-s)  ( — n+3)( — 
résultat  qui  peut  s’écrire  ainsi 


«4-5) 

, . ; ■ w J , r-.r4-etC.4-COBst. 

(— »d-i)C— n+aX— «4-3)(— «44)  » 


*■ 
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2£±*2[». 

x+n  L 


— I — H-f-l  — » — *-*-»  —3  — N-f-î 

■a]  [Xj — A Q'n — 3j  [or-f- i] — A’Q  [«— 4j  >4-  aj 

— i *— 

— A 3Q’« — 5j[ar+3]  — etc.. . -const. , 


en  observant  que  [xj  = et  en  changeant  les  produits 

( «4-i)( «H- a)  , etc.  en  factorielles  à exposant  négatif,  conforme- 

ment aux  lois  établies  dans  le  n“  98a. 

11  est  bon  de  remarquer  que  l’on  peut  rapporter  à cette  formule  toutes 
les  fonctions  telles  que 

_<? 

(x-f-l)(x  + 2)(x-f-  5)(X+  11)’ 

dans  le  dénominateur  desquels  les  facteurs  ne  sont  pas  consécutifs  ; et 
pour  cela  il  suffit  de  remplir  les  lacunes,  en  écrivant,  laut  au  numé- 
rateur qu’au  dénominateur,  tous  les  facteurs  qui  manquent  dans  ce  der- 
nier. Dans  l’exemple  cité,  on  arrive  à 


(>(  r-(-3)(.r+4)(  r+g) (.r+7)(r-t-S)(x +q)  (x+ 1 o)  _ 
(x+ 1 )(x+a)(x-t-5)(.c+4)(  ••  -(x+ 1 1) 


[x+10]  [*]. 


La  fraction  g appartient  au  cas  qui  nous  occupe  ; car  en 

décomposant  son  dénominateur  en  facteurs  simples , elle  revient  a 

1 et  faisant  ax— 1 = ax'-M,  on  a 

(ax  — i)(ax-f-3)’ 

Ax’  =Ax=i  , a 3 = ax'  + 6 , 

1 1 1 x'-fa 

^x‘-(-4x— 3 (ax'-t-a)  (2X+6)  4Cr,+l)(-t'+3)  4(x'+i)(x'-J-a)(x'+3) 

= i(x'+a)[x'J. 

Prenant  donc  « — 5,  on  obtiendra 


4x'+4x— 3 ‘ 


■i[°]  [x'+i]  + const.. 


puisque  A *Q  = o. 

Si  l’on  repasse  à la  notation  ordinaire,  on  trouvera 


5 4c‘+4r— 3~  8 {x,+3  x'+a  } const‘ 

ax'+5  . . x+i  . 

— ~ 8(x'+2Xxii+3)  + cottst'  — (ax-f-  i)(ax+3)  + consC’ 
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997.  Lorsque  o est  négatif,  et  qu'on  prend  A = i,  la  série,  dont  le 
terme  général  est  a* y,  a ses  termes  alternativement  positifs  et  négatifs, 
si  d’ailleurs  la  fonction/  conserve  toujours  le  même  signe;  Euler  pro- 
file de  cette  remarque  pour  obtenir  une  formule  propre  à donner  la 
somme  des  séries  quelconques  dont  les  termes  sont  alternativement  po- 
sitifs et  négatifs.  11  suppose  a = — 1 ; la  série  proposée  de 

a‘f  + a'+'j,  -f-  a’+*/.  + etc. , 


qu'elle  était,  devient 

(—  0l  If  — y.  -h  J.  ~ etc.}  , 

cl  1 équation 

ç„r r __  °T  f ,i,.  _ il  . ,,dy 

J a>  — il  y a*  — 1 dx  ‘ (a'— 1)*  da* 

j4'..ask  f cPj- 

(a*-,)!  " dî5  + elC' 

donne  alors,  en  prenant  h=  1 , 


A — A,  à*y 
2“  dx* 


-f-  const. , 


-f-  const. 


Les  termes  affectés  des  coefüciens  différentiels  d’un  ordre  pair  dispa- 
raissent dans  cette  formule  comme  dans  celle  du  n*  975  ; car  en  faisant 
a—  — 1 dans  le  terme  général  de  l’expression  de  2a’/,  trouvée  n“  977, 
le  facteur  indépendant  de  x se  change  en 

±x  [«— {a— 


f 


i.a.3...(n— i)a*|  _ a+a—  1^— +ctc 

et  nous  avons  prouvé,  dans  le  n*  974,  que  le  second  facteur  de  celte 
dernière  quantité  s’évanouit  toutes  les  fois  que  n est  impair. 

En  la  comparant  avec  la  valeur  d oJ,  , obtenue  dans  le  numéro  973  , 
on  l’exprimera  par  (a" — changeant  ensuite  n en  2 p,  mettant 

à la  place  de  sa  valeur  3 3 > rapportée  aux  nombres  de 

Bernoulli  (975  ),  on  aura  ■ ■‘e~  , et  par  conséquent 

j y Y — \*fy_±_  Ça*— Oji & . ^ <6-  ) 

' ' la  ■ a dx’  3.3.4  dx*  ' a. 3. 4- 5.6  dx5  J 

^a8—  i)B7 d y- 


H- 


a. 3. 4. 5. G. 7. 8 da.’ 


-f-  etc. 
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résultat  auquel  Euler  n'est  parvenu  que  par  induction  et  d’une  ma- 
nière assez  pénible. 

998.  Appliquons  celle  formule  à la  fonctiou  (— 1 )'x",  de  laquelle  il 
résulte  la  série 


o"— 1-4-2"  — 5"  4- 4" q=x”, 

en  commençant  à x = o;  nous  trouverons 
S( — 1 )*a^*=  f - x”-f- ^ nuvm- 1_|_ iLzr.OJL3 mrm — , \ rm — a)x-~5 

-f-  ^ m(m — i)(m — a )(m — 3 )(m — 4)-*"-5+  etc. 

Si  l'on  fait  successivement  111  = 0,  »i  = 1,  n»=a,  m=s 5,  etc.,  il 
viendra 

o — 1 4-  1 — 1 + 1...  .rp  x'  = qz  jX’  + C,, 

o — 1 + a — 3 + 4 =F  x = =F{ix  + ï}4-  C„ 

o*—  1*+  a*—  3*+  4*...=f:  x‘=  + 

o3—  U+  a’—  33+  43  . . .:$=  x3  — qc  {ix’  + i.Sx*— ^.6}  + Clt 

etc. 

Les  constantes  arbitraires  C„,  C, , C,t  C3,  etc.,  doivent  être  détermi- 
nées de  manière  que  ces  expressions  s’évanouissent  lorsque  x = o;  et 
il  fifut  observer  que  le  signe  de  la  première  partie  du  second  membre 
est  le  même  que  celui  du  dernier  terme  de  la  série  du  premier  membre; 
avec  cette  attention,  on  obtiendra 

— C,=  — i,  C.—  o,  U,  = + ï,  etc., 

et  l’on  verra  qu’excepté  quand  m—  o,  la  constante  est  nulle  toutes  les 
fois  que  l’exposant  m est  pair. 

99g.  Soit  une  série  quelconque 

A x A%-\~  At  Aa + A, , 

dont  le  terme  général  A,  = u;  si  l’on  pouvait  obtenir  séparément  la 
somme  des  termes  affectés  d’un  indice  impair,  on  arriverait  facilement 
à celle  de  la  série 

— A , + A,  — A , 4~  A ^ — A$-\-  A$  — etc. , 
puisqu’en  nommant  S la  somme  de  la  série  complète,  et  S'  celle  de  la 


4-  const. 
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(éric  des  termes  dont  l’indice  est  impair,  on  aurait 

§ _ f^o+  A,-\-Am+  ^3  + ^4+  + -+■  etc. 

(.  — 2^i  — 2^j  — 2.'/,  — etc. 

= y/. Ai-j-Ai y/54-y^s  — etc. 

Si  l’on  dc'signait  par  S"  la  somme  des  termes  pris  de  trois  en  trois  dans 
les  suites  propose'cs,  on  aurait 

. r„  f A e+A ,+  A s-\-A  3+y/  4+  -d  s+y^  v\-A  7+  + etc. 

i — ay/.  — 2^5  — 2^,  — etc. 

= A*-\-A  1 — A^-A,~\-Ai — Ai+Ae^-A, — y/«  + etc. 

On  voit  assez,  par  ces  combinaisons,  le  parti  que  l’on  pourrait  tirer, 
pour  la  sommation  des  suites,  de  l’expression  des  termes  pris  à des 
intervalles  égaux  dans  une  série  quelconque;  or,  c’est  ce  que  donnent 
les  formules 

2'”M={e,‘c — 1}  u,  2'”«  = {(1  + A)'*  — 1}  u (9G8)  , 

en  y faisant  ?j  = i,  A = i,  et  h'—  a,  =5,  =4»  etc.,  puis  détermi- 
nant la  constante  arbitraire  de  manière  à faire  commencer  la  série  par- 
tielle à tel  terme  que  l’on  voudra  de  la  série  complète. 

/ A >L 

La  première  formule  doune  2 'it=\e  dx — jy  u,  et  son  développe- 
ment se  déduisant  de  celui  de  2 u (975),  en  y changeant  seulement  h 
eu  /1',  il  viendra 

2 « = p fuâx  - - u + IJ . - + B , ^3  + e le . ; 

ajoutant  ensuite  le  terme  général  u,  pour  passer  à la  somme  S'u,  on  aura 
S'u=j/udx+-u+B,rx-  + -4- etc. -f-  C, 

C étant  la  constante  arbitraire,  et  on  tirera  de  là 

+ ' 3P  + e,c-  + consL 

Quand  /i'=a,  le  terme  fu&x  disparaît;  et  on  a,  comme  dans  le  n*  997, 
ïu-aS  u=-  {-«+  L__  _ +L__  __  + etc.  J + const.  , 
en  observant  de  donner  à n le  signe  du  terme  où  l’on  s’arrête. 
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ioot».  Parmi  les  cas  où  les  diverses  expressions  de  Su,  rapporle'es 
dans  le  n°  gg3  , ne  se  terminent  point,  ceux  dans  lesquels  on  obtient 
une  série  convergente  méritent  une  attention  particulière , car  alors  on 
arrive  au  moins  à une  valeur  approchée  de  la  somipe  des  suites  proposées. 
La  formule 


Su  = fudx  + s “ + ^ ^ 1 
étant  appliquée  à la  suite 


Z?j  d3u  . , 

n-4  d?  + etc+co,w'- 


donne 


‘+5  + 5 + 41- 


A-  = lx  + — 


etc.  -+-  const. 


Il,  B,  />-, 
x ■ ax  2a“  4x*  6jc® 

Cette  dernière  est  d'autant  plus  convergente,  que  la  valeur  de.r  devient 
plus  grande  ; mais  avant  d'eu  faire  usage,  il  convient  de  déterminer  la 
constante  arbitraire. 

On  ne  peut  supposer  x=o;  et  si  l’on  fait  x=  i,ce  qui  donne  S ^ = i , 
on  obtient  l'équation 

i = - — — — ~ — etc.  + const. , 
de  laquelle  on  tire 

1 ' T+7+T  + e,c’> 


const.  — 


série  qui  n’est  convergente  que  dans  ses  premiers  termes;  car  les  nombres 
de  Bernoulli  croissent  très-rapidement,  à partir  de  R ,,  (gg3).  Néan- 
moins, comme  il  faut  les  prendre  alternativement  avec  le  signe  + et 
avec  le  signe  — , il  s'ensuit  que  la  série  ci-dessus,  selon  que  le  terme 
auquel  on  s’arrête  est  positif  ou  négatif,  donne  des  sommes  plus  grandes 
ou  plus  petites  que  la  valeur  cherchée,  et  que  par  conséquent  ou  ap- 
proche de  celte  valeur  tant  que  la  différence  entre  deux  sommes  consécu- 
tives diminue  , c’est-à-dire  que  les  ternies  décroissent. 

D’après  celte  remarque,  si  l’on  arrête  successivement  la  série  àchacun 
des  cinq  premiers  termes,  et  que  l’on  convertisse  les  fractions  en  déci- 
males, ou  obtient  les  valeurs  suivantes, 

const.  > o,5oooo,  et  < 0,58333,  • 

o,575oo,  0,57897, 

0,57480;  . • 
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et  l’on  voit  qu’il  faut  s’arrêter  à la  deuxième  valeur  en  excès,  puisque 
la  suivante  en  défaut  est  plus  faible  que  celle  qui  la  précède  dans  sa 
colonne. 

On  peut  cependant  pousser  la  convergence  plus  loin,  en  prenant  pour 
x un  nombre  plus  grand  que  i.  Si  l'on  fait  x=io,  et  qu'ou  désigne  par 
A la  quantité 

i+*+i  + H-i  + ï+*  + i + * + A = 

a, 928968  255<j68a55ijG8 , 


on  aura 


const.  z=z  A — 1 jo  — — -4- 

on  1 


— 4-  4-  etc  • 

2C0  40000  ‘ ’ 


et  poussant  cette  série  jusqu’au  ii*  terme,  on  aura  exactement 


const.  sst  0,5772156649015328.  • 

En  suivant  cette  marche,  on  parviendrait  à des  résultats  d'autant  plus 
approchés,  qu’en  donnant  à x des  valeurs  plus  considérables,  on  rendrait 
décroissans  un  plus  grand  nombre  de  termes  de  la  série  proposée,  qui 
est  de  l'espèce  de  celles  que  M.  Legendre  a nommées  séries  demi-con- 
vergentes , et  dans  lesquelles  il  faut  s’arrêter,  lorsque  les  termes  cessent 
de  décroître.  La  partie  qui  devient  divergente  est  le  développement 
d’une  fonction  qu’on  peut  quelquefois  exprimer  par  une  intégrale  définie 
aux  différentielles,  comme  on  le  verra  par  la  suite,  ce  qui  donne  des 
limites  analogues  à celles  qui  ont  été  trouvées,  dans  le  n*  17 1,  pour 
la  série  de  Taylor. 

Ici , nous  ferons  remarquer  que  la  constante  trouvée  plus'haut  donne 
la  limite  de  la  série 


■ 

a 


T + J + T + elc' 


à laquelle  se  réduit  l’expression  de  S ^ ,,  lorsqu’on  fait  x—  1. 

1001.  Pour  faciliter  les  applications  de  l’expression  de  5^.,  aux  diffé- 
rentes valeurs  de  x,  nous  rapportons  ici  les  valeurs  des  huit  premiers 
nombres  de  Bernoulli,  exprimés  en  décimales,  savoir  : 

B,  = o,.i  666666666666, 

Bs  = 9,0333333333353, 

Bs  = o,0238o95238og5 , 

B,  = o,o533ô33353355, 

3.  • 19 
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B , = 0,0757575757675, 

Btl  = o,a53t  1 3553 1 1 35  , 

B,,  = 1,1666666666666, 

B,  5=  7,0921568627451; 

mais  pour  Simplifier  la  notation  et  nous  conformer  à l’usage,  nous  les 
avons  rendus  tous  positifs,  en  donnant  le  signe  — - aux  lettres  B , lors- 
qu’elles sont  affectées  des  indices  5,  7,  11,  etc., 4 * * > el  eu  con* 

séquence,  la  seconde  expression  de  Su,  indiquée  dans  le  n 993  , sera 
désormais  remplacée  par 


Su  = faix  + {u  + B,  [7j £ - B,  [«]  B,  ['ijg  - etc-  -H const 


d’u 


? d5u 


1002.  Supposons  à présent  que  l’on  demande  la  somme  des  1 000  pre- 
miers termes  de  la  série  1 -f— |+etc.  ; on  trouvera  en  faisant  x—  1 000, 

que  pour  avoir  cette  somme  avec  treize  décimales,  il  suffit  de  calculer 

les  quatre  premiers  termes  de  l’expression  de  5- ; et  en  observant  qoe 
le  logarithme  népérien  de  io  est  2,302585092994045  ( Introd 27), 
on  aura 

l'x  = l'tOOOr=  6,9077552789821  , 

-f.  — l-  = 4-  o,ooo5ooooooooo , 


— — — 0,0000000833333, 

ir*  * ’ 

R, 

-f-  = -f-  0,0000000000000, 

• 4^ 

-f- const.  = + 0,5772156649016, 

ce  qui  donnera 

ï+ï.--+-tstôô=  7,48547o86o55o3, 


résultat  qui  montre  avec  quelle  lenteur  marche  la  série  proposée,  quoique 
cependant  la  somme  totale  ou  la  limite  en  soit  infinie,  à cause  du  terme 

Ix  contenu  dans  l’expression  de  S i , et  comme  on  le  voit  immédiate- 
ment aussi , puisque  la  série  proposée  n’est  autre  chose  que  l’expression  de 
l(i — i)=lo,  prise  avec  le  signe  — {Introd.,  3o). 

Si  l’on  prend  pour  x un  nombre  très-grand , le  premier  terme  et 
la  constante  suffiront  seuls  pour  donner  une  valeur  très-approchée  de 
la  somme  entière  de  la  série;  oq  aura  donc 
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i - Hh  • • «“f-  ~ ==:  1 x -f-  O 9 
• a 1 3 * x ‘ ’ 

et  à plus  forte  raison , 

i -+-  - -f-  L . • •+  1 4-  -4-.  • • .+  -4-  = 1 (j c+r)  ■+■  C; 

en  retranchant  la  première  série  de  la  seconde , il  viendra 

-L-+-L- 4-^  = l(x+r)-lx==lf^V 

formule  qui  peut  être  utile  pour  trouver  les  logarithmes  des  nombres 
un  peu  considérables. 

On  la  rendra  plus  exacte  en  introduisant  dans  la  somme  des  séries 
ci-dessus  quelques-uns  des  termes  qui  suivent  lx  et  l(x-f-_p)  :on  ob- 
tiendra de  cette  manière 


*(.*  4-jO 

ax 

B,  . 

B± 

a(x-f-_y)’  1 

ax* 

B , 

B , 

4(x+j')* 

4x* 

et  toutes  les  fois  que  l’on  pourra  négliger  les  termes  divisés  par  les  puis- 
sances de  x-f -y  et  de  je , supérieures  à la  première , on  aura 

i('£±z,\__î — + 

\ x y x-fi  x-f  a x-f -y  a \x  x-f -y/ 

ioo3.  On  déduit  encore  de  l’expression  de  S i quelques  conséquences 
remarquables.  Il  est  d’abord  évident  que 

k +ïk+3k-  • • •+ ê “ elc>  + c} ; 

en  changeant  x en  mx,  on  a d’un  autre  côté,  si  m est  un  nombre  entier, 

i + - + = H — — = { 1 nue  H — + j— 4 — etc.  -f-  C\  •, 

1 a 3 1 mx  l a mx  an»*x*  4fn*x*  i 

si  l’on  retranche  de  cette  série  la  précédente  multipliée  par  m,  il  viendra 
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1*1  * 

_! L. 

1 

...4- 

1 

‘ ' m ' m-f- 1 * 

• • • __ 
a m 

3771+  I ’ 

mx 

m 

m 

m 

m 

a m 

mx 

ax  \ m 

J ax* 

Cm* 

1^4-etc. 

équation  dont  la  limite  est  Ira,  lorsque  x est  inGni.  En  faisant  succes- 
sivement nirra,  771=3,  771=4,  etc. , on  tirera  de  là 


la  = i — ï + î — J + i — j 4-  v — î H"  etc. , 

15=>  4-  î — I + ; + i — l + f + i — 1 + elc-> 

14  = i 4-  ï 4*  j — 4 + 1 + î + ï — »■+■  elc<> 

15=i  + j + j + ; — ï+j  + ? + ï + j-  A + etc.  i 

etc. 


1004.  La  série  1 H ^ — , qui  com- 

^ m-f  n ' am-f-n  ' 3m-f*n  ' m.r-f  n*  * 

prend  toutes  celles  dont  le  numérateur  est  constant  et  dont  le  déno- 
minateur ne  renferme  que  la  première  puissance  de  la  variable  x , a 
pour  somme 


mx+  n m 


= - I(/7iJC+7i)-f- 


fi,m 

a(mx-f  n)# 
► B.m7 


6(;nx-f  n)®  ~ 8(mx-f*n)* 


B, ni1 

4(mx+7i)« 

— etc.  4-  C. 


Si  l’on  veut  déterminer  la  constante  de  manière  que  la  somme  s’éva- 
nouisse lorsque  x—  o,  il  viendra 

1 1 1 1 , B3ms  . , „ 

o = — 1 n -j H-  — etc.  -1-  C. 

m an  a n*  4 n4  ' 

ioo5.  Si  nous  considérons  en  général  la  série 


1 + p4-  js  + ÿ; 4-p, 


nous  aurons 


1 1 > nnBi_  . 7n(m+i)  (7n+a)ff3 

(771 — T"  ax"  ax—1’1  ' a.3.4x"*7~~ 

771(771+ 0(77l4-3)(m+3)(771+4)55  . , . ^ 

h etc.  4-  C, 


série  qui  devient  très-convergente  lorsque  x est  un  peu  grand.  On  peut 
se  servir  utilement  de  cette  propriété,  pour  déterminer  la  constante  C , 
somme  dans  le  n"  1000  ; car  si  l’on  fait,  par  exemple  ,7/7=3,  on  aura 
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^ __  __  ^ i > B,  B,  B$ 

x*  x ' ai’  x‘  ' 3?  x 7 

et  posant  jr=io,  on  obtiendra 


etc.+  C ; 


1 49 


, + ^+3‘* 


— ! I _! L,  , 

‘ ' io*  io  * aoo  6‘ooo  * ! 


■ etc.  -f-  C, 


d’où  l’on  tirera 

c — 1,644934066848226450, 

en  poussant  la  se’rie  du  second  membre  jusqu’à  son  dixième  terme. 

Une  circonstance  très-digne  de  remarque,  c’est  que  la  valeur  de  C , 
à quelque  degré  d’exactitude  que  l’on  porte  l'approximation , se  trouve 

la  même  que  celle  de  tt  désignant  le  rapport  de  la  circonférence 

au  diamètre,  ou  la  demi-circonférence  du  cercle  dont  le  rayon  est  1 , 
et  que  la  transcendante  rt  entre  aussi  dans  l’expression  de  la  constante 

relative  aux  séries  dont  les  termes  généraux  sont  ^(,  etc.  En  atten- 
dant que  nous  démontrions  rigoureusement  la  vérité  de  cette  assertion  , 
par  la  considération  des  produits  composés  d’un  nombre  indéfini  de  fac- 
teurs, on  peut  au  moins  la  vérifier  par  approximation  et  de  proche  en 
proche,  sur  les  séries  indiquées  précédemment. 

11  suit  de  ce  qui  a été  dit  dans  le  n°  1000,  sur  les  séries  demi-con- 
vergentes, que  la  limite  du  développement  de  S pour  ro>  1 , et  x 
infini,  est  la  constante  même  de  cette  série;  ainsi  ce  qu’on  vient  de 
lire  donne  la  limite  des  séries  1 -f-  ^ H-  etc. , lorsque  m est  un  nombre 
pair. 

En  calculant  aussi  les  valeurs  de  la  constante  dans  les  séries  dont 
les  termes  généraux  sont  p , , etc. , comparant  ces  valeurs  avec  les 

puissances  7T ’,  t*5,  etc.,  l’exactitude  étant  poussée  jusqu’à  la  seizième 
décimale,  et  réunissant  ces  résultats  à ceux  qu'on  obtiendra  pour  les 
puissances  paires,  on  aura 

1 -j-  etc.  = 1,6449340668482264  — - g’  - = — «*, 

1+7  + etc.  = 1,302*0569031595942  = j5^3g  « \ 

1 + T*  + etc.  = 1,0823232337111381  = -x4. 
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i -f.  -L  -f.  etc.  = 1,0369377551068652  = 
1 + i + etc.  = IJOI734306I9844491  = 
1 -f-  — -f-  etc.  = 1,0083493773866018  = 
» + 4-  etc.  = 1,0040770561979443  = 

, — 1 — 1_  etc.  = 1,0020083928260822  = 

St^ 

1 + ^ -f-  etc.  = 1,0009945751278180  = 


395,1215 

T6 s 

945  1 .3.  ..  .6  * 

3993,286  1 

_ a’B,  , 
g45o  1.3.... 8 * 


29749,35 


ir», 


«•'*  _ 3»Æ,  ^1» 

g3555  1 . a ...  1 o > 9 


etc. 


Si  l’on  désigne  par  Sv  la  limite  de  la  série  1 + ^7  + etc., on  aura, 
d'après  la  loi  précédente  , 


S..  = -■ 


.ap 


■ 7TV,  = 


a 


i.a...(ap+3) 


d’où  il  suit 

■S.,  (ap  + i)(ap  + 3)  ’ 

et  comme  le  premier  membre  tend  continuellement  vers  l’unité , a 
mesure  que  />  augmente,  on  en  conclura  que  le  rapport  jf—  aPour  lin*11® 
jp  ce  qui  fait  voir  la  divergence  de  la  série  des  nombres  de  Bernoulli. 


1006.  Il  est  bon  de  remarquer  que  ces  valeurs  donnent  aussi  les  li- 
mites des  séries 


>-H — B,— 

Jh- 

jC,+etc.= 

°JLl7r' 
1 .a 

a/?7+etc.= 

1,2020. .. 

■+S-Î+  ofl.~ 

~B  I 

' 

^3^-f-elc.= 

i.a.34^ 

,+  ‘14.  Z-±\b,— 

4 a 1 a. 3. 4 

2.3.4 

3.0.4  4 

1,0069. . . 

,1  1 3.4.5. 6^ 

5.6.7.R  ■ 

7.8.9.10,,  9 

.10.11. ia„  _ 

a5/?5  , 

^5  3 1 2. 3. 4.  ba‘ 

etc.. 

a.3.4.5^3^ 

3. 3. 4. 5 9 

3.3.4. 5 1 — 

1.3. , .6^ 
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qu’on  obtient  en  faisant  x=i,  et  successivement  »i=a,  m=  5, 
wa  = 4,  m= 5,  etc.,  dans  l’expression  de  S — . 

Les  memes  valeurs  conduisent  aussi  à insérer  un  moyen  entre  chacun 
des  termes  de  la  suite 

JB  y , B y y Byy  J CtC.  , 

c'îst-à-dire  à trouver  les  expressions  des  quantités  qui  seraient  repré- 
sentées par 

B.,  B„  Be,  B,,  etc. 

En  effet.  B,  et  B3  répondant  aux  séries  i -f-  ^ + etc.  et  i -f-  ^ -f-  etc. , 

B,  doit  répondre  à la  série  intermédiaire  i +^3  + etc.;  et  d’après  la 

loi  suivant  laquelle  sont  formées  les  limites  des  deux  premières,  on  doit 

avoir,  pour  la  troisième,  -2-^Vtt5:  on  conclura  delà  —vr3 

ou  B,  =-  —7 — î— = o,o58i5aa5;  on  arriverait  de  même  à B.,  Bite le. 
* a 30,79436  ’ ' ” 

1007.  Soit  encore  la  série  dérivée  de  u — on  aura 

/i^F  = î arc(u“g=9  (574)  ; 

et,  si  l’on  prends  = arc  (cot  = il  viendra 


/*  doc  1/1  \ x cos  y 1 sin  y* 

b*-+-x‘— ~ n\aT  ’ n ? siny’  na-4-.r*  n*  ’ 

J____  A ! ady sirrycosy  _ dysinay 

siny*’  n’-J-x*  n*  n*  * 

d’où  l’on  conclura  zr  — — 81  S~.V'  ■ on  obtiendra  ensuite 

ax  /» 


d *u 
dx 

d*u  aÇsiny1 cos^  ain  fly  -f-  siaj/4  cos  fly)  flsinj^sinHfy 

dx*  ~ n*  n* 

on  trouvera  de  même 

d5u  __ 
d.r3  " 


a. 3 si ny*  sin  4.) 


d*u  2. 3. 4 sin  v^sinBy 

ïï7ï= *-&■ 
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et  l'on  aura  par  conséquent 

„ 1 l/l  \ , »iny*  B,  siny*  «inay  , B3  sinysin4j> 

_Ç±2^.nJ ï+etc.  + C. 

Pour  appliquer  cette  série  à des  cas  particuliers , il  faut  auparavant 
en  déterminer  la  constante  C.  11  semble  d’abord  qu’on  peut  effectuer 
cette  opération  , en  partant  de  la  supposition  de  jc=o,  de  laquelle  il 
résulte  y = ;tt,  sin_y=i,  sinay-=o,  sin4/  = o,  etc.,  et  par  con- 
séquent — 7 + C — o,  ou*C=  — mais  cette  valeur  de  la  cons- 
tante n’est  pas  complète;  car  si  l’on  faisait  x infini,  ce  qui  donnerait 
y =o,  on  trouverait  pour  la  limite  de  la  série  proposée  ~ -f-  C , ou 

— l— , tandis  que  nous  montrerons  dans  la  suite  que  la  vraie  va- 

an  an’  ’ 1 * 

leur  de  cette  limite  est  — — -| . 

an  an» 

Nous  expliquerons  alors  à quoi  lient  le  paradoxe  que  nous  faisons 
remarquer  ici;  et  dès  à présent  nous  prendrons,  eu  conséquence, 

C = !--( — ; parce  changement,  l’expression  de  S , ? 

an  „(e  —i)  1 n*+x* 

deviendra  applicable  à tous  les  cas. 


1008.  Occupons-nous  maintenant  des  séries  dont  le  terme  général 
est  une  fonction  transcendante.  Soit  u=l.r;  nous  aurons 


NI  x=  ad-r — jc-f-  - 1 x + 


— â?+5^?'  — e,c’  + C(i00')> 


en  observant  que  J'àx\x  ■=  x\x — x (428). 

On  ne  saurait  encore  ici  déterminer  la  constante  en  faisant  x = i, 
parce  que  le  second  membre  a trop  peu  de  termes  convergens  ; mais 
en  faisant  x = 10,  calculant  la  somme  des  dix  premiers  termes  de  ce 
membre  , et  l’égalant  h celle  que  donnent  les  logarithmes  népériens  des 
dix  premiers  nombres,  on  trouvera 

C = o,9>8g385332o47 , 

à moins  d’une  unité  décimale  du  treizième  ordre,  valeur  qui  sera  par 
conséquent  la  limite  de  la  série 


1 


Us.  -4-  JLl 
l.a  3.4 


-f-  etc. 
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«• a. a. 4. 4.6.6.8.8.10.10.1a  etc.  y o ■> 

a i. 3. 3. 5. i. 7. 7. 9. 9.1 1 . 11  etc. 

qae  l'on  doit  à Wallis,  et  qne  nous  déduirons  dans  la  suite,  d’une  ma- 
nière bien  simple,  de  l’intégrale  Ç— ===,  conduit  à la  vraie  valenr 

de  la  constante  C.  Pour  cela  il  faut  observer  qu’en  passant  aux  lo- 
garithmes, et  s'arrêtant,  dans  le  numérateur,  au  nombre  pair  ax,  on 
obtient 

, . f ala+al4+al6+2l8+alio. . .+al(ax — 2)+  lax 

2 t — h — alâ — al5 — 3I7 — 2I9.... — al(ax — 3) — al(ax — i)  , 

et  qu’en  prenant  les  limites  dans  la  supposition  de  x infini,  on  trouvera, 
par  le  moyen  de  l'expression  précédçptc  de  51x, 

li+la+13+14+15.‘. . lx  = C+(  x+£)lx  — x, 
h+la+13+14+15. ..  .+lax  = C+(ax+i)lax — ax, 
la+14+10+18+ho. . .+lax  = Slx+xla  = C+(x+4)lx+xla— x. 

Retranchant  la  troisième  série  de  la  seconde,  il  vient 

1 1 +13  + 15 +I7. ..  .+  l(ax — 1)  = xîx^-(x+j)Ia — x, 

d’où  l’on  conclut 

3I2+2I4+  2I6.  ..+al(ax— a)+l2X  1 fa  C+2(x+i  )lx+axl  a — ax — lax 

— ah — al5 — al5... — al(ax — 3) — al(ax — i)j  I — axlx — a(x+;)la+ax; 

et  comme  le  premier  membre  de  cette  équation  est  égal  à Ivr — la,  on  ob- 
tient , après  la  réduction  du  second , 1 tt  — 1 a = a C — ale,  * 

d'où 

C = ï(Iar  + la)  = ilaar  = 1 s/aw, 


résultat  bien  remarquable , et  d’après  lequel  on  a 
•Slx  = jlaar+xlx — x+ilx+  -B< 


B, 


~ — 7—,  + g ^ — etc. 

ax  3.4^  5.6  x5 

On  rendra  cette  équation  propre  à un  système  quelconque  de  logarithmes, 
en  multipliant  par  le  module  les  termes  — x,  —g  ^ > etc.,  dans  les- 
quels il  n’entre  poiut  de  logarithmes. 

3.  *0 
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1009.  Proposons-nous  pour  exemple  de  trouver  la  somme  des  loga- 
rithmes des  1000  premiers  nombres  des  tables,  c’est-à-dire  la  valeur 
de  1 1 — J— 1 a— f— 1 3 . . . .-<-1  1000  , la  caractérisque  1 désignant  ici  des  loga- 
rithmes ordinaires,  dont  le  module  sera,  pour  abréger,  représenté  par  31. 
Ou  aura  x=iooo;  d’où  on  conclura 

3poo,  0000000000000 
ijSoooooooooooo 
0,399089954 1 790 

434,2944819033518 
0,0000561913068 

0,00000000000 1 1 

résultat. . . . 3667,604644333 i3a8  ; 

mais  , 

T OOO 

li  + 1 a -f- 1 3 -1-1 1000=  1. 1 .3.5. . . 1000  = 1 [iooOj  ; 

il  s’ensuit  que 

IO-ÎO 

Uioooj  = 3567,6o4644a33i5a8. 

# 10*9 

On  apprend  par  là  que  le  nombre  [rooo] , dont  le  calcul  est  presque 
impraticable,  doit  avoir  a568  ch i flics,  et  que  les  dix  premiers  chiffres 
sur  la  gauche  sont  4023872600,  en  sorte  qu’il  est  compris  entre  les 
nombres  qui  résultent  de  4023873600  et  de  4033872601,  suivis  chacun 
de  a558  zéros.  Cette  connaissance  suffit  dans  beaucoup  de  recherches 
où  l’on  ne  demande  que  les  rapports  des  produits  de  grands  nombres; 
et  dans  ce  cas,  la  valeur  approchée  de  ces  rapports  devient  précieuse  , 
par  l’impossibilité  où  l’on  est  d'effectuer  les  calculs  nécessaires  pourarriver 
à la  valeur  exacte  ; la  longueur  de  ces  calculs  étant  alors  un  obstacle 
aussi  insurmontable  que  la  difficulté  d’exprimer  rigoureusement  une  fonc- 
tion transcendante.  M.  Laplace  a beaucoup  étendu  cette  recherche , 
dont  les  applications  sont  très-fréquentes  dans  le  Calcul  des  probabilités  ; . 

mais  comme  il  s’appuie  sur  des  considérations  différentes  de  celles  qui 
nous  occupent  maintenant,  c’est  plus  loin  que  nous  rendrons  compte  de 
ses  travaux  sur  ce  sujet. 

1010.  En  suivant  Euler,  nous  allons  montrer  comment  on  parvient  3 
trouver  le  coefficient  quelconque  d’une  très  - haute  puissance  du  bi- 


'xlx  = 

+ = 
jl  37T  = 

— Mx  = — 

H-  = + 
MB  3 _ 

3.4X1 
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nome  et  Je  rapport  que  l’un  quelconque  des  termes  de  cette  puissance 
v a avcc  la  somme  de  tous  ceux  qui  la  composent. 

Le  terme  géne'ral  du  développement  de  {a+b)”  étant  [m]  [ôj am-'b", 
son  coefficient  [mj  [o]  peut  être  changé  en 


[m]  (98a), 

M [m  — nj 
et  passant  aux  logarithmes,  il  vient 

1 [m]  [o]  = 1 [mj  — 1 [n  — 1 [m  — n]  ; 
or  on  a,  par  le  n*  ioo<3, 

' . »>  -f-  i _ 5^,  + 5^  -«te., 

1[-»— 

ce  qui  donne 

n» 

* . ^ »=i  — — J- latf -f-  («+  ï ) 1 /n — («+ï)ln — ( m — — n)  , 
[/«] 

»,  », 


+ 


• a m i . a/i  i.a(m — n) 

»*  - »s  . »j 


■ , 

5^4”d  0.4/1*  ‘ 3.4(m— n)‘  1 

4-  etc.  . j 

Lorsque  Ion  fait  n=^,  m étant  paire,  on  tombe  sur  le  terme 
qui  oecupe  le  milieu  da  développement  de  la  puissance  de  a -j-b  , et  qui 

M- 

est  affecté  de  a’b son  coefficient  est  exprimé  par  — "=L;  la  formule ci- 

(00/ 

dessus  donne  pour  son  logarithme 


1 M = - i Ivr-i  | „+  2„1 2 + -h-L  _ -V,  + A" de 

» a I i.a.a«  o.4.aV  1 5.fi.pV 


. (00)* 


a»,  . 

1.2 n ' 


■4 

a», 


9»s  , 

Z&?  ~ S.Si?  +€lC 


1 
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expression  que  l’on  peut  changer  en 


iI“L=Æ 


(["])* 


3g,  »5gs  63 ^ . elc 

.3.2*  3.4. aV  5. 6. S?  ^ 


«t  si  Ton  passe  des  logarithmes  aux  nombres,  on  aura 


•A  3B,  i5 B%  _ 63 Bi 

TanD  a g 1 .a. # ^3.4-a1*1 , e # gtc. 

' ([«])•  Vn* 

Il  est  facile  maintenant  de  développer  cette  série  suivant  les  puissance* 
de  n , en  substituant  à chaque  quantité  exponentielle  la  série  qui  lui  est 
égale;  mais  nous  n’effectuerons  point  ce  calcul,  parce  que  la  forme 
logarithmique  est  la  plus  commode  pour  les  applications. 

Si  l’on  sc  proposait,  par  exemple,  d'obtenir  le  rapport  du  coefficient 
moyen  de  la  puissance  an  du  binôme  à la  somme  de  tous  les  autres, 
on  ferait  a et  bz=  1,  d’où  (*+£)“  = a”;  le  logarithme  du  rapport 
cherché  aurait  pour,  expression 


3g,  , i5g| 

î.a. an  •*  3 .4.a!n' 


63  Bs 
5.6. 3 ini 


+ etc. 


En  prenant,  par  exemple,  an=ioo,  on  trouvera  par  cette  formule  le 
rapport  de  1 à 0,079589a. 


101 1.  Soit  u=a*;  la  formule  5u=/udar+ï«-l-etc.(iooj)  donnera 


^^«■(r.+i+T^-rfec-r+rCTa  W—*.)  + c. 


En  faisant  iV  = o,  lorsque  x=o,  on  trouvera 

c=-(r.+i+T  - iTj  W + rsTTsW— "•)  - 

•t  on  aura  par  conséquent 

(1 «c.}i 

mais  on  sait  d'ailleurs  que  Sa*  s= (a  (994)  : on  conclura  donc 

de  ce  qui  précède,  que 

7 = 17+  î + T k—  -êti  W + ( lfl)’  — *tc>  » 
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d’ou  on  tirera 

- :) u = ■ + t - ih  C*)1  ' + 

équation  dont  le  premier  membre  se  réduit  à ct  donne» 

fl(rt — l)  7 y 

comme  on  voit,*la  limite  d’une  série  très-remarquable. 

1012.  Si  l’on  prend  u = sinax,  on  obtiendra,  par  la  formule  citée 
dans  le  numéro  précédent, 

5sinax  = — - cosox-|-i  sintzx  -+-  — cosox4-  cos  ax) 
a s fl  a. 0.4  f 

I* 

+OTO cos ax+ elc-  + c J • 

Dans  le  cas  où  x— o,  on  a 5sindx  = o,  d’où  il  suit  ' 


q 1 fi, a 

a a a. 3. 4 


Bia3 


Bjï 

3. 3. 4.  Fi. 6 — c,c-» 


et  par  conséquent 

S sinox  = {sinox-f-(i*— cosox)  (-  — ^ cic  1 

v yla  a a.3-4  a. 3. 4. 5. 6 J 

De  la  formule  2sinnx=—  — a,jn  >.  a* — ■ "f”  c°f>st,  (q5j),  on  tire 


J 

aussi 


5 sin  «x  = _ + sin  «x  + 

asm  ±a  1 ' 

cos  arc  03  ; a — ai»  axsin  £ a 

flsin  î a 


consi, 

cos  ï a 
fl*»a  i a 


+ 


= -î  sin  ax  -f-  S2ljf(  | — cqf  gfj 
asm  î a » 

en  déterminant  la  constante  pour  que  cette  dernière  expression  de 
S sin  ex  s’évanouisse,  ainsi  que  la  première , lorsque  x = o. 

La  comparaison  de  l'une  avec  l’autre  donne 


fi 


Bya? 


flain  î a - - a a a. 3. 4 2.3.4.5Tb* 

On  parviendrait  au  même  résultat,  en  partant  de  Scosax . 
ioî3.  En  général,  si  dans  les  formules 


■etc. 
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2sini>+ 9X)  — — + consL  > 

2 co*  {p  + <ix)  i = — + const- » 


on  change  x en  x-\-h,  et  qu'on  détermine  ensuite  la  constante  arbi- 
traire, de  manière  que  les  résultats  soient  respectivement  sin^>  et  cosp, 
lorsque  x=o,  on  aura 


A’  siu  (p  -j-y-*)  = ■ 

A cos  (p  -f-r/.t)  = 

• ! 

La  formule 


en. ("/>  4-'1  n-j-  gh) 

sin  (p-t-<;  r4-  ah) 
. (um  ; yit  , . 


coK£— j çA)  • 
asm  - qh  ■* 
«iu(p — Iqh) 
2siu  _j  qhT  * 


JfPQ  æ -f-  IP)  — àQX‘P,  + etc.  (995) , 


conduit  au  même  résultat  que  celui  qu’on  déduirait  des  expressions 
du  n'  g58,  et  donne  la  somme  de  toutes  les  séries  dont  le  terme  gé- 
néral est  le  produit  de  sinQr» -(- <y.r)j  ou  de  cos(p  -h  r/x) , par  une  fonc- 
tion rationnelle  et  entière  de  x;  et  pour  étendre  ce  procédé  aussi  loin 
qu'il  peut  aller,  il  11e  faut  pas  oublier  que  toute  fonction  rationnelle  et 
entière  de  sinus  et  de  cosinus  se  ramène  à des  sinus  et  à des  cosinus 
d’arcs  multiples.  * • — ’ • 


1014.  Il  paraît  difficile,  au  premier  coup-d’œil,  de  trouver  ce  que 
deviennent  les  expressions  de  Asm  (p  4-  gx) , et  de  Acos  (p  4-y.r  )» 
lorsqu’on  y suppose  x infini;  cor  ou  ne  voit  pas  quelles  peuvent  être, 
dans  celle  hypothèse,  les-  valeurs  des  fonctions  cos( p 4*  1X  4-  î yh)  et 
.sin(^4"l7x“f“ïî^)>fl°*  son*  alternativement  croissantes  et  décroissantes 
et  né  peuvent  jamais  surpasser  le  rayon.  Celte  dilliculté,  agitée  d'abord 
entre  Daniel  Bernoulli  et  Euler,  parait  avoir  été  suffisamment  éclaircie 
par  Lcxell  ( Novi  Comment.  Acad.  Petrop.,  t.  XVIII ). 

Il  faat  observer  premièrement , que  dans  une  infinité  de  cas,  la  séria 

sin p 4-  si n(p  4-  y)  4*  sin(//  4-  oy).  •••■+■  sin  (p-J-?"1") 

est  périodique,  c’est-à-dire  que  ses  termes  redeviennent  successivement 
les  mêmes,  et  qu’en  conséquence  les  diverses  sommes  partielles  de- 
viennent nulles,  à la  fin  de  chacune  de  ces  périodes.  En  effet,  l'expres- 
sion de  A sin  (/> 4- yx),  qui  su  réduit  à 


A sin  (p  -f-  <]x) 


c°*[p  + (j  + ' )?]  , CQ5  (p—jq) 

aiiiiji/  ‘ ' as i ri  à <7  * 
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lorsqu'on  prend  /i«=  1 , s’évanouit  .pour  toutes  les  valeurs  de  x données 
par  l'cquation 

p + (x+\)q  =z2m7T+p  — \q , ou  (x+ 1)<?=  annr  , 

dans  laquelle  a/rnr  désigne  un  multiple  quelconque  de  la  circonférence 
du  cercle  dont  le  rayon  = i.  Si  le  rapport  de  ir  à q est  celui  do  deux 
nombres  rationnels,  on  aura  évidemment  une  infinité  de  valeurs  de  x , 
pour  chatune  desquelles  l’expression  de  Ssin(p  -f-  qx)  s'évanouira. 

Celle  expression  étant  ainsi  susceptible  d'un  nombre  indéfini  de  pé- 
riodes, ne  saurait  avoir  de  limites  déterminées;  mais  il  est  important  de 
remarquer  que  si  l'on  prend  le  milieu  entre  les  difTérens  résultats  que 
l’on  en  déduit  pour  toutes  les  valeurs  de  x , on  tombera  sur  une  ex- 
pression dont  le  développement  en  série  sera  identique  avec  la  proposée. 
Pour  cela,  on  fera  successivement 

x =»o  , ae=  i , x=  a,. . . ,x  = n , 
dans  Ssia  (p-f-qx),  et  on  obtiendra 

cos  Cp  + jq)  , cos (p—jq) 

a-sin  5 q asm  -J  q 

CO  s(pH-r<?)  , COS  Q»  — ;<?) 

3sic  i q ~ Ssiu  ; q 

ço»  (p  4-  \ q]  , co <P—lq) 

2iiu  î q ' Os  in  q 


f , an  + i \ 

c"0>+— 0 cn,f,~i,) 

astaj  q ' îsinjÿ  1 

la  valeur  moyenne  résultante  de  ces  valeurs  particulières,  dont  le  nombre 
est  n-f-i,  sera  exprimée  par  la  série 


(o+i)cos(p—  iq) 
2(n+i)sini(; 


i 

2(0+1  )sin  j q 


| cos(  P+  ; ÿ)+C0S(/7-t-  jÿ) . . .+cos(p+^-V)J. 


La  somme  de  la  série  renfermée  entre  les  accolades  s'obtient  en  écri- 
vant p-\-jq,  à la  place  de p,  dans  l’expression  de  Scos(p  •+■  qx)  , et 
en  y faisant  x=u  et  h=  1,  ce  qui  donne 


»in  [>  + (»  + 1)17]  »in p coa  [p+  ;("  + ')  <7  ] sin  ^ (n+ l)  <7 

asin  j 17  sain  j q sin  j q * 

quantité  nulle  dans  l'hypothèse  actuelle,  puisque  j («-+-1)17  est  un  mul- 
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liple  de  la  demi-circonférence  : le  ré*ultal  précédent  se  réduit  donc  à 

Xelle  csl  l’expression  que  Daniel  Bernoulli  regardait  comme 

s»sin  4 q g 

la  somme  ou  la  limite  de  la  série 


smp  ■+*  sin(/?+ç)  + sin  (p+3?)  4-  etc-  » 

continuée  indéfiniment,  mais  qui  n’en  est,  à proprement  parler,  que  la 
fraction  génératrice  ( Int . 4),  ainsi  que  l’on  peut  s en  convaincre,  en 
formant  l'équation 

= sin/>  + sïo(p  + 9)  -+•  «‘«(P  4- 4 etc. , 
de  laquelle  on  tire  d'abord 

cos  (p — ’-r/)  = asin/jsinjy-i-  asin(^+9)siuii7  -f-  2sin(/>-}-29)siui9  + etc. , 

• • 

puis 

cos^_iy)=:cO«0»—  î*H-cos(/H—  i9H-cos^-H9)+cos(/H-l9)+elc. 

— cos(/j+ï<7) — cos(/H-i?) — etc. , 


en  mettant  pour  les  produits  de  sinus  leurs  expressions  connues;  les 
deux  membres  de  ce  résultat  deviennent  identiques,  abstraction  faite 
du  dernier  terme,  ainsi  que  cela  arrive  dans  le  développement  des  fonc- 
tions en  séries  divergentes  (Int.  4)  (*)• 


(*)  Leibnitz  avait  remarqué  ( t.  III,  p.  4°9  de  se»  Œuvres  ) que  le  milieu  | de« 
sommes  1 et  o,  données  par  la  série  1 — 1 -f- 1 — 1 -f- 1 — 1 -f- etc. , suivant  quon 
en  ajoute  un  nombre  impair  ou  pair  de  termes,  est  la  valeur  que  prend,  lorsqu'on 

fait  x — 1 , la  fraction  - — ' — , qui,  par  son  développement,  produit  la  série  ci-de«- 
1 •+*  x 

sus.  Mais  Callet  montra  que  la  même  série  pouvait  résulter  d'une  inimité  de  fractions 
* auxquelles  ne  répondait  plu?  la  valeur  moyenne  r , contradiction  que  Lagrange  a levée 
d’une  manière  dort  simple , dans  le  rapport  qu'il  a lait  sur  le  Mémoire  de  Callet  (t.  111 
des  Mém.  de  la  Classe  des  Sciences  Math,  et  Phys,  de  C Institut). 

Si,  par  exemple,  dans  le  second  membre  de  l’équation 

1 -t-.c 


1 x -f-  x’ 


1—  z*  + x3  — x5  -f-  x*  — etc. , 


qui  devient  1 — 1+1  — 1 + etc. , quand  x = 1 , on  introduit  toutes  les  puissances 
de  x qui  y manquent,  en  lui  donnant  la  forme 

1 -f-  o.x — i‘4-s;+o.ii  — ar’  + x5  + O.x’  — x*  4-  etc.. 
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Celte  dernière  transformation  donne  un  moyen  aussi  élégant  que  fa* 
cile  de  parvenir  à i^ex pression  de  Nsiu(/j  -f-cygr).  En  efl’e.l,  si  ou  multi- 
plie par  asinjÿ  les  deux  membres  de  l’équation 

S s'w(p-j-tfx)  = sin/j  -f-  sin(/j  -f-  q)  -f-  sin(/?  -f-  sq) .4-  sin(/>4"7'r)  , 

elle  devient 

asin^.S'sin(/j-f-(7.r)= 

asin^sinjy-j-asinf/J+^JsiDj^-t-asinf/J-f-a^siniy. . . .-f-asin^-f-ÿjrjsinlÿ, 
et  se  transforme  en 

asinj<75’sin(/H-</jr)= 

cos(p—  i^-fcosOH-i?) -f-cosrp4-(.r— {)9]  1 

— cos(>+  ‘-<7) — cos[/)4-(a.-—  i)9]  — cos[/,+  (x  *H>/]  j ’ 

d’où  l’on  conclut 


5sin(7?4-^x)  = 


cos(p—  j-?)—  cos  f>  + Cr  ~K  )?3 

asinfq 


101 5.  En  appliquant  à l’expression  de  «?cos(/,>  + 17a:)  et  à la  série 
cos/>-f-cos(7>-j-<7)-f-cos(/>-f-a<7)  -f-  cos(p-{-3tj)  4-  etc. 


les  raisonnemens  elles  opérations  du  numéro  précédent,  011  parvient  à 
des  conclusions  analogues.  On  trouve  d’abord  que  la  valeur  moyenne 
de  toutes  les  sommes  particulières  déduites  de 


Scos(p  +(]x)  = 


sin[P+Cr4- ;)<?] 

25111;  q 


»in  Ç p — lg ) 


et  qu’on  y fasse  ensuite  1=1,  on  aura  ta  série 

I 4-  o — i 4*  1 -f  o — 1 4- 1 4“  o *—  etc.  , 

dont  les  «ouïmes  sont  1 , 1 , ou  o , selon  qu’on  s'arrête  au  premier , au  deuxième  nu 
au  troisième  terme,  dans  chacune  des  périodes  de  trois  ternies  dont  elle  est  com- 
posée. Le  milieu  entre  ces  sommes  est  alors  J,  valeur  que  prend  la  fraction  généra- 
trice lorsque  x = 1. 

Il  n’est  pas  difficile  d'appliquer  ce  procédé  à la  formule  générale 


1 4-x-f-  x* 4*  X"-' 


1 — ;c"  4-  x"  — x"+«  4-  x"  — x-*-”  4-  etc. , 


et  de  trouver  que  la  moyenne  entre  toutes  les  sommes  de  la  série , quand  x = 1 , 

est  — , comme  la  fraction  génératrice  ; mais  on  voit  aussi  par  là  que  la  série 

n 

1 — 1 4-  > — 1 4- etc.  prenant  des  valeurs  diverses,  suivant  la  fraction  dont  on  lâ 
fait  dériver,  ne  donne  un  résultat  exact  qu'autant  qu'on  tient  compte  du  reste  de  la 
division,  correspondant  au  terme  où  l’ou  s’arrête. 

5. 


ai 
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donne  la  quantité  , 


(n-4-l)»in(p—  jg)  ■ 
s(/l-)-l)bin  [q  ' 


âcïï+r^(sin(/H~ Î7)+8in(/,+ 1?)  ' ' *)}* 


La  somme  de  la  série  comprise  entre  les  accolades  se  tire  de  l'ex- 
pression de  SsiD(p-\-qx')  , en  y changeant  p en  en  y faisant 

h=i,  x=n;  cl  le  résultat 

cas p cosÇp  + Ca+i)»?]  ain  [p-K  (H-Qg]  i 

asinji 7 2sini</  ain  iq  * 

s'évanouit  nécessairement  lorsque  l’équation  (n -f- 1 )y  ==  2m7r  a lieu.  On 

a donc  encore , dans  cette  circonstance  , — t ~'^p.  .**^  ; et  on  prouve 
7 1 asm,  q r 

que  le  développement  de  cette  fonction  reproduit  en  effet  la  série  pro- 
posée, en  multipliant  par  asin jy  les  deux  membres  de  l’équation 

— = C0SP  + cos  (/>+  y)  + cos  ( p -f-  a y)  + etc. , 

qui  devient  alors 

— sin(/j — ;7)=2sinii7Cos/j-{-2sin!ycos(;o-f-i-/)-f-2sinî<7COs(/)-(-2iy)-f-ctc. , 
se  change  en 

—b\n{p—\<i)=—sm(p — iy)+sin(/>-f^y)+sin(/>-H?H-sin(/>+iy)+etc. 

— sin(/H-i?)— sin^-hT?)— etc. , 

lorsqu'on  y met  pour  les  produits  de  sinus  et  de  cosinus  leurs  valeurs, 
et  devient  par  conséquent  identique  si  on  la  considère  comme  indéfinie. 

On  arrive  aussi  à l’expression  de  A Cos( p + qx) , en  multipliant  par 
asin  jy  les  deux  membres  de  l’équation 

AcOS(/2+yx)=:COS^+COs(^+y}+cos(^-f2y).  . .-j-COs(/i-f-yx)  J 
on  forme  de  celte  manière  l'équation 

2sinjyAcos(/>+yx)= 

asinïycos/>-f-2siniycos(/>-t*l'/)+2sin  jycos(/;-)-2y) . . .-f-2siu;ycos(ys>-|-yvr), 

équivalente  à cette  autre  : 

asin  ;yA  cos(  p-\-yx)= 

— sin(/7—  ï?)+*inC/?+T7H-sin(^-Hy) . . ,-fsin[^+(j-— i)y]+siuO+(Jr+i)y] 
— *»o(p+  ï'/)— sin(/;-Hy). . sm[V+(x—  i)y] , 


» 
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de  laquelle  on  tire 

Nco6(»4-  ax)  = + 

1 ' ' 031  uj  9 * 

résultat  conforme  & celui  du  n*  ioi3. 


1016.  La  sommation  des  suites  a conduit  Euler  à des  interpolations  Appii^nio» 
très-élégantes,  dont  nous  allons  donner  une  idée.  Il  faut  d’abord  ob- 
server  que  certaines  suites  représentent  des  fonctions  que  l’on  ne  sau-  1 l’intcrpoU- 
'rait  exprimer  d’aucune  autre  manière,  et  dont  on  n’a  pas  même  les1"’"' 
différentielles;  Euler  les  appelle  funcÿones  incxplicabiles.  La  première 
recherche  à (aire  est  celle  de  leurs  différentielles,  dont  ou  oblientlcs  va- 
leurs approchées  par  le  moyen  des  formules  du  n*  993. 

Supposons,  par  exemple,  que  l’on  demande  les  différentielles  delà 
fonction  qui  exprime  la  somme  de  la  série  1 

,1.1,1  .1 

1 + à + 3 + 4 + 

fonction  dont  on  ne  saurait  avoir  une  expression  finie , mais  dont  la 
valeur  approchée  est 


1 x -f- 


J B,  ■ Bj 

OJ  £LC*  ' 4X* 


Di 


gp+clc.+  C (1003); 


en  désignant  cette  fonction  par  V , on  aura 


dU  _ 
ilx 


1 

ax* 


B, 

’P 


3+2— «•. 


série  qui  donnera  avec  d'autant  plus  d'exactitude  la  valeur  du  coeflîcieut 
différentiel , que  celle  de  x sera  plus  grande  (1000). 

En  généra],  la  formule  du  n°  1001, 


r -,  .1  , B,  du  B%  d'u  , Bi  d5a 

.Su  fuax  -»--«+  a ^ a. 3. 4 dx’ ”^”a.3.4. 5. 6 «a* 

donnera 


■ etc.-}-  const., 


d U 
dx 


1 du  , B,  d'u  /},  d'u 
adx  ' a dx1  a.3.4dx* 


Di 


dsu 


— etc. , 


a. a. 4. 5. b’  dx4 

si  l'on  fait  Su  s=  U. 

On  appliquera  de  même  à cette  recherche  les  autres  formules  du 
n*  993,  et  par  leur  moyen,  on  obtiendra  le  développement  de  la  va- 
leur que  prend  U,  lorsque  x se  change  en  x 4- a>,  ordonné  suivant  lc« 
puissances  de  &>. 
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1*017.  Euler  esl  aussi  parvenu  au  même  développement , sans  le  Sfr* 
cours  des  formules  citées,  et  par  des  considérations  qu’il  est  bon  de 
connaître. 

Soit  S la  somme  de  la  série 

A,  B , C,  Dt X , 

correspondante  aux  indices 

« 

* > 3>  4 > x > 

• 

S„  et  X„,  ce  que  deviennent  celte  somme  et  le  terme  général , lorsque 
je  se  change  en  x -+-<»,  et  désignons,  comme  à l’ordinaire,  par  S, , 
A',,  etc.,  X, , X, , etc.,  les  valeurs  de  S et  de  X,  correspondantes  à x+i, 
x-f*a,  etc.;  nous  aurons 

s,==s+x, , 

A«=A-f-A  .-f-A',, 

AV=A-f-.Y  .+-Y.+-Y, , 


A»=A-(-A  ,-f-  A , 4-A'„,  ) A’.+,=A’.+A.+1+A.+,. . 

Maintenant,  il  faut  examiner  la  forme  que  prend  la  série  dans  les 
termes  très-éloignés  du  premier,  afin  de  connaître  la  limite  vers  laquelle 
elle  tend  sans  cesse.  Si , par  exemple,  ses  termes  consécutifs  approchaient 
de  plus  en  plus  de  l’égalité,  de  manière  qu’en  supposant  l’indice  « très- 
grand,  on  eût,  avec  une  exactitude  toujours  croissante,  A,  = X,+lf 
A.+1  = A'.+,,  etc.,  on  en  conclurait 

A.+,  = 5,+A,+1-f-A',l.(.,. . . + Ar„+,  = S.-)-f>X,+l, 

et  par  conséquent  Sm_^,  = + En  égalant  celte  expression  de 

5.+„  à celle  qu’on  trouve  dans  le  tableau  ci-dessus,  on  obtiendra 

S.  4-  = S.  -f-  X„+,  -f-  X.+i. . .+  X.+m; 

mettant  pour  S.  son  développement,  et  tirant  la  valeur  de  S.,  on  aura 

S.  — S + X,  +A,  + A,  ~h  Xt -f-  X,-+-  uXn+l 

A«-r> — A.+. — A.+3—  A»+<. . . — Xm+m. 

Cette  formule  étant  appliquée  à la  série  1 donne 


‘^«+i=‘?»+A'«+1 , 
*S'fci.»==<S*4-Ar.+14-Ar,+1 , 
A’*^-3==A«4“A  B+1-f-Ai^.j , 
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S&S  + ïfc  + S;  + ’ 


i65 


i 


OU 


4"  • + 1 x + 5 * * * ' x -f-  « -f-/i  * 

^4.  (x4:lXx+ , +^+ ( x+s)(x+a+«)  (x+5)(x+3+T)  CtC'  * 

en  négligeant  le  terme  correspondant  à a>Xj+l;  ce  résultat  sera  d'ai* 
tant  plus  exact  que  x sera  plus  grand  et  a>  plus  petit. 

Pour  le  développer  suivant  les  puissances  de  eu,  on  observera  que 

1 _____  I * , à»* 

X+l+«  x + i (x+i)*  ■*■(*+.)<  ~ (x+TJ*  e,C‘» 

1 ____  I m t *»• 

x-fca+“  Tfa  (x+a)*  (T+a)J  (x+âÿ  etC'* 

etc. , 

et  on  aura  ensuite 

Sm  = 5 + “ fciô*  + (Th)'  + (T-hp  + (T-RT*  + clc} 

i(x+i)’  (x+a)3  + (x+3)’  + (x  + 4)»  *+■  etC'} 

“ {(x+l)*  (x+"âj*  + (x  + 3)«  _t"  (x  + 4)*  ■+■  elC,}> 

— etc.; 

comparant  celte  formule  avec  la  série 

dS  • . d\S  .*  , d’S  .* 


S. 


ç d.>  « d*A  i*  . 

dx  1 dx'  1 . a ‘ dxJ  1 . a . 3 


etc., 


qui  résulte  du  théorème  de  Taylor,  on  en  conclura 
dS 


dx 


= + 


d3S  _ 

dx3  “ 

etc. 


(x+O*  1 
1 1 

(x  + a)*"1 
L-  ' 

h(x  + 3)^ 
1 1 

f_(x+4)‘ 

(x  + .y  1 

1 (x+-a)3 

1 (x  + 3)’ 

1 (x+4)J 

: .vH 

Ht— Ît»H 

1 

+ etc.]. 


Considérons  encore  la  série 

£ = « -+-  ~+"  -H  ^5  • • • • • • -J-  ^5  i 
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nous  obtiendrons,  par  les  formules  précédentes, 

X,  — Xm+,  = TT+Tr  (r-h 

m(m+  i)*a  mÇm-t-QÇm+a)»*  

\iw+J  CIC.  I 


(*  + 0“ 

mm 


(x+*r 

i 


a.3(x-f-0" 


. i 

A-,  AT.+,  = (i+a+»)“ 

m.  m(m-f  i).‘  (m-H»V  Alr 

, ~ (T+âr^  a(-c+s)",+*  a.3(x+a}”+J  '* 

ete. , 

cl  l’équation 

A.  — S = + (x+3)~-  + C,C-  } 


m(m  -j- 1 1»* 
i .a 

m(ni-f-i)  (fn  -4-  aV} 
i . a .3 


i(x+0” 


,+ 


(r+a)m 

1 

CHr^T 


+ 


etc. 


+ 

— etc.. 


Ux+l  )"■*■'  (*+»)" 


(x+3)"4* 

• + + e,c-  î 


de  laquelle  nous  déduirons  comme  ci-dessus  les  valeurs  de 

d\S 


dS  d*5 
dx’  dx"’ 


dx-  1 


etc. 


1018.  En  général , on  a 


v _ y _i_  ^ «3  -i  etc 

A.  — Af  + dx  i dx‘  i .a  ' dx3  j .a.3  ^ ' * 

v _ y . _=!_  4.  etc 

A«+i—  A , H-  , "T”  dx-*  , _ 3 < dx3  i . a . 3 3 

etc. , 
d'où  l’on  tire 

„ . „ « d U.  + -V,  + A,  + A,  + etc.} 

5.  3=  •> -t- ®AC,+, — 7 — dx 

**  d*(  V,  -4-  .Y»  -f-  X]  + X,  4-  etc.} 

~ i .a  dx* 

m3  (T^X,  "4“  Xa  «f-  X$  Xj  etc.)  , 
1.2,3  ^ * 


dx* 


etc. 


Si  le  terme  X„+1  ne  s'évanouit  pas,  comme  dans  les  exemples  du 
numéro  précédent,  lorsqu’on  fait  n infini,  ou  observera  que 

.V„+,  = AT,  + ( X , — A',)  H-  (A,  — X ,)  + (A4 — A,)  -+-  etc.  , 
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et  l’on  substituera  , au  lieu  de  X.+, , le  second  membre  de  celte  équa- 
tion , qui  forme  une  série  convergente , puisque  les  termes  Ar, , X, , 
X j,  etc.,  sont  supposés  tendre  vers  l’égalité. 

En  prenant  x~o,  il  vient 

Xt  = A , X%  — B y Xy  — : etc.; 

si  l’on  représente  par  D' , D'1,  etc.,  ce  que  deviennent  dans  la  même 
hypothèse  les  séries 

d(A-,4-X.-P.Ya-t-etc.)  d*{.Y,-f.,Y,  + X3  + etr.} 

dx  ’ dx*  ’ ’ ’ 

que  l’on  écrive  S , au  lieu  de  S , au  lieu  de  Smy  et  qu’on  pose 
ensuite  SM  — o,  lorsque  x=  o , afin  de  faire  partir  la  formule  de  oi=  o , 
on  aura 


SM  — { A -f-  (B — 4)  -f-  (C  — B )-f-  (D  — C}  -|-  etc. } u 
D' . £>".*  o*.' 

• etc. 


1 .a. 3 


11  est  visible  que  l’on  peut  changer  co  en  x dans  cette  dernière  expres- 
sion , qui,  devenant  par  là 


•S*  = {A  -f-  (B  — A)  -f-  (C—  B')  -f-  (D  — C)  -f-  etc. 

_ Ox LT£  _ D’j--'  _ 

# ■ i.a  i.a.3  ’* 

donnera 

\A  -+-  ( B — A ) ( C — B)  -f-v  (Z)  — C)  + etc. 


dx 

d 'S,  _ 
dx* 
«PS,  _ 

dx1 

etc. 


— D'  — ~ — --  — etc 
1 1 .a  ’ ’ 

D“ x 

— D' etc., 

— D"‘  — etc. , 


■ 


1019.  La  métliodc  précédente  s'étend  au  cas  où  les  différences  d’un 
ordre  quelconque  des  termes  de  la  série  A , B , C , D . ..X , tendent 
sans  cesse  vers  l’égalité;  et  l’application  que  nous  allons  en  faire,  au 
cas  où  les  différences  premières  de  X deviennent  constantes,  suflira 
pour  montrer  comment  on  doit  se  conduire  dans  tous  les  autres. 

Désignons  trois  sommes  successives  par  S.,  ■S’„+l,  A’„+,  ; 

leurs  différences  premières  seront  X.+l,  X,+,, 

leur  différence  seconde  sera  doue  X.+%  — , 


■>it. 


K3 
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cl  l'on  aura,  par  la  formule  du  n*  882, 


s.+.  = S.  + mX,„  4 (*.+.  - -Y-0  ; 

mettant  dans  cette  équation,  au  lieu  de  S,+m  et  de  S,,  leurs  dévclop- 
pemens  respectifs,  ou  obtiendra  la  suivante  : 

*S»4“  A„+14  A.+,4  A.+j.  • *4"  A»+. 

— S + X,  4 X%  4 Xs 4 A.4&)A.+,4  ^ ^ — (Xm+t — A. 

d'où  l’on  tirera 


Sm  *S  4*  (A  1™"  ^ 
4-  »A'.+,4- 


.+>)  + (X.-X, 
(«-■) 


,) 4(Ar.-AT.+.) 


1 . a 


(AT.+,-X„+1). 


Les  quantités  X,+,  et  A'„+, — X.+,  étant  équivalentes  aux  séries 

X,  4-  (X.—X.)  + (V3-A\)  4-  etc. , 

(A, — X,)  4 (Aj — 2 A ,4 A ,)  4 (A, — aA'j+A’,)  4*  «te. , 

on  pourra  donner  à l'expression  de  S , cette  forme  : 

Sm  = S 4 (AT,— AT.+l)  +(V.-AT.+.)  4 (AT,- AV.,)  4*  etc. 

4 7 {A', 4 (A”. — ’ATî)  4 (A3 — A.)  4 etc.} 

4 -^7“{(AT, — X,)  4 (A',-2  V.4Ari)4(AT4-3A^4X04etc. }; 


et  en  l'ordonnant  par  rapport  aux  puissances  de  a> , on  en  déduira , 
de  même  que  ci-dessus,  les  coefliciens  différentiels  de  la  fonction  S. 

Le  théorème  de  Taylor  fournit  encore  ici  le  moyen  de  chasser  AV., , 
A«+l,  etc.,  en  substituant  à ces  quantités  les  séries 


X,  4 
etc. , 


dx 


et  on  aura  ensuite 
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5.  = 5+  *>  { X , + (T.-AT.)  + (X,-X.)  + etc.} 

4--^-){(A;-X,)+(AW^.+A',)+(AV-2X]+^1)+clc.} 

; d f-Y.  4-  .Y.  -4-  .Y,  + elc.) 

1 de 

_ .“1  «K *■  + Y.  + -Y,  4-  etc.) 

1 . a dr* 

cPfX,  4-  .Y,  4-  X3  + etc.) 

i.a.3  dxJ 

— etc. 


Si  les  termes  de  la  se’rie  A,  B,  C,  D,...X,  tendent  à s’évanouir, 
on  pourra  effacer  de  l'expression  précédente  les  séries  qui  multiplient  a 

et  dans  la  première  et  dans  la  seconde  ligne;  mais  on  ne  sup- 

primera que  la  seconde  seulement,  si  ce  sont  les  différences  premières 
qui  s'évanouissent,  et  dans  ce  cas  on  retombera  sur  l'expression  com- 
plète du  numéro  précédent.  La  comparaison  de  cette  dernière,  avec 
celle  que  nous  venons  d’obtenir,  fera  voir  évidemment  comment  doit 
être  composée  la  valeur  de  5»  pour  un  ordre  quelconque  de  différences 
constantes. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  si  l’on  change  S en  S,,  5.  en  Sx+m, 
comme  dans  le  numéro  précédent,  011  passera  de  5»+.  à 5,,  et  par 
suite  à N,,  en  écrivant  dans  les  deux  premières  lignes.  A,  B,  C , D , etc., 
à la  place  des  quantités  AT,,  A”,,  AT,,  Ar4,  etc.,  et  D' , D'',  D"',  etc., 

à celle  des  coefficiens  différentiels  qui  multiplient  respectivement',  — , 

, etc.  dans  les  suivantes. 

x .a. 3 ’ 

loao.  Ce  qui  précède  s’applique,  par  le  moyen  des  logaritLmes,  aux 
fonctions  de  la  forme 

5 = ABCD...  .X  -, 

car  l'équation  • 

15=  \A  + \B  4-  \C+\D.....+  \X, 

conduit  à 

15.  = 15  + 1 X,~  1 X.+,  + 1 AT.- 1 X.+%  4- 1 X,-l  X.+,  + etc., 

en  supposant  que  les  logarithmes  IA’’,  I A", , IAT,,  etc.,  tendent  à s’éva- 
nouir ; et  repassant  aux  nombres,  il  vient 


c g Y,  _j*ï_  . *4.  eic 

X ' -V  . • X , ' X.  ' e,c' 


«t-t-» 


5. 


31 
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11  est  visible  que  celte  hypothèse  répond  au  cas  où  les  valeur»  JY,  , 

X,,  etc.,  tendent  vers  l’unité. 

Dans  le  cas  où  les  valeurs  AT,,  X„  etc.,  tendraient  vers  l’égalité, 
ce  seraient  les  différences  premières  des  logarithmes  qui  tendraient 
à s’évanouir;  il  faudrait  alors  ajouter  à l’expression  précédente  de  l^S-., 
la  série  * 

« {IAT,  + (1  AT.-l X.)  -H  (IAT, — IAT.)  + (1  X<-IX3)  + etc.}  , 

qui  revient  à 

“{'-r.+'t+'i+'S  +«•}• 

et  donnerait,  en  passant  aux  nombres,  le  produit  indéfini 


Y*  X » A* 

X“ . — . -J  . — . etc.  ; 

Y»  Y»  Y» 


d'où  il  résulterait 


et  donne 


5.  = J*,. . WC  . . *&Z.% te. 

L’équation 

1 Sm  — 1 S -f- 1 X, — 1 AT»+I  -f- 1 X, — 1 AT„+,  -|-l^Vj — 1 Xm+3  •+•  etc. 

se  transforme,  comme  celle  du  n*  1017,  par  le  moyen  des  coefficiens 
différentiels,  en  mettant  pour  ÎAT.^,,  etc. , les  séries 

, v , dlY,«  , dM.Y,  ••  dMY,  «’  . 

1 X,  + — ; — - - 4-  —r-j- h -rs1 3 + etc. , 

1 dx  1 1 dx*  1 . a dx1  1 . a . 3 1 * 

etc. , 

\S  * d { 1 Y,  -j-  1 X,  -f-  I A3  -f“  etc* } 

1 dx 

— — d'{IJf.  4-  1 Y,  -f  lYj  -f  etc  } 

. i-a  dx* 

•3  d’flY,  4-  1Y,  + lYj  + etc.) 
i.a.3  dx3 

— etc.  , 

résultat  duquel  on  déduira  les  coelliciens  différentiels  de  N,  en  ob- 
servant que 

1 S.—  1 S = ‘üi-  - + JÜL  4.  *0$  _ï!_  + elc. 

dx  1 do:*  1 .a  dx3  7Ta73 

Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à montrer  comment  on  peut  faire  par- 
tir de  x = o,  les  quantités  S,  Xx,  X„  etc.;  ce  qui  a été  dit  à cet 
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egard  dans  le  n"  1018,  suffit  pour  quelque  formule  que  ce  soit;  il 
ne  serait  pas  plus  difficile  de  donner  au  cas  qui  nous  occupe  toute 
l’extension  de  celui  du  numéro  précédent  : il  ne  nous  reste  donc  qu’à 
faire  quelques  applications. 

* 

loai.  Soit  N = t .a.3.4*  •••  x = j*].  Dans  cet  exemple,  les  loga- 
rithmes des  facteurs  tendent  sans  cesse  à devenir  égaux,  et  leurs  diffé- 
rences premières  à s’évanouir;  car  on  a 

lC„-t-.)_l„=l(i+ L)=i_._L+  etc.. 


équation  dont  le  second  membre  tend  sans  cesse  vers  o , à mesure 
que  n augmente  : il  faudra  pour  celte  raison  ajouter  au  développement 
de  IN. — IN,  rapporté  plus  haut,  la  série 


« {\X,  + (lXt-\X,)  + (l^-l.r.)  + QXt — LYj)  -(-etc.}  (.020). 
Substituant,  au  lieu  de  IA’’,,  dlX,,  d'IJf,,  etc.,  leurs  valeurs  l(jc-f-i), 

di-  d_c* 

— ; — , — ; — z—r: , etc. , on  trouvera 

X ■+•  1 ’ (x+i)’  * • 

iN.-iN=-f«{i(x-i-fr+if^  +ijr$|  +'iri  + •«*■} 

—t  {tÎtt  + ttï  + 


+ 


x -t-~3 

1 


; + 


x + 4 

1 


etc. J 
î + etc.} 


a ~ (r-fa)*  (r-4-3)1  (*+4)’ 

“âftS+TP  + ôë+â?  + (ï+3)5  + +etC  } 

+ etc. , 


résultat  dans  lequel  on  pourra,  si  l’on  veut,  convertir  en  séries  les 

• < t r + a , t + 3 . • 

quant. tes  1 — ,1  — , etc. 


Si  l’on  fait  x 

= 0, 

ce  qui  donnera  S. 

= 

[°]  = 

: I 

(982),  et  qu'on 

change 

ensuite 

u en 

xy  on  aura 

1 N.= 

1 H = 

=+*{'*+'!+ 

4 

+ 

etc.} 

; + 

j 

3 

+ 5 

+ 

etc.} 

+?{-  + r.+ 

1 

3* 

+ 

etc.} 

-?{■  + ? + 

1 

31 

+ 

etc.} 

-t-  etc. 

• 
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Les  deux  séries  qui  multiplient  la  première  puissance  de  x,  n’ont 
chacune  pour  limite  que  l'infini,  mais  leur  différence  a nue  valeur  finie. 
La  première,  poussée  jusqu'au  b****'  terme,  se  réduit  à 1 (ri— 4—  i ) ; et  quant 
à la  seconde,  on  a , par  le  u°  îooa. 


+ = £+1"  + ^;  — + etc. 


soustrayait  le  dernier  membre  de  cette  équation,  de  l(n  + i),  on  aura 
pour  la  différence  des  séries  proposées  , 


1 — f—  i ) — 1b  — C — f-  ~ — etc. , 

quantité  dont  la  limite  est  — C,  en  supposant  b infini;  or........ 

C — 0,577a  1666490 i53a8  (1000)  : il  viendra  donc 

T 

1 [x]  = — x . o,577  2 1 5664qo  1 53a8 

“tO  + ÿ + eU:) 

— etc.  ; 

d’où  l’on  tirera 

dl[x  = ^ = — dx.o,577ai566490i5328 

M 

. H-  xdx  (1  + £ + 1 + £ + etc.) 

— *‘dx(» +4+1+1  + etc.) 

+ x’dx  (,  + 1 + i.  + 1 + etc.) 

— etc. 

Toutes  les  séries  de  celte  équation  peuvent  se  réunir  en  une  seule 
si  l'on  observe  que 

x — x*  + x3  — x*  + etc.  = —1— , 

1 +x' 

x x*  . x1  x*  . x 

a*  aJ  a*  as  C C"  “ a(a-(-x)  * 

etc.; 


« 


Digitized  by  Google 


DES  DIFFÉRENCES. 


«t  il  viendra  ensuite 


l75 


-^7-  = — dx.  0,57721566^901 53a8 

C3  J 

+ dx  ^ I(i-f-i)  + a(a+x)  + p+I)  + 4(4+0}  + elC>  }• 
1022.  Pouvant  ainsi  trouver  ce  que  devient  la  fonction  S,  lorsque 
x se  change  en  x-f-w,  on  obtiendra  sans  peine  la  vraie  valeur  dus 
expressions  composées  de  ces  fonctions,  et  qui  se  présentent  sous  la 
forme  de  J : telle  est 


,+;+r 


*(•*— O 


lorsqu’on  y fait  x=i. 


(*—  i)(ax—  >)* 


Si  l'on  pose  + i = S,  qu'on  fasse  subir  à la  troi- 

sième expression  de  S„,  rapportée  sur  la  page  i65,  le  changement  d’in- 
dice et  d'origine,  indiqué  sur  la  page  167,  et  qu’on  écrive  ensuite  S 
pour  S,,  on  aura 

S = x ( 1 + 7.  + tp  + ~ + etc.) 

V -**(«  + ? + * + ?+ etc.) 

+ **0  +ÎÎ  + 8Î  + Ï t -t-  etc.) 

— etc.  , 

ce  qu’il  est  facile  de  convertir  en 


+ i + 


i _i_  i 

3 + 4 


+ i 


= 1 -+ 


1 -+-æ 
x — i 
HÏ+X) 


a 4-a?  3-f-x  4 4-x 

■ X 1 , X — 1 

*"  S(a+*)  4(3  + x) 


+ etc.  | 
- etc.) 


+ etc. 


La  substitution  de  1 +•  u , à la  place  de  x,  dans  ce  dernier  résultat, 
donnera 


SmB*  ' + + 3(3^5  + 4C4^)  + CtC» 

OU 

Sm  = 1 + Dxm  + D%to%  + D%(jù%  + etc.. 
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en  développant  par  rapport  aux  puissances  de  par  ces  opérations,  la 
fonction  proposée  deviendra 

i -t-  p,«4-P,«*  4-  P,.3  -f-etc. i_ 

«(i  -4-  «)  »(>  ■+■  a«) 

(i  a«)(i  + 0,0  -f-  P,«*  -f-  Dj»3  + etc.)  — (■  +») 

1=1  •(«  + «)(»  + 3*0 
_ P,«  -f-  P,.»  4-  etc.  + « 4-  g»(P,«  + P.«*  4-  etc  ) . 

~ »C>  +*)(•  + a*)  ’ 

divisant  enfin  les  deux  termes  de  celte  fraction  par  a,  et  supposant  en- 
suite <a=o,  on  aura  D,- f-i  pour  la  vraie  valeur  de  la  fonction  pro- 
posée, dans  le  cas  où  x=i;  or  il  est  facile  de  voir  què 

D,  = A _j_  1 i-  _j_  etc.  > et  *Iue  Par  conséqncnt 

J9,+  i = i + “,  + 3.  + ^.+  etc-  = \ (« oo5). 

ioa3.  Venons  maintenant  à quelques  exemples  d’interpolation  : soit 
la  suite 

« t , > l , » . ' 

a 9 a ‘ a-f^A*  a ' a -f-  A a a b9 

l , » | » | 1 

a ‘a  + &~r~  a -h  ab ~ a + (x — i)A‘ 

En  désignant  par  S le  terme  général  de  cette  suite , on  aura 

^ a a + A a + ai  ’ " " ’ u + (x  — >)!>’ 

et  comme  les  parties  qui  le  composent  tendent  à s’évanouir,  on  trou- 
vera , par  le  n°  1017, 


* 4 " û-f-6x'  * m'*~l  a-\~bx-\-b*  9 

X'  — a+b+bi.  » Xm+'  :=  a+A  + Ax-f-A«  » 

etc., 

'■*'  S “1“  o-\-bx  a-(-A-)-Ax  n-f-aA+Âx 

! J ! etc 

o-j-Ax-pA»  a-J-A+Ax-f-A»  a-^b+bx-\-bm  ’ » 

ou  bien 
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S.  = S+  bu  {(Tjjj^  + çqpÈp ^ + etc.} 

“ {(Ô+Ïj)1  + (a+6+ÎIj1  + (a+aH-ij;)5  + CtC'} 

+ bw  + (T+Tpî)' + (TP^+Î^  + elc'} 

— etc., 

f 

en  employant  la  valeur  de  S,,  exprimée  par  les  coefficiens  différentiels. 
Appliquons  ces  formules  à la  série 

*»  *+7»  >+ï+ï>  , + ïd_ï+ïf  etc-; 

nous  aurons 

a=t,  b=z  1,  Sz=  1 4-g4-  g-*. -+î» 

S.  = S -h  4-  7TTZ  + 5TTT  + "H  etc. 

— etc. 


1 1 

1 + a'+  * S-f-Æ+a 


3+X+»  4+X+. 


11  est  évident,  par  la  forme  de  la  série,  que  si  T désigne  le  terme 
qui  répond  à l'indice  fractionnaire  a,  les  termes  T, , 71,,  etc.,  corres- 
pondaus  aux  indices  i+»,  2 -+•£»,  etc.,  seront 


T + 


T+-Ï-+  * 


elc.  ; 


î-p»’  * ‘ ‘ a + «* 

or,  en  faisant  ar=o,  dans  Sm,  on  aura  Sz=: o,  et 

T = i4-i  + î + *4-i4-  etc. 

I 1 1 I 1 

■5+-.  - e,c  » 


1 + * 


2 + . 3+. 


4 + ‘ 


et  l'expression  de  Sm,  rapportée  au  commencement  de  cette  page,  de- 
viendra, par  les  mêmes  hypothèses , 

2"  = -f-»(i  + etc.) 

— •*(«  *+*  h + P + ÿ + elc*) 

4-  »’(i  4-  j 4-  1 4-  i 4.  etc.) 

— etc. 
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Lorsque  <b  = j,  il  vient,  par  la  première  de  ces  valeurs  de  T , 


T = 1 — 


Ï-I  + Ï-  5 + Ï-  5 + elC- 


=<?  -j+5-i+s-*+i-j+  etc.); 


et  comme 


la  = l(.+i)  = ,-Hî-i  + ï-  ï+  ï-  î+  elc-» 

« 

il  est  visible  que  T=2  — 2I2;  on  a donc  dans  ce  cas  T sous  une 
forme  finie,  de  laquelle  il  résulte  qu’aux  indices 


a 

i » 


i 
> » 


etc.. 


répondent  les  termes 

2 — ala,  a + ï — ala,  a-f-i-f-f — al2,  etc. 

Prenons  pour  second  exemple  la  série 

. \ 

l 1 , 1 , I ,1,1,1 

1 > 1 + a.  etc., 

nous  aurons  X = , X„  = - — - — ; ; et  en  faisant  x—o  , il  viendra . 

x * ’ (x-  -+■  ' * ’ 

pour  le  terme  correspondant  à l’indice  ai, 

li 

s-=  1 + 4-  f:  + ÿ + etc. 


elc. 


(<+«)*  (a-f-«)*  (3+-)"  C4+«)’ 

Si  l’on  prend  »=ÿ,  on  trouvera 

*1—  1 ~ + 5.— ji+ £-■  ÿ.  + etc., 

ee  qui  revient  à 

St  = 3"  (?“"  + W‘~  T‘ + 8*  ~~p  + etc)  i 

et  si  l’on  représente  par  A la  série 

1 G*~^7*  b*  elc-» 
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on  obtiendra  5,sss'  — a'^,  d’où  l’on  conclura,  pour  les  indices 
» > ii  \ t etc. , 

les  termes 

a"  i‘A,  a*+g;  — a 'A,  a"+|j  + £— ■' z’A , etc. 


1024-  Occupons-nous  encore  de  quelques  séries  de  la  forme 
A,  AB,  ABC,  ABCD , etc., 

et  prenons  pour  premier  cas  particulier  la  suivante  : 


a a a+c  a a+c  a+ar  a <7+c  a+(r — i)c 

b » u+c  J b * b+c  ' b- f-  ' b+-c  * * * ' b+(x — i)c’ 

5 devenant  i,  quand  x — o (982) , nous  aurons,  par  le  n"  1020, 

ç (a+0(*+f+<~»)  ( a +ar  ) (&+ar+c«) 

* 4(<i+c»)  " (6+c)(a+c+c»)  ' (&+ar)(n+ac+i«)  ’ ‘ » 

en  supposant  que  les  logarithmes  des  facteurs  tendent  à s’évanouir,  et 
en  faisant  x = o,  dans  X,,  X, , Xt,  etc. , et  dans  Xm+I,  etc 

Si  l’on  prend  n=i,  b—  2 , c—  a , ou  aura  la  série 

i 1.5  1.3.5  i.3. 5. 7 i.3. 5. 7. 9 

â»  M»  â+Tt»’  a. 4. 6.8  » 3.4.6.8.10»  elC*» 

pour  laquelle  on  trouvera 


o _ 1(24-  a.)  3(4+a»)  5(6+3»)  7(84-3»)  * 

“ 2(1  + a»)  • 4(5+: a»)  * 6(5+a.)  ' 8(7+3»)  * ClC’  » 

et  les  termes  qui  répondent  aux  indices  «+i,  &>+a,  etc.,  seront 
nécessairement 


Sm+I  — 


1 + a» 


c,  ‘ i + a«  3 + a»  c 

— a + 2«  '4+ a»  •* 
ç __  1 + a»  3 + an  5 + 2»  « . 
‘ “M‘s  a + a»"4+2*'  6 + a»  k * » 


etc., 

3. 


a3 
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Soit  ‘o—ii  il  viendra 


33 

4-4 


5-7  7j9  9»« 

575  ' 8.8  ' io. io 


etc. 


résultat  qui  se  change  en  ^ , d’après  l’expression 


»__2.a  4-4  £3  8Jj  io.  io 

a i .3  ‘ 3.5  " 5.7  * 7.9  9.Il’ee', 


obtenue  dans  le  n*  989;  on  aura  donc  pour  les  indices 


s 

» > 


les  termes 


9 a a. 4 a 9.4.8  a 

3 ’ ir  ’ 33  ‘ ï » 077  • î ’ 


etc., 

etc. 


Proposons-nous  encore  la  série 


a,  a(a-t -b),  a(«-f-i)(a-f-2£),. . .a(a  ■+-  b). . . ,[a  + (.r  — i)i],  etc.; 

dans  laquelle  ce  sont  les  différences  des  logarithmes  qui  tendent  à s’éva- 
nouir; la  seconde  formule  du  n°  1020,  nous  donnera  pour  ce  cas, 

C «'-“(fl+i-r  {a+by--(a+*b)‘  (q+afr)-»(g-t-3&)» 

a+b*  ' u-Çb-\-b*  " a-f-2 b-\-bi  ‘ ' * 

d’où  nous  conclurons  ensuite 


= {n-\-bùi)Sm , 

s*+,  = ( ( l b — f-  b ■ b CO^Sm  , 

etc. 

Soit  pour  exemple , isi,  isi,  ou 


x,  1.2,  1.2.3,  1.2. 3. 4,  etc., 

et  faisons  o>;=£;  nous  obtiendrons 


S,  = i* 


1*2*  a15*  3‘4*  4 -5» 


1 +*  3 + ï’3-fi'4  + ï 
passant  aux  quarrés , nous  aurons 

ç.  __  9.4  4*8  8-8  8.10 


etc.; 


N 1 — 39.ee.  . * etc. 

« 0.0  o. b 7.7  9.9 
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En  rapprochant  cette  expression  de  celle  de  on  verra  que  5*^ ss 
d'où  on  conclura  qu'aux  indices 

Il  1 Z 

• 9 * y a y a y C1''*  y 

répondent  les  termes 

t/l  IVjl  ŸJl  LLz  Ÿ1 

a*  2a’  a. sa’  a.u.aa’  ’ 

ce  qui  s’accorde  avec  ce  qu’on  a vu  dans  le  n*  989. 


1025.  Le  calcul  direct  et  inverse  des  différences  s’applique  utilement 
à l’évaluation  numérique  des  intégrales  définies  aux  différentielles,  ou, 
ce  qui  est  la  même  chose,  à la  quadrature  des  courbes;  et  il  en  résulte 
les  formules  annoncées  à la  fin  du  n°  47^,  parmi  lesquelles  se  trouve 
celle  qui  a été  obtenue  dans  le  n°  967.  La  première  idée  qui  se  pré- 
sente sur  ce  sujet,  est  de  substituer  à la  courbe  proposée  une  courbe 
parabolique  passant  par  un  nombre  plus  ou  moins  considérable  de  poiuts 
de  la  première , et  déterminée  par  les  formules  du  n-  898. 

En  prenant  d’abord  la  seconde  formule,  plus  commode  que  la  pre- 
mière pour  l’intégration,  on  trouve 


fu.dx  = 


x , «r* 

u - H 

1 1 2 


1 » 

— : (-  const. , 

n-f- 1 ’ 


résultat  où  les  coefficiens  et,  /3,  y, »,  ne  dépendent  que  des  va- 

leurs successives  de  u , , et  peuvent  s’exprimer  par  les  différences  , en 
comparant  ensemble  les  deux  valeurs  de  celle  fouction  , rapportées  dans 
le  numéro  cité,  après  avoir,  dans  la  première,  développé  les  facto- 
rielles suivant  les  puissances  de  .r. 

C*—*)  ^ • 

Si  l’on  désigne  par  Am  la  somme  des  produits  des  nombres  — 1 , 
— 2,  — 3,....  — ( n — 1),  combinés  m à m (985),  on  aura 


jr(x — 1). . . .{x — n-t-i)  =.r*  + /C* 


•“Mil.  'V; 


et  avec  cette  notation  , on  trouvera 

au  . /vu  , /vu  , /Vu  , /r, Vu . 

* = T + "T 7T  + TTâTif  rr34’",+  i\a.3....i» 

„ A*u  /Vu  , /.Vu  /-.'Vu  . 

c*  î.a  ».a.3  ”•*  1 .a.3.4’ " * i.Siï.-..»’ 


Forma!» 
pour  obtenir 
les  râleurs  ap- 
prochées des 
intégrale#  ntix 
tliffcremicllrj. 
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A’u  ^V’A'u 

i.  a. 3 1 .a. 3. 4’  ’ ’ ' ' 


iTa~ 37 


(-*3 

i .a. 3. . . .»  ' ' 


1026.  Comme  c’est  presque  toujours  du  décroissement  des  différences 
Au,  A’m,  etc. , que  la  formule  ci-dessus  lire  sa  convergence,  il  est  plus 
simple  de  l’ordonner  suivant  ces  quantités,  que  suivant  les  puissances 
de  la  variable  .r,  ce  que  l’on  peut  faire  aisément,  au  moyen  dos  équa^ 
tions  précédentes,  ou  bien  en  mettant  d'abord  la  première  expression, 
de  u,  sous  la  forme 

*,  :=«+  * ^ + {*‘4-  À '*} 73  + { **+  J? } 733 

+ {x" 4-  V—-t* J»  ,5X— , 3Aj“ 

d'où  l'on  conclut 

. x , X*  Au  . (x3  , //.'jc'  i A’u 

JUjdx—  -u-) \-  i =-H 1 — 

J 1 * a 1 1 3 ' a/i.a 

. fi"4"  . A, C*“Ox*-> 

+ n 


, j &‘u 

■ 4H 

h 3 n 

a J 1 .a.  $ 

l/t-pi 

-f-  const.  x 


n — 1 


, A"u 

r a h .a.3..ri 


expression  dont  laloi  estbien  évidente. 


C«)  On  pourrait  obtenir  aussi  des  relations  entre  les  coefliciens  »,  £ et  les 
nombres  A* . o‘  (g3a);  car  en  prenant  tes  différences  successives  de 

u,  = u -f-  «r  -+■  Ax’.  , -f-  -f-  tx* , 

*t  faisant  ensuite  a:  = o,  il  viendra 


Au  = «A. o -f-  £A.o*....-f-  *A.o’~'  -+•  ,A.o"  , 
A*u  = /3As.o\...-f- /*As.o*-'-f.  >A\o", 


A— 'u  = #A”- ‘.o4-1  -f-  rA—'.o", 

A*u  = rA’.O", 


d’où  l’on  tirera- aisément  les  valeurs  des  coefficieni  »,  y6,  .....  y»  , i,  en  commen- 
çant par  le  dernier- 


1 
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Il  reste  maintenant  à considérer  les  limites  entre  lesquelles  doit  être 
prise  l'intégrale  précédente.  L’expression  de  u,  que  nous  venons  d’em- 
ployer, suppose  que  ses  valeurs  successives  sont  équidistantes , et  que' 
la  différence  de  x est  égale  à l'unité.  Celle  dernière  condition  peut 
toujours  être  remplie;  car  si  la  différence  de  x était  h , il  suffirait  de 
prendre  ce  nombre  pour  l'unité  de  tous  les  autres.  Cela  posé,  la  courbe 
dont  l'ordonnée  est  u,  étant  assujélic  à passer  par  n-j-i  points  de  la 
courbe  proposée,  on  peut  prendre  l’intégrale  indiquée  ci-dessus,  de- 
puis x = o jusqu’à  x = n.  On  voit  d'abord  que  la  constante  est  uulle  et 
qu'il  suffit  de  changer  x en  a pour  avoir  l’intégrale  complète. 


1027.  Si  l’on  faisait,  par  exemple,  71  = 2,  on  aurait 


âfi  , / ■,  ex  ix 

«,  = u 4-  x — ■+■  x(x—  1)  —, 


A®  1. 

fit,  dx  = 2 « -f-  2A«  + (f  — a)  — = a(«-f- A« -f-iA’u)  ; 


u,  serait  l’ordonnée  d'une  parabole  QR,./ig.  2,  passant  par  trois  points  FIG 
de  la  courbe  proposée  DE , et  fu, dx,  l'aire  du  segment  de  cette  pa- 
rabole, compris  entre  la  première  ordonnée  PM  et  la  troisième  P,M,. 

En  général,  celte  parabole  Qll  sera  alternativement  intérieure  et  ex- 
térieure à la  courbe  proposée,  ou  vice  versa;  en  sorte  que  l’aire  de  son 
segment  différera,  dans  une  partie  par  défaut,  et  dans  l’autre  par  excès, 
de  l’aire  du  segment  correspondant  de  la  courbe  proposée  DE;  et  alors 
il  pourra  s’opérer  dans  le  résultat  total,  une  compensation  plus  ou  moins 
approchée  entre  ces  différences.- 

La  formule  précédente  devient  plus  symétrique,  quand  on  remplace 
les  différences  et  A‘u  par  leurs  valeurs 


u , — u et  u,  — su,,  -f-  « ; 


on  obtient,  après  les  réductions, 

fu,dx  = i (u  -f-  4«,  + u,). 

Si  l’on  conçoit  de  même  qu’il  passe  une  nouvelle  parabole  par  des 
points  M„  Mz,  Mt,  et  ainsi  de  suite,  et  que  l’on  réunisse  les  aires 
de  chacun  de  leurs  segmens,  on  pourra  embrasser  une  portion  aussi 
grande  que  l’on  voudra  de  la  courbe  proposée;  et  si  la  dernière  or- 
donnée est  représentée  par  um)  ni  étant  un  nombre  pair,  on  aura 
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$ (u  4-  4".  4-  «.)  4-  î («.  4-  4 "3  4-  i‘ù-  •••+*(  * 4-  4"™-i  4-  «-) 

= > (M  + „„)  + f («,  + «4 +«„_.)  4-  j (".  4-  «j 4-  , 


résultat  d’une  forme  assez  élégante,  et  qui,  ne  comprenant  que  des  lignes 
qu’on  peut  mesurer  sur  la  figure,  n’exige  pas  que  l’on  connaisse  I cqua- 
tion  de  la  courbe  DE. 

On  construirait  aisément  des  formules  où  l’on  embrasserait  quatre  , 
cinq,  etc.  ordonnées;  mais  il  faut  surtout  resserrer  les  intervalles 
de  ces  ordonnées,  afin  de  rapprocher  le  plus  qu’il  est  possible  , de  la 
courbe  proposée,  les  paraboles  que  l'on  emploie,  et  d'éviter  par  ce 
FlC.i.  moven  les  scrpenlemcns  indiqués  sur  la  figure  première  (8y8).  Pour 
cela , on  doit  calculer  h part  chaque  portion  comprise  entre  deux  points 
singuliers,  et  multiplier  davau:age  les  ordonnées,  dans  celles  où  la 
variation  de  courbure  est  plus  considérable. 


joa8.  On  pourrait  aussi  ne  prendre  l’intégrale  fu, dx  que  depuis  x = o 
jusqu'à  x=  i : alors  on  ne  calculerait  à chaque  opération  partielle, 
qu'un  segment,  soit  intérieur,  soit  extérieur  à la  courbe  proposée, 
ce  qu’on  reconnaîtrait  facilement  par  la  comparaison  des  ordonnées 
intermédiaires  de  la  courbe  proposée  et  de  la  parabole  ; et  1 on  pren- 
drait pour  une  portion  quelconque  de  la  première  courbe,  une  suite 
HG  3.de  segmens  PNP',  P’N'P",  etc.,  fig.  3,  dont  la  base  serait  égale  à 
l’unité.  C’est  à cela  que  revient  la  formule  donnée  par  M.  Laplace,  daus 
le  tome  IV  de  la  Mécanique  céleste,  page  206. 

En  poussant  le  calcul  des  cocfiicieus  de  la  dernière  formule  du  n*  1026, 
jusqu'à  « = 6,  et  frÎMnl  x=i,  la  valeur  générale  de  fu,Ax  devient 


u-r- 


pour  le  premier  segment;  si  l’on  y ajoute  celles  des  deuxième,  troi- 
sième, etc.  segmens,  qui  se  déduisent  de  la  précédente,  en  augmen- 
tant l’indice  de  « de  i,  2,  etc.  unités,  on  aura,  pour  la  somme  de  n 
segmens, 

U 4-  M,  -f-  U -f- 

-f-  — (Au  -j-  An,  -f-  Eu,. .....  .-4“  Ak,_,  } 

— ~ {A*«  ■+•  E'u,  + A*n. 4-  A‘n._. 

4”  «le. 
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et  si  l’on  observe  que 

Ah  -f-  Am,  -f-  A «, -f-  Am„_,  = u. — u (88 i), 

A*m -f-  A*m,+  A*h -f-  A,h«_,=  Ah. — Am, 

et  ainsi  du  reste,  on  changera  la  somme  précédente  en 

'«+«.  + «, +«.-.  + /.  J 

— ~ (A".  - A")  + i (A*"«—  A><0  — ~0  (A’“-  — A3«)  | , 

+ Te5CA<“*-A4“)“<Sl5(ASw"~AÎ“)  ; ' 

formule  assez  simple,  mais  dans  laquelle  on  emploie  plus  de  n ordon- 
nées, puisque  Am.  dépend  de  u,+,  et  de  u.  ; A*m.,  de  u„+1,  u.+t,  u., 
et  ainsi  de  suite. 

On  en  obtient  une  autre,  exempte  de  cet  inconvénient,  au  moyeu 
de  la  formule  générale  du  n°  ga5,  de  laquelle,  en  faisant  /■=  i,  =a, 
= 3,  etc.,  on  tire  des  valeurs  de  Am.,  A”m,,  A’u. , etc.,  qui,  mises 
dans  la  somme  précédente , donnent 

j » 4*  u,  + u, -f-  m._,  -1-  2 II. 

— “ (A“-.  ~ Ah)  — ^ (A*u._,+A‘m)  — 23.  (A3u,_3  A5m) 

~ ils  (A<"*-<  + A<M)  - eS  (AS“~»—  a!,0 

Nous  ferons  observer  que  la  première  ligne  de  celte  formule  équi- 
vaut à 2 m -Hi ("•■—“)  (943). 

11  est  évident  que  toutes  les  formules  d'interpolation,  traitées  comme 
celles  du  n*  898  l’ont  été  ci-dessus,  peuvent  servir  à calculer  les  va- 
leurs des  intégrales,  que  la  difficulté  ne  consiste  qua  choisir  celles 
dont  les  variations  s’accordent  le  mieux  avec  la  marche  de  la  fonction 
à intégrer,  et  qu’il  y a lieu  d’appliquer  à ce  sujet  les  remarques  qui  ont 
été  faites  par  rapport  à l’interpolation.  C’est  aussi  à ce  genre  de  formules 
qu’il  faut  rapporter  celles  qu'on  trouve  dans  les  tomes  VI , VII  et  VIII 
des  Annales  de  Malliéinatii/ues  pures  cl  applii/uées. 

1039.  On  tire  du  n*  967,  eu  faisant  m=i  et  h = 1 , 
fuite:  s=  {l(i  + A)}-,m  = 2m  -f.  C,a«+-  C.Am  -f-  C,A*m  -f-etc.. 
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C,,  C,,  elc.,  étant  les  coefliciens  des  puissances  de  A,  dans  le  dé- 
veloppement de 

{ A — i A*  -4-  * A5  — i A'  + etc.}-; 

et  par  ce  moyen  l’intégrale  aux  différentielles  est  ramenée  à une  in- 
tégrale aux  différences,  qui  s'obtient  en  prenant  la  somme  d'un  nombre 
donné  des  valeurs  successives  de  u. 

Si,  dans  la  première  formule  du  n“  898,  on  change  u,  en  tu,  on  en 
tirera  une  expression  au  moyen  de  laquelle  on  chassera  tu  de  la  va- 
leur de  fudx;  et  en  sc  servaut  de  la  uolation  de  Vandermonde,  il 
Viendra 

f udx  = (C-j-  [oj  [•*’])«  •+■  (C,+  [o]  [.*])  A u -f-  (C,  + [o]  [x])  A *« 

•*{  4 

-f -(C4+  toJ  [xJ)  A’u-j-  etc.  + const.j 

formule  remarquée  en  premier  lieu  par  Lorgna. 

,o3o.  On  construit  encore  des  formules  où  les  différentielles  sont 
combinées  avec  les  sommes.  11  s'en  présente  une  de  ce  genre,  lorsque 
l’on  égale  entre  elles  la  deuxième  et  la  troisième  expression  de  Su,  rap- 
portées dans  le  n*  99a;  et  si  l'on  en  prend  les  lettres  B alternativement 
avec  le  signe  + et  le  signe  — , comme  on  l’a  indiqué  dans  le  n*  1001, 

il  viendra  _ , 

Judx  = 

, (Sx +';/!,)  d«  (.‘jj’  — ’ Kù  dV  _ (Sx*  + ; Bj)  <l;u  -j 

(5x  j dx  i.a.3  dx1  1 .2. 3.4. 5 d?  f 

Sx • <l'u  , Sx*  dUi  (’ 

“t*  i .a  dx1  1 .2.3.4  dx»  ' J 

to3i.  Dans  les  Exercices  de  Calcul  intégral  (page  3o8  du  premier 
volume),  M.  Legendre  a donné  une  formule  où  il  fait  entrer  l'intégrale 

Zf(x-t-i*)  = f(ï*)  + f(ï/')  +f(iA) + f(x  — ih), 

{(x)  étant  ici  ce  que  j’ai  représenté  par  u,  et  la  différence  de  la  variable  x 
demeurant  toujours  h.  11  n’est  pas  difficile  de  voir  que  cela  revient  3 
prendre  les  ordonnées  au  milieu  de  1 intervalle  des  abscisses 
o,  h,  a h,  3 h,  etc., 

au  lieu  de  les  prendre  au  commencement.  Or  si,  dans  la  formule 
2u=i/udx  r-jw-f  ^"^A  + ctc.  (97a), 


.2.3.4. 5 dj? 
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bn  change  X en  x -f-  7 h , et  qu’on  développe,  en  conséquence,  par  le 
théorème  de  Taylor,  tous  les  termes  du  second  membre,  on  verra  que 
le  terme  — ju  doit  disparaître,  qu'on  pourra  poser 

lf(x  + i/i)=  A + + +etc.; 

et  par  conse’quent 

/«dx=  A2  f(x+iA)-—  P h'~  etc- 

Pour  déterminer  les  coefiïciens  a,  /S,  y,  etc. , de  cette  dernière  for- 
mule, M.  Legendre  fait  aussi 


: e , d ou  2e  — e 2c  = — — — TJf — “T  (O55)- 

e — 1 e — e 

Au  moyen  de  ces  valeurs,  l’expression  précédente  de fuàx  fournit  une 
équation  dont  tous  les  termes  sont  divisibles  par  e *,  ce  qui  donne 

1 = ",  — ah‘  — Ph'  — >A<  — etc- , 

d’où  l’on  conclut 

• h ^—1/1  — * -f-  «A* -h |Sh’ -f- yh*  -f-  etc. ; 

e’  — e T 

mais  par  le  développement  de  son  dénominateur,  le  premier  membre 
de  celte  dernière  équation  revient  à 


î* 


ih 


, h‘ 

1 "t”  a .3.a*  ’ a.3 .4*5. a*  a.3.4<â«^>7'a< 

le  second  ne  peut  donc  contenir  que  des  puissances  paires  de  A;  et  en 
lui  donnant  la  forme 

! — Ah'  -f  Bh*  — Ch*  + Dh\  — etc., 

on  trouve  les  équations 


h' 


h- 


• etc. 


^ a. 3. a* * 

B = -4—,  A 

a. 3. a* 

C — -4-xB 

Q.o.a* 


' a. 3. 4-5. a*  * 

‘ a. 3. 4. 57a*  ^ + a. 5. 4. 5. 6. 7.!»  » 


etc. 


a4 
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M.  Legendre  donne  aussi  des  expressions  immédiates  de  ees  coeffi- 
ciens,  par  la  limite  des  séries  de  la  forme  i *1-  — -f»etc.;  nous  y par- 
viendrons dans  la  suite,  en  cherchant  les  formules  analogues  pour  le» 
nombres  de  Bernoulli, 

On  a donc,  d’après  ce  qui  précède,  la  formule 

/«Lcs=ttf(jr+iA)+^^f2A‘— Æ ^ A<  4-  A‘  - etc.; 

qu’il  faut  assujétir  aux  limites  de  l’intégrale  cherchée,  et  dans  laquelle 
M.  Legendre  conseille  de  prendre  A assez  petit  pour  qu’on  puisse  né- 
gliger le  terme  affecté  de  A*  et  les  suivaus. 

Disif*,;oo  io3a.  On  connaît  les  inconvéniens  de  l’élimination  successive  des 
- inconnues  entre  plusieurs  équations  ( voyez  le  Coniplêin.  des  Êlêm. 

•."iiuiiotu  iljt.  d' 'Algèbre).  Pour  les  éviter,  en  faisant  concourir  de  la  même  manière 
h,ul°a-  chacune  des  équations  proposées  à la  formation  de  l’équation  finale  , 
Bezout  a proposé  un  moyen  que  l'on  trouve  appliqué  dans  les  élémens, 
aux  équations  du  premier  degré,  et  qui  consiste  à les  multiplier 
par  des  facteurs  indéterminés,  puis  à les  ajouter  enlr’elles,  et  à égaler 
à zéro  les  quantités  qui  multiplient  les  inconnues  que  l’on  veut  faire 
. disparaître. 

Si  l’on  avait,  par  exemple,  les  trois  équations 

ax*  -f.  by*  4-  cxy  -J-  dx  CJ  ~b  f ~ o , 

a'x'-\-  b’)'  4-  cxy  -f-  dx  -f-  e'y f z=  o, 
a"x’~ f-  b"y‘- f-  c"xy  -f-  d'x- f-  e"y  -j-  f—  o , 

et  qu’on  les  multipliât  respectivement  par  trois  polyuomcs  de  leur  de- 
gré, savoir,  par 

■dx • -f.  By * -)i-  Cxy  -f-  Dx  4~  Ey  4-  F , 

A'x*  + By  + C'xy -b  D'x- f-  E'y -b  F, 

A"x'+  B'y'-b  C"xy  4-  D"x+  E"y  -b  F", 
en  réunissant  les  produits,  qui  seraient  du  quatrième  degré,  et  en  les 
ordonnant  par  rapport  à x et  y , on  aurait  une  cqualion-sonime , qui  con- 
tiendrait quinze  termes,  respectivement  affectés  de 


X'r 

X,  x *, 

x>y, 

x'y. 

*j>  y> 

*y, 

x/'y  y. 

*y>  y. 

y> 
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(nais  comme  on  aurait  introduit  di x— huit  coefïiciens  indéterminés,  on 
pourrait  égaler  à zéro  les  coefïiciens  des  quatorze  termes  qui  contiennent 
X et  y,  et  ne  conserver  que  celui  qui  en  est  indepeudaul  ou  qui  est 
multiplié  par  x‘  : on  obtiendrait  ainsi  l’équation 

Ff+  Ff  4-  F'f  = o. 

11  est  facile  de  voir  que  les  coefïiciens  A , B , . . . A,  B ', ....  A',  B'1, . . . 
*e  détermineraient  par  des  équations  du  premier  degré;  mais  leur  nombre 
total  étant  t8,  il  en  resterait  quatre  d’arbitraires. 

Pour  appliquer  celte  méthode  à des  équations  plus  élevées,  ou  qui 
soient  en  plus  grand  nombre , il  faut  avoir  préalablement  résolu  les  ques- 
tions suivantes,  i\  déterminer  quel  est  le  nombre  des  termes  que  doit  ren- 
fermer un  polynôme  complet  d'un  degré  quelconque  et  comprenant  un- 
nombre  quelconque  d'inconnues  ; a”,  déterminer  parmi  ces  termes  le  nombre 
de  ceux  qui  contiennent  telle  de  ces  inconnues  que  l'on  voudra,  et  le 
nombre  de  ceux  où  elle  n’entre  pas  ; car  ce  n’est  que  d’après  la  solution 
de  ces  questions,  qu’on  pourra  prévoir  à quel  degré  doit  monter  l’équa- 
tion finale,  choisir  en  conséquence  les  polynômes  qui  doivent  multiplier 
les  équations  proposées , et  s’assurer  qu’ils  contiendront  un  nombre  de 
coefïiciens  indéterminés  suffisant  pour  qu’il  soit  permis  d’égaler  à zéro 
tous  les  termes  dans  lesquels  entrent  les  inconnues  que  l’on  veut  éliminer. 

>o33.  Occupons-nous  d'abord  de  la  première  question.  Lorsque  le 
polynôme  ne  renferme  qu’une  inconnue,  il  est  visible  que  son  degré 
étant  désigné  par  m,  le  nombre  des  termes  qui  le  composent,  s’il  est 
complet,  sera  ni  4-1,  car  il  contiendra  les  termes 


Ét  si  l’on  rend  ces  termes  homogènes  par  l’introduction  .d'une  nou- 
velle inconnue  u,  on  aura  précisément  tous  ceux  qui  composent  la 
puissance  m du  binôme  dont  le  nombre  est  encore  Ré- 

ciproquement, si  l’on  fait  u—  1 , on  revieudra  de  la  puissance  du  bi- 
nôme t-\-u  au  polynôme  à une  seule  inconnue;  on  passera  delà  mémo 
manière , de  (/  +u+  x)“,  au  polynôme  complet  à deux  inconnues  t et  u , 
en  faisant  x = 1 : il  suffit  donc  de  trouver  le  nombre  des  termes  que  doit 
contenir  (/  + u -f-  x)".  Or,  en  mettant  cette  expression  sous  la  forme 
{(<4-  u)  4- ar}”,  et  en  la  développant  seulement  par  rapport  à x,  on  ob- 
tient m4-i  termes  dontl’expression  générale  sera  affectée  de  (t-f-uf^x". 
Si  maintenant  on  développe  la  puissance  du  binôme  t 4*  “>  e^c  l"°ur- 
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nira  m — n-(-  i termes,  d’où  il  suit  que  le  nombre  total  de  ceux  du  poly- 
nôme proposé  sera  la  somme  de  la  quantité  m — n-\-  1 , prise  en  faisant 
varier  n depuis  o jusqu’à  m,  c’est-à-dire  la  somme  de  la  série 


n»  + i. 


* | I 

dont  le  terme  général  est  [m+i],  et  qui  revient  à — [m-f-a]  , ou  à. .. 

En  mettant  le  quadrinome  (/-f-u- f-x+y)"  sous  la  forme ■ 

{(t-t-tt  + x)-f-y}",  et  en  le  développant  par  rapport  à y seulement, 
on  trouvera  /«-f-i  termes  dont  l’expression  générale  sera  affectée  de 
(‘  +“+•*)*“  rjf  ; et  le  développement  de  la  puissance  dn  trinôme 

en  fournira,  d’après  ce  qui  précède,  un  nombre  . 

La  somme  de  cette  expression,  prise  depuis  p = o jusqu’à  p = m ,' 
c’est-à-dire  celle  de  ^-[rw-f-a],  donnera  le  nombre  des  termes  con- 
tenus dans  le  développement  de  la  puissance  m du  quadrinome,  ou  dans 
le  polynôme  complet  à trois  iuconnues  ; on  aura  donc,  pour  ce  nombre 

j . I r i il  4*  3](m  4*  aXm  -4 1 1 

de  termes,  [m-f-3] , ou  ^ - — — X— 

De  même,  puisque  le  terme  (t  -f-  u -f-  x -f-y)”~*sf  du  développement 

de  {(t  + u+x+rf  + z)-,  en  fournit  ^ el 

que  la  somme  de  cette  expression,  prise  depuis  y=o  jusqu’à  q~m, 

revient  à celle  de  | ^ ^ [/«  -f-5]  , on  aura  - a* 3 ^ [ m ~t~  4^ , 00 

1 a g ^ 1 , pour  le  nombre  de  termes  du  dévelop- 
pement de  la  puissance  m du  quintinome,  ou  celui  des  termes  du  po- 
lynôme complet  à quatre  inconnues. 

En  général,  le  développement  delà  puissance  m du  polynôme  formé 
de  p ■+■  1 tenues  t , «,  x,y,  z,. . . . en  contiendra  un  nombre  exprimé  par 

rtxr.V  on  par 

(m  +ft)(m  4-/,—  a) (mq-i) 

1 .3.3.  . . .fl  9 

et  ce  nombre  sera  aussi  celui  des  termes  du  polynôme  complet  du  degré 
m , contenant  p inconnues.  Passons  maintenant  à la  seconde  question. 
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io34-  Pour  envisager  celle  question  clans  toute  son  étendue,  nous 
l’cnoncerons  ainsi  : Trouver  dans  un  polynôme  complet  du  degré  m,  et  ren- 
fermant un  nombre  quelconque  d inconnues  I , u , x , y , etc. , combien, 
il  y a de  termes  'divisibles  par  t";  combien,  outre  ceux-là,  il  y en  a de 
divisibles  paru?  ; combien,  outre  les  préccdens  , il  y en  a de  divisibles 
par  x*,  etc.,  en  supposant  d’ailleurs  n -f-  p -|-q  -f-  etc.  ■<  m.  , 

On  voit  aisément  que  si  l’on  rassemble  tous  les  termes  divisibles  par  d, 
et  qu'on  supprime  ce  facteur,  le  quotient  sera  un  polynôme  complet  du 
degré  m — n.  Si  l’on  avait,  par  exemple,  le  polynôme  complet  du  sixième 
degré  et  à trois  inconnues. t,  a et  x,  dont  les  termes  seraient 


f. 

tsu, 

dx. 

du'. 

dux. 

t*x'. 

du'. 

du'x,  dux',  d. r3. 

du*. 

du'x. 

du'x ', 

dus c', 

t'x*. 

tu\ 

tu*x. 

tu'x', 

tu'x*. 

tux*. 

txd, 

**', 

u'x. 

u*x'. 

u'x3. 

u'x*, 

UX ',  X *, 

f5. 

t*u. 

t*x, 

du'. 

dux. 

dx‘, 

du', 

t'u'x,  dux',  dx' 

tu*, 

tu'x, 

tu'x'. 

tux ', 

IX*, 

u*x. 

u'x'. 

u'x 

ux*, 

xs, 

du. 

dx. 

du'. 

dux. 

dx', 

tu', 

tu'x,  tux',  tx'. 

«s 

u'x, 

u'x'. 

ux3. 

X1, 

G 

du, 

dx, 

tu'. 

tUX  y 

tx' , 

u'. 

u'x,  ux',  X3, 

tu, 

ix. 

u', 

UX  y 

X', 

t , 

u> 

X, 

en  réunissant  ceux  qui  peuvent  être  divisés  par  d,  savoir,  tous  cenx 
qui  sont  multipliés  par  des  puissances  de  t supérieures  à la  seconde  , 
et  en  effectuant  la  division  , on  formerait  le  polynôme  du  troisième  de- 
gré, dont  le  nombre  des  termes  serait  par  conséquent 

<3  + 3)(3-f  a)(3  + 0 

TÏÏ73 — ao' 

En  général,  dans  le  polynôme  du  degré  m à p.  inconnues,  que  nous 
désignerons  ainsi  [t. . .,  /*)",  le  nombre  des  termes  divisibles  par  t " sera 
égal  au  nombre  des  termes  du  polynôme  (t...,  p)m~’,  ou  à ....... 

[m  — n+p.]  [o]. 

Après  qu'on  aura  effacé  du  polynôme  du  sixième  degré,  qui  nous 
sert  d’exemple  , les  termes  divisibles  par  d,  si  l’on  se  propose  de  trouver 
ceux  qui  sont  divisibles  par  u ■*,  il  faut , du  nombre  de  ceux  qui  l’étaient 
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avant  l'exclusion  des  termes  divisibles  par  Û,  retrancher  celui  des  terme* 
divisibles  par  u',  contenus  dans  le  polynôme  dont  O est  le  facteur  com- 
mun ; or,  les  termes  divisibles  par  u*  dans  le  polynôme  total , sont  au 

nombre  de  ^ ^ ^ „-^'1  + 1 ^ = 35 , et  celui  des  termes  divisibles  paru*, 

dans  le  polynôme  du  troisième  degré  formé  des  termes  divisibles  par 
étant  le  même  que  celui  des  termes  du  polynôme  du  degré  5 — a,  ou 
du  degré  i , est  égal  à 4;  la  différence  33  — 4>  0,1  sera  donc  le 
nombre  des  termes  divisibles  par  u *,  après  l'exclusion  de  ceux  qui  le 
6onl  par 

f*  — i* 

En  général,  [m — p [o]  étant  le  nombre  des  termes  divisible* 

paru’ dans  le  polynôme  proposé, et  [wi — n — p -+-/*]  [o],  celui  des  mêmes 
termes  dans  le  polynôme  du  degré  m — n,  formé  des  termes  divisibles 

l*  —fX  fX  JM 

par  f;  la  différence  [m — p- (—  yuj  [o] — [m — n — p~\-,u>  [o]  sera  le  nombre 
des  termes  divisibles  par«%  après  l'exclusion  de  ceux  qui  le  sont  par  t‘. 

Il  est  facile  de  voir  que  le  nombre  de  ceux  qui  le  sont  ensuite  par  & 
s’obtiendra,  en  retranchant  du  nombre  total  des  ternies  de  celte  es- 
pèce contenus  dans  le  polynôme  complet,  le  nombre  de  ceux  que  ren- 
ferme le  polynôme  divisible  par  <*,  et  le  nombre  de  ceux  qui  sont  eu 
outre  divisibles  par  u’,  et  que  l'on  aura 

fx  —u  jx  — -fx  M “ ^ 

["* — ' 7-H*]_oJ— [m— n — 7+juJ[oj — [m — p — j [o]4-[m — n — p—'J+h]  [°] 

p—F  f*  f*  (*  f* 

{ /«— 7+f^— [m— n— [m— p— q+u]+jn— n— p— 7+^]}. 

On  trouverait  de  la  même  manière , que  le  nombre  des  ternies  divi- 
sibles ensuite  par_y'  est  égal  a celui  des  termes  de  celte  espèce  que 
contient  le  polynôme  complet,  moins  le  nombre  de  ceux  que  contient 
le  polynôme  divisible  par  l",  moins  le  nombre  de  ceux  qui  sont  en 
outre  divisibles  par  ur  et  moins  le  nombre  de  ceux  qui  sont  en  outre 
divisibles  par  xl,  ce  qui  revient  à 

•4  [m— r4-|4— [m— n— r-f/u} — [m-p—r-\-tJ]-\-[m— n—p— r-fytj  | . 

I — [m — t] — — n — y — — p — y — r-f -pî\ — [ni — « — p — 
et  ainsi  de  suite. 

En  examinant  de  près  les  résultats  que  nous  venons  d’obtenir,  oij 
reconnaît,  i*.  que 
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\o]{'m—p+u\  — [/«— n— p+fÂ\}  ==  û»"°]  [m—p+P‘  > 

A„  marquant  que  la  quantité  m — p-\-P  varie  de  —n;  a°.  que 

—fA  fA  fA  M fA 

[o  ]{[m-q+p}—[i>i—n—qyp}—[m—p—q-\-p]+[r>r—n~p—q+u]} 
=[o]({m— q+p}—  [m— p— </-h“î}— {['»— «— q+£— ['«— P~ 7+ h}} } 

— fA  fA  —fA  fA 

=A,[o]  [m — q+Pj — A,[o]  [m — n — q+p] 

=A‘,,  /o]  [m — q+p\  , 


A*,  n marquant  une  différence  du  second  ordre,  dans  laquelle  la  quan- 
tité m — q-\-p  varie  successivement  de  — p et  de  — n;  et  d’après  ces 
considérations,  on  voit  que  le  nombre  des  termes  divisibles  par  yy 
après  l’exclusion  des  termes  divisibles  par  l",  if,  x’y  est  exprimé  par 
—p  P . 

A1,  , , [o]  [m — r+(Â\,  A’,  , , marquant  que  la  quantité  m — r'-j-p  varie 

successivement  de — q , — p,~n,  et  enfin  que  A4,jf ,p,„[o]  [m  — - s -J- p\  , 
exprime  le  nombre  des  termes  divisibles  par  s',  après  l’exclusion  des 
termes  divisibles  par  l',  u?,  xi,  y. 

Quant  au  nombre  des  termes  restans  après  l’exclusion  de  tous  ceux 
qu’on  vient  de  désigner,  il  s'obtiendra  en  observant  que  le  nombre  de 
* ceux  qui  restent  après  l’exclusion  des  termes  divisibles  par  t ",  est 


[oï{[w  + Mj  — [m  — n + p]}  =a  A.[o]  [m -f-  p]  ; 
et  si  l’on  en  retranche  ceux  qui  restent  divisibles  par  ur,  et  dont  le 

—f*  f*  . 

nombre  est  A.  [oj  [m—  p +^tj , il  viendra 

A.[oJ [m -f- p]  — A,[o^  [m—p  + p\  = A’.  /oJ  [m+p ]; 

retranchant  encore  de  ce  résultat  le  nombre  des  termes  divisibles  par 
x *,  après  l’exclusion  de  ceux  qui  sont  divisibles  par  f et  uf,  on  aura 

A’.,  ,[o]  [ m +p\  — A%,  .[o]  [m—q+p]  = A3», ,,  ,[o]  [ni  + p]y 

pour  le  nombre  des  termes  restans  après  l’exclusiou  de  ceux  qui  sont 
divisibles  par  C,  vT,  x%  et  on  arrivera  à 

A\,p.troj  [m+Mj — A3fj,  .[oj  [m—r+p]  = A4., ,, ,, , [oJ  [m+f]. 
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pour  le  nombre  des  termes  reslans  apres  l'exclusion  de  ccqx  qui  sont 
divisibles  par  l',  u',  enfin  à 

A*., ,, , foj  [ro-f-p— ]A<«.  t> ,[oJ  [m—s+u]  = A5., ,, ,, ,, , [o] 

pour  le  nombre  des  termes  reslans  après  l’exclusion  de  ceux  qui  sont 
divisibles  par  /*,  u',  x*,  y,  3'. 

io35.  Maintenant,  pour  proce'der  à l'élimination  entre  un  nombre 
quelconque  ju  d'équations,  renfermant  un  pareil  nombre  d'inconnues  et 
représentées  par 

= (/.  • •/*■)’  = o,  (t...fiy  = o,  etc.,' 

concevons  qu’on  multiplie  la  première  par  un  polynôme  complet,  cou* 
tenant  aussi  les  /u.  inconnues,  mais  d'un  degré  indéterminé//:',  et  désignons 
le  résultat  ou  Ycquation-produit  par  (/ yu)*"*’”'  = o;  les  autres  équa- 

tions pourraient  donner  immédiatement  les  valeurs  de  n",  xf,y,  etc., 
considérées  comme  des  incounues  au  premier  degré  , cl  serviraient  par 
conséquent  à chasser  ces  quantités  de  l'équalion-produit,  après  quoi  il 
»’y  resterait  plus  aucun  des  termes  divisibles  par  u",  x y,  etc.  Si 
donc  l'oo  ne  veut  conserver  que  l'inconnue  t,  dans  l’équalion-produit, 
qui  deviendra  dans  ce  cas  l'équation  finale  résultante  de  l’élimination 
des  inconnues  u,  x,  y,  etc.,  il  faudra  faire  évauouir  tous  les  ternies 
qui  en  demeurent  affectés , en  disposant  pour  cela  des  coefliciens  in- 
troduits par  le  polyuome  multiplicateur. 

Pour  ne  pas  embarrasser  le  calcul  de  termes  inutiles,  il  convient  d’abord 
de  faire  disparaître  du  polynôme  multiplicateur  tous  ceux  qui  sont  di- 
visibles par  /:*,  x*,  /,  etc. , afin  de  connaître  ensuite  le  nombre  de  ceux 
qu’il  faudra  faire  évanouir;  et  le  nombre  des  termes  restaus  après  cett^ 
opération  sera  exprimé  par 

A*.  [<5  [m'+ê5  (lo54)> 

puisque  n — i désigne  le  nombre  des  inconnues  que  l’on  élimine.  Le* 
mêmes  substitutions  réduiront  l’équation-produit  à un  nombre  de  termes 
marqué  par 

A-, 0 + 

Si  donc  D représente  le  degré  de  l’équation  finale  en  t,  le  nombre 
de  ses  termes  sera  D - f-  x , et  par  conséquent  le  nombre  de  ceux  quj 
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resteront  affectés  des  inconnues  u,  x , y,  etc.  dans  l'équation-produit, 
après  les  substitutions  que  nous  venons  d’indiquer,  aura  pour  ex- 
pression 

Clf....[°1  •+■  rn'+ix. ] — D — i , 

tandis  que  le  nombre  des  coefficiens  indéterminés  introduits  par  le  po* 
lynome  multiplicateur , sera 

ft—l  —p  _ é fA 

û».r.*.~C°][m  -+-!“]• 

Parmi  ces  coefficiens,  il  en  doit  rester  un  qui  soit  arbitraire,  puisque 
l'on  peut  toujours  réduire  à l’unité  le  coefficient  de  l’un  des  termes  de 
l’équation-produit;  d’après  ces  considérations,  on  a,  pour  détermi- 
ner m',  l’équation 

&*, ,, , ■>]  — i = A., ,,  ,...,[0]  [m  + m'+  p]  — D — 1 , 

qui  donne  • 

D = [offA^  4-  m'+p}  — A*, 

“A*  f*  f* 

= fojA., [/»+/»  -f-/*], 

— M 

en  passant  hors  de  la  caractéristique  A , le  facteur  constant  [o] , et  en 
réduisant  les  deux  termes  du  second  membre  à un  seul.  Il  ne  reste 
plus  qu’à  développer  la  différence  indiquée,  en  observant  que  les  va- 
riations de  la  quantité  m-f-m'+fi  sont  successivement  — m,  — n, 

~P>  — ?■••• 

fl 

Pour  y parvenir,  il  suffit  de  remarquer  que  la  fonction  [m  -f-  , 

étant  développée,  par  rapport  aux  puissances  de  sera  de 

la  forme 

m')^ -\- ^{m+m'y— 1 -f - 2?  (/;»-+- m')'*-’.  ■ . •*+•  -f-  N, 

et  que  l’on  aura  par  conséquent 

. . . .-y Mm, -f-  etc., 

f* 

— 1 -f-  etc. , 

A4  A* 

— 1 )(ju  — a) ....  1 . /»/>/?</ 

3. 


a5 
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Substituant  celle  valeur  dans  celle  de  D,  on  aura  seulement 

D = mnpq , 

c’est-à-dire  que  le  degré  de  l'équation  finale , résultante  de  F élimination 
d'un  nombre  quelconque  d’équations  complètes , renfermant  un  pareil 
nombre  d‘  inconnues  et  de  degiés  quelconques , est  égal  au  produit  des 
exposons  de  ces  équations.  Ce  théorème  important,  démontré  pour  la 
première  fois  par  Bezout,  à peu  près  comme  ci-dessus,  l'a  clé  depuis 
d'une  manière  plus  simple  et  plus  élémentaire,  par  M.  Poisson,  ainsi 
qu'on  le  peut  voir  dans  le  Compl.  des  Elcm.  d' Algèbre. 
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CHAPITRE  III. 

De  V intégration  des  équations  aux  différences. 

tô36.  J usqu’ici  nous  avons  supposé  que  la  différence  de  la  fonction  Du  &t<uiio» 
cherchée  était  donnée  explicitement  parles  variables  indépendantes;  nous 
allons  maintenant  nous  occuper  des  cas  où  Ton  a seulement  une  équa-  w«  « J,‘  rre* 
lion  contenant  la  fonction  cherchée,  ses  différences,  les  variables  in-  °° 

dépendantes  et  leurs  accroissemens.  Si  la  fonction  cherchée/  ne  dépend 
que  de  la  seule  variable  x,  dont  l’accroissement  soit  constant,  l’équa- 
tion proposée  sera  comprise  dans  la  formule  générale 

F(x>x>  Ar,  A%etc.)=o. 

H est  à propos  d’observer  que  Fou  peut  en  faire  disparaître  les  diffé- 
rences A y,  A'j,  etc. , en  les  remplaçant  par  les  valeurs  consécutives  de/’, 
puisqu’on  a 

Ajr  =/,—/,  A‘j  =/.—  a/,  +/ , etc. , 

et  le  résultat  prendra  la  forme 

F(x,  y.»  etc.)  = o,  • 

d'après  laquelle  on  voit  que  toute  équation  aux  différences  fait  connaître 
la  valeur  de  la  fonction  cherchée,  par  le  moyen  d’un  certain  nombre 
de  valeurs  antécédentes. 

Si  l’équation  était  dn  premier  ordre,  par  exemple,  on  aurait/,, 
par  le  moyen  de/;  si  elle  était  du  second,  on  en  tirerait/,,  exprimé 
par  /,  et  par/,  et  ainsi  de  suite. 

11  est  facile  de  reconnaître  qu’une  équation  quelconque  aux  différences 
équivaut  à une  série,  dans  laquelle  on  obtient  chaque  terme  par  le 
moyen  de  sa  relation  avec  ceux  qui  le  précèdent  et  avec  l'indice  qui 
marque  le  rang  qu’il  occupe.  En  effet,  lorsqu’on  a,  par  exemple,... 

/,  = f(.r,  /,/,),  et  qu’on  représente  par  h , l’accroissement  de  x,  on 
en  déduit 

/,  3=f(x-t- h,  /,,/.),  /«  = f(Jf  + 2A, /,,/,),  etc-. 
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et  l’on  forme  ainsi  la  série 


J,  J»  Jz,  J\,  etc.; 

au  moyen  de  ses  deux  premiers  termes. 

Ce  cas  particulier  suflil  pour  montrer  que  dans  la  série  déduite  d’une 
éi/uation  quelconque  aux  différences , il  jr  aura  toujours  autant  de  tenues 
arbitraires  qu’il  y a d'unités  dans  l’e.rposatu  de  tordre  de  cette  équation. 

1037.  On  peut  changer  toute  équation  aux  différences  en  une  équa- 
tion différentielle  d'un  ordre  indéfini,  en  substituant,  au  lieu  de  A y, 
A"y,  etc.,  leurs  dcveloppemetis  d’après  le  n*  900,  et  il  n’est  pas  moins 
évident  que  l’on  convertirait  aussi  toute  équation  différentielle  en  une 
équation  aux  différences  d'un  ordre  indéfini,  en  remplaçant  les  'coefll- 
ciens  différentiels  par  leurs  développcmens  tirés  de  la  formule  du  n°  gly. 

11  ne  parait  pas  que  ces  transformations,  qui  ont  l’inconvénient  d'in- 
troduire un  nombre  infini  de  termes,  puissent  être,  eu  général,  fort 
utiles  pour  l'intégration  des  équations;  mais  elles  sont  très-propres  à 
faire  sentir  la  différence  qui  existe  entre  le  Calcul  différentiel  et  le  Cal- 
cul aux  différences.  Elles  prouvent  que  par  la  nature  de  ce  dernier, 
les  différences  de  la  variable  indépendante  doivent  avoir  nécessairement 
une  valeur  déterminée;  car  si  l'on  avait  une  équation  entre  x,y,  Ax, 
Ay,  A %y,  etc.,  dans  laquelle  Ax  demeurât  indéterminé,  qu’on  la  déve- 
loppât suivant  les  puissances  de  Ax,  Ay,  Cs'y,  etc.,  ce  qui  lui  donne- 
rait la  forme 

A A j'  + /?Ay  ) 

•4-  CAx'  4-  DAxAj  + Eàj'  -h  Fa  y V = o , 

-1-  etc.  ) 

on  y pourrait  substituer,  an  lieu  de  Ay,  A'y,  etc. , leurs  développc- 
mens;  et  comme  y resterait  encore  indéterminé,  il  faudrait  que 
les  coefliciens  des  diverses  puissances  de  cet  accroissement  s’évanouissent 
d’eux-mêmes.  On  obtiendrait  ainsi,  entre  les  variables  jr, y,  et  leurs  dif- 
férentielles, un  nombre  infini  d’équations  qui  devraient  s’accorder  entre 
elles  pour  que  la  proposée  signifiât  quelque  chose;  et  dans  ce  cas  elle 
ne  serait  équivalente  qu’à  la  première  de  ces  équations,  dont  les  autres 
deviendraient  les  différentielles  successives. 

En  ne  supposant  l’équation  aux  différences  que  du  premier  ordre, .ce 
qui  la  réduit  à 

AAx  + BAy  + CAx'  + DAxAj  -f-ZAy*  -f  etc.  = o -, 
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tqr 


A 

*■?=  rx 


4r  d'y  dx’ 


+ 


dx’  1.2 


d]y  it-1 
dx3  J .a. 3 


-f-  etc., 


il  vient 


d’où  l’on  lire 


+ ^ = o ’ 


1 

dx1 


H-»g  + c+x 


1 d’y 
a dx •* 


i ~ O,  CIC.  : 


et  si  cette  suite  d'e'quations  ne  peut  avoir  lieu,  la  proposc'e  ne  pourra 
se  vérifier  qu’eu  assignant  à Ax  une  valeur  particulière. 


io58.  Ces  préliminaires  posés,  entrons  en  matière  par  l’intégration 
de  l’équation  générale  du  premier  degré  et  du  premier  ordre  ; et  sup- 
posons que,  l’accroissement  de  x étant  i,  on  ait  l’équation 

4T  + pJT  = <?> 

analogue  à l’équation  différentielle  que  nous  avons  traitée  dans  le  n“56a  : 
un  procédé  semblable  à celui  du  numéro  cité,  va  nous  conduire  à son 
intégrale.  Faisons  y = ns,  et  nous  aurons  Ay  =uAs-f-sAu  -f»  AuAz. 
ce  qui  changera  l’équation  proposée  en 

uàz  — f—  zA u — f-  AsAz  “1“  Puz  — Q j 

et  en  posant  séparément 

iAm  + Puz  = o , on  Au  -+-  Pu  — o;- 
il  restera,  uAi  AuAz  = Q,  d’où  l’on  tirera 


As 


Q 

u -f-  Au 


et 


z = 2 


Q 

»-j-  Au* 


La  question  se  réduit  donc  à intégrer  l’équation  Au-\-Pu  = o,  dans4 
laquelle  on  peut  séparer  les  variables,  en  lui  donnant  la  forme 

^ = — P j puisque  P est  supposé  ne  contenir  que  x.  Prenons  «=«% 
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il  en  résultera 

A u = — 1)  et  “ ss  e4’ — 1= — P, 

d'où  nous  tirerons 

e*=i—P,  A<  = l(i  — P)  et  /=2l(i  — P). 

Mais  la  somme  des  logarithmes  de  la  fonction  1 — P répondant  an  pro- 
duit continuel  des  valeurs  successives  que  reçoit  1 — P,  entre  les  limites 

de  l'intégrale,  si  l’on  désigne  ce  produit  par  [1 — on  aura 
e = l 

d’où  l'on  conclura 

« = C = [1  — P.-, 

Le  sens  de  la  notation  que  nous  venons  d'introduire  est  facile  à saisir, 
d après  celle  du  n*  981,  car  il  est  visible  que 

[1  - />,_.]  = (I— (1  ■ - P.)i 

et  si  l’on  fait  attention  que  u -f-  Au  = «, , on  obtiendra 

u-{— Au  = [i — /*,]  et  z = 2 — * 
ce  qui  donnera  enfin 

7- 

c<-pj 

la  constante  arbitraire  étant  comprise  dans  l'intégrale  indiquée.' 

C’est  à peu  près  ainsi  que  Lagrange,  qui  le  premier  fit  voir  l'analogie 
que  les  équations  du  premier  degré,  aux  différences,  ont  avec  les  équa- 
tions différentielles  du  même  degré,  a intégré,  en  1761 , l’équation  traitée 
ci-dessus;  il  applique  ensuite  son  résultat  à l’équation 

J‘  = fy  + Q, 

qui  revient  à 

y H-  &y  = fy  -f  Q. 

En  comparant  celte  dernière  avec  Ap -f- /^-=  Q , il  vient  P= 1 — iî; 
> — P=R;  et  l’on  a par  conséquent 

y r=  PU5*  -2- 
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Dans  le  développement  du  produit  [1  — nous  avons  supposé, 

pour  plus  de  simplicité  , la  différence  de  x égale  à l’unité  ; on  pourrait 

’ conserver  la  même  expression,  en  concevant  qu’elle  répond  à 

(1  — etc.,  lorsque  A x = /i,  ou  bien  trans- 
former l'équation  proposée  en  une  autre,  en  faisant  x — hx'}  ce  qui 
donnerait  Ax—hAx'  et  Aa'=  1. 

Lorsqpc  le  coefficient  R est  constant,  on  a 

Jt  — J 

s’il  en  est  de  meme  de  Q,  l’intégration  indiquée  s’effectue  facilement  : on 
obtient  dans  ce  cas 


= QtJl— 


Q 


(955), 


et 

y = Rt  {/pfcô + const}- 

•-  * » . i*  , 

En  général,  on  obtiendra  la  valeur  de  7-,  délivrée  du  signe  d’intégra- 
tion, toutes  les  fois  que  Q sera  une  fonction  rationnelle  et  entière 
de  x (960). 


io3g.  Dans  les  recherches  citées  numéro  précédent,  Lagrange  ap- 
plique aux  équations  du  premier  degré  et  d’un  ordre  quelconque  aux 
différences,  la  méthode  que  d’Àlembert  a donnée  pour  les  équations' 
différentielles  du  premier  degré,  et  dont  nous  avons  fait  connaître  l'es- 
prit, n’  6a3;  mais  il  est  revenu  sur  ce  sujet,  en  1775,  par  une  mé- 
thode encore  plus  simple,  que  nous  allons  faire  connaître. 

Représentons  par 

y s+n  "H  P *y x+u— » 4"  Ç.j  «+»-!1  • • ^ * (^) , 


une  équation  d’un  ordre  quelconque  et  du  premier  degré,  par  rapport 
à la  fonction  y,;  on  prouve,  comme  dans  le  n°  Gio,  que  son  inté- 
gration se  ramène  à celle  de 

z*+.  -1-  P. 5x+.-.  4-  <?*=*+.-.•  • • • + U. z,  = o (B); 

et  l'on  obtient  la  valeur  complète  de  s,,  lorsqu’on  en  connaît  un  nombre  n 
de  valeurs  particulières. 
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Celle  dernière  proposition  est  évidente  par  elle-même;  car  il  est. 
clair  que  si 

j J>  jn 

"*»  -*> 

sont  des  fondions  de  jr  qui  satisfassent  à l'équation  (Z?),  l'expression 

zs  = C'-J,  4 C'z".  4-  + etc. 

y satisfera  pareillement;  et  quand  le  nombre  de  ses  termes , supposés 
absolument  irréductibles  entre  eux,  sera  n,  elle  sera  l'intégrale  complète 
de  celte  équation,  puisqu’elle  renfermera  n constantes  arbitraires,  C'f 
C",  C'",  etc. 

Cela  posé,  si  l'on  regarde  ces  constantes  comme  des  fonctions  de  x, 
et  que  daus  celle  hypothèse  on  change  z,  en  yXi  ou  que  l’on  fasse 

y.  = C'.*',  4-  C\z",  4 C". z'".  4 etc. , 

on  en  déduira  d'abord 

7.+.  = + CV.-'U.  + C"„,  sV.  rj-  etc.  ; 

résultat  qui  se  transforme  en 

J.+.  = C\z’,+,  4 C",z",+,  4-  CW,  4-  etc. 

+ z'„Af7,+z',.+AC't+z'",^AC"x 4-  etc. ; 

en  mettant  pour  C'I+, , etc.,  leurs  valeurs  C.  -f-AC'v, 

C',  4- AC",,  etc.,  et  se  réduit  à 


TW.  = -1-  C".z"M+,  + C'V'U.  + etc., 

lorsqu’on  fait 

ctc.=o  (.), 

de  même  que  si  les  quantités  C C C"m,  etc.,  fussent  demeurées 
constantes.  En  faisant  de  nouveau  varier  x,  on  obtiendra 

J.+.  = C.+J.+.  4 ■C"„,z'l'+%  4-  C'"„,z"‘,+.  4-  etc. 

= 4 C‘xz",„  4 <?W.  4 etc. 

4-  ïW.ûC'.  4 z'^AC",  4 z'",+AC"'.  4 etc. 

résultat  que  l'on  réduira  à 

7,+,  = C',z',+t  4 CVW.  + 4 etc., 
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par  la  supposition  de 


2*i 


«• 


OC.  4-  :".+AC'.  4-  z'",+.A<7",  + etc.  ss  o 
Faisant  varier  x une  troisième  fois  , on  aura 

J‘i+t  ==  C t+i  4*  C'tZ'x+x  4-  C "*« 4”  etc., 
en  posant  ' 

-~'*+AC.  4-  z'',+AC",  + 4-  etc.  = o (3), 

et  l'on  continuera  ainsi  jusqu’aux  équations 

+ C",z\+._,  + + etc., 

z'.+.-AC',+z\„-AC'I  + z'\+m_AC"',-{-  etc.=o  (n-ij. 

Maintenant,  si  dans  la  valeur  de  on  change  j;  en  i + i,  on 

trouvera 

J.+.  = Cj/.„  + 4-  C".zm.+.  + etc. 

+ z'^CI+z!'^C\+z'",^C",+  etc.; 

mettant  dans  l’équation  {A)  les  valeurs  de  y, , y,+, , y,+\t 
<en  observant  que,  par  l'hypothèse  et  d'après  l’équation  ( B ) , 


4- 

4“  Q*z's+m— ••  • ■ 

• •4-  = o , 

J! 

" r+m 

4-  P,*",+.-, 

4- 

..4-  U. s".  = o. 

*•  s+m 

4-  P^.+x-, 

4-  Q.z'".+ 

..4“  U t*" * = o , 

etc. , 

» . 

il  restera 

z'x+t&C'x  4-  ^,+,4C",  + z’”,+,A CnM  4-  etc.  — V (ri).‘ 

On  conçoit  facilement  qu’avec  le  secours  des  équations  (i),  (a), 
(3)j (n — i),  («),  on  déterminera  en  fonction  de  x,  les  diffé- 

rences A C w,  A C'x,  A C"'It  etc.,  ce  qui  réduira  la  recherche  des  quan- 
tités C,  C',  C'",  etc. , à l’intégration  des  fonctions  d’une  seule  variable. 

io4o.  U faut  à présent  nous  occuper  de  l’équation 

z,^.  4*  P A***— 1 4“  QxSt+t-t  4-  j. . . .4-  U»*»  — o (/?). 

Lorsque  les  coelliciens  de  cette  équation  , au  lied  d’être  des  fonctions 
de  x,  sont  des  constantes,  on  a seulement  . 

i,+,  4*  tPz#+«- 1 4*  Qzn-«-,  4*  • • • 4-  t s,  = o {C)  y 


3. 


a G 
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et  l’on  y satisfait  en  posant  — d’où  il  résulte 

1 — wr*+l,  — w**'"*,.  ■ • » • . nî/+*—  ni*'1’* p 

puis 

ni’  -f-  Pm'~'  -|-  Qm’~%  -f-  Rm*-* 4*  £r=  o. (D)  , 

équation  qui  sert  à déterminer  m.  Si  donc  on  désigne  par  ni',  m", 
ni'",  etc.,  les  racines  de  celle-ci , on  aura  (10Ô9) 

s,  = Cm " + CW"  4-  C'W"'  . . . 

Celte  expression  présente,  par  rapport  aux  quantités  ni',  ni",  m'",  etc., 
les  mêmes  circonstances  que  l’intégrale  de  l’équation  différentielle 

d"c  -(-  /’d.rd"_,r  + Çdr’d'-*;  + fîdx’d*-3s. . . .4-t  :dx’  = o (G04). 

1041.  D'abord  il  peut  arriver  que  l’  équation  (D)  ail  des  racines  ima- 
ginaircs.  Une  couple  de  ces  racines,  étant  de  la  forme 

«4-/3  V/— "ï , « — /3 

fournira,  dans  l’expression  de  z,  (1040),  la  partie 

C(*  4-  /3  V~i)‘  4-  C"(a  — 0 

que  l’on  transformera  facilement  en 

Cj'(cosefx4-  \/ — isincfx)-f-  C'j.*(coscfx — \/ — îsintfx) 

= E'cosJ'x  4-  CsinJ'x , 

en  posant 

= y,  = cos  / , = sin  J (IntroJ.  79), 

et  en  changeant  les  constantes  C et  C',  comme  dans  le  n*  6o5. 

Cet  exemple  est  suffisant  pour  montrer  que  l’expression  de  z,  pourra 
toujours  être  mise  sous  une  forme  réelle  ; tirant  donc  de  celte  forme 
les  n valeurs  particulières  de  a,,  comme  dans  le  n’  61 3,  on  parviendra 
sans  peine  à l’expression  réelle  dcjx. 

104a.  Si  l’équation  (D) 'avait  des  racines  égales , l’expression  de  r,  ces- 
serait d’être  complète  ; et  il  faudrait  alors  recourir  à des  artifices  d’aua- 
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lyse , semblables  à ceux  que  nous  avons  employés  pour  l'équation  diffé- 
rentielle (606)  j mais  nous  présenterons  celle  recherche  sous  un  point 
de  vue  un  peu  different , en  la  ramcuant  à une  détermination  particulière 
des  constantes  arbitraires,  qui  peut  encore  avoir  d’autres  applications. 

L’équation  (O),  considérée  comme  exprimant  la  nature  d'une  série 
dont  un  terme  quelconque,  représenté  par  s,+.,  dépend  des  n termes 
quile  précèdent  (io36),  suppose  nécessairement  que  les  «premiers  termes 
de  celle  série,  désignés  par 

* 

-•  3 r»>  3ij*  ■ 

sont  arbitraires;  et  ce  sont  ces  termes  que  nous  allons  introduire  à la 
place  des  constantes  C , C't  C ",  etc.  Pour  cela,  nous  poserons  les  équa- 
tions 


Z. 

= C 

4-  C' 

+ C'" 

4-  etc. 

z, 

= C'm' 

4-  C"m" 

4-  C'"m"' 

4-  etc# 

= Cm'* 

H-  C"m"‘ 

4-  C"m'"‘ 

+ etc. 

Z3 

= C'm'3 

4-  C"m"3 

4.  c"mm 

4-  etc. 

= C'm'— 

4-  C'm"— 

4-  C"'m'"— 

4-  etc. 

dont  le  nombre  est  égal  à celui  des  quantités  C,  C",  C ",  etc.,  qui 
n’y  montent  d'ailleurs  qu’au  premier  degré;  et  en  prenant  successive- 
ment n= 1,  n= a,  n=3,  etc.,  nous  obtiendrons  les  résultats  parti- 
culiers 


C = s., 

C = ».— "»*«,  m'*> 

' ni  — n»  9 ni' — m 

,y,  e, — (m"+  rnm’z, 

° ~ (m'— m*)  _ 

ç,  z , — (m'-f-  m*>,  + m'inmL0  I 

““  (m*— m") 

r„, z,—  (m  4-  m")z,  4-  m'm'Zy  1 

(r n" — m')(m* — m") 

etc. 


La  loi  de  ces  résultats  est  déjà  assez  évidente  pour  qu'on  puisse  les 
pousser  aussi  loin  qu’il  sera  nécessaire;  mais  on  peut  en  découvrir  la 
forme  générale  sans  recourir  à réduction , en  faisant  usage  du  procédé 
d'élimination  donné  à la  fin  du  n*  611. 
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En  effet , si  l'on  représente  par 

‘ 4-  P i—  4-  Q'i— i ....  -j-  U'  = o ; 

l’equatîon  dont  le;  racines  sont  ni",  m'",  etc. , que  l’on  multiplie 
l'avant-dernière  des  e'quations  ( E ) par  P’,  la  précédente  par  Q'f  et 
ainsi  de  suite  jusqu'à  la  première,  qui  sera  multipliée  par  U',  et  qu'on 
ajoute  les  produits  à la  deruière , on  aura 


, 4- 

P’- 
* -é 

+ 

...4- 

Ut. 

= C (m1— 

4- 

P'm '*— 

4- 

Q'm'—K . 

...4- 

U')  ) 

4-  C 

4- 

4- 

Q'iriu~i . 

...4- 

V)  (. 

4- 

* 4- 

P’m"”- 

1 + 

...4- 

in  r 

4-  etc. .... 

.... 

...  ) 

oiÿ toutes  les  lignes  du  second  membre,  excepté  la  première,  sont  néces- 
sairement nullcs,  comme  n'offrant  que  les  résultats  de  la  substitution 
des  quantités  //»",  m'",  etc.,  h la  place  de  t : il  viendra  donc 

*1?—.  “t- P’ -p  Q'z*^ J.  . . -p 

+y'ro'*' *. . U'  * 

ce  qui  s’accorde  avec  les  valeurs  rapportées  plus  haut. 

On  trouverait  de  la  même  manière  C",  C’",  etc. , en  substituant  suc- 
cessivement les  racines  m",  rit'",  etc.,  à la  place  de  m',  et  en  formant 
l’équation  t avec  les  racines  m',  m'",  m"",  etc. , ni,  m",  m"”,  etc. 

Nous  avons  déjà  fait  voir,  dans  le  uumero  cité,  que 

m'—'  + P'm”—  + QV— 5 + V — etc. 

= nnt’’~'  -{-  (n — i 4*  (n — a)Ç/n'*~5 . . . ,-f-  T, 

♦ 

résultat  équivalent  à 

d(m*  + Pm—  + ()»■■-*..  ..4-  Tm+  T'}  . 

dm  * 

pourvu  qu’après  la  différentiation  on  change  m en  m’.  Pour  former  les 
quantités  P’,  Q1,  R', ....  U',  il  faut  multiplier  l'équation 

t—  + Pt—'  + Q'f- > + V = o , 

par  t — m',  ce  qui  doit  la  rendre  identique  avec 

m ■ 4-  Pmm—  4-  Qin"~‘. . . .4-  Tm  U 
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en  changeant  « en  m; 

et  on  aura , par  la  comparaison  des  termes 

semblables , 

P—  m=P , 

, 

Q-P’m=Q, 

« 

R'—Q'm'—R, 

S'—Rm'—S, 

etc.. 

d'où  l’on  tirera 


P'  = P + rri, 

Ç'  = Q ■+■  Pm’  -+■  ui'% 

JT  = ii  + Qm'  + Pmi'*  + 

5'  = i + Pm'  + Qm**  + /V3  + ni'4, 
etc.  , 

1043.  Cela  posé,  en  observant  que 

-f-PW—»  4-QW*-J Z/'  —(m1 — — m'")(/n'  — m "") 

m«—  +P"m"—‘  +Q"m"— * + 1/"  =(m" — m'"').... , 

/«')(/»'"— /«")(/«"'— , 

etc. , 

on  peut  écrire  les  deux  premiers  ternies  de  la  valeur  de  a,  ainsi  qu  il  suit, 
2»-i  + P'~n-«*4-  Q %»— »■  . • -~1~  ^ ao  1 

(m'—  — m"). . . . ( 

z._,  + 4-  4- f ''«»  miiM  [ ’ 

(m'—  — m) ....  ' 

et  l’on  voit  qu’ils  so  réduisent  à ~ lorsque  ni'  = m". 

Les  trois  premiers  termes,  étant  écrits  de  cette  manière  , 


(m'— m*)  (rn  — -m*)  (m' — m0) 


f (m" — + , +(t’s»_3  • 

. .-pif  z«)  m''’) 

1 (m'— jn"") 

I 

(m' — + 

. , + C’zJ  m'< 

\ (m'— m"*) 

I . (m‘ — 

( ‘ (mT- — m **) J 

deviennent  visiblement  | , lorsque  l’on  a en  même  temps  m=sm"=m'", 
et  ainsi  de  suite,  à mesure  que  le  nombre  des  racines  égales  augmente. 
11  faut,  pour  trouver  alors  la  vraie  forme  de  l’intégrale,  recourir  à la 
méthode  du  n*  147,  quand  il  n’y  a que  deux  racines  égales,  et  à celle 
du  n*  1 53,  lorsque  le  nombre  de  ces  racines  surpasse  deux.  L’usage  que 
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nous  avons  déjà  fait  de  ces  méthodes,  dans  un  cas  absolument  sem- 
blable à celui  qui  nous  occupe  (Gi5),  nous  dispense  d'enirer  dans  au- 
cun detail;  et  nous  nous  bornerons,  en  conséquence,  à donner  la  forme 
des  résultats.  11  faudra  substituer  aux  deux  premiers  termes  de  la  valeur 
de  a la  quantité 

c'nî*  -f-  c"xtnx~'} 

lorsque  ni=xm";  aux  trois  premiers,  la  quantité 

c'm " -f  c"xni‘~‘  + cm  r'r~°  m’‘—, 

lorsque  ni  — m"=zni",  et  ainsi  de  suite  : dans  ces  expressions,  c',  c", 
c’",  etc.,  remplacent  les  constantes  arbitraires  C1,  C",  Cmt  etc. 

io/|4-  Nous  indiquerons  succinctement  ici  la  route  qu’il  faut  suivre 
pour  déterminer  les  quantités  C',  C",  C'",  etc.,  par  le  moyen  des  équa- 
tions (i),  (a),. . .(n  — i),  («),  du  n*  io3q,  afin  de  parvenir  à l’intégrale 
de  l’équatiou  (,</),  dans  le  cas  où  les  coefliciens  P,  Q,  U,  sont 

conslans,  et  F,  est  une  fonction  quelconque  de  .r.  Les  équations  (i)  , 
(a)....(n — i),  (n),  deviennent  alors 

m'-+‘  aC',  ■+■  m"*+‘  AC",  -f-  m"u+l  AC'",  + etc.  = o, 
m'a+%  AC,  + m"*+*  A C* AC"',  -f-  etc.  = o. 


ni1*— 'AC',  + m"**—‘  aC',  -f-  ni"——'  AC'",  -f-  etc.  = o, 
ni—'  _j.  m"*+.  \c"z  -f-  m":—  A C'",  •+•  etc.  = F,, 

en  y substituant  pour  s',+1,  -,+,,•••  •3'*+i  > e,c>  * 

m1**',  ni—*,. . ..ni'—',  etc.; 

ensuite,  si  l’on  fuit 

ni—'t,C  — A'F.,  ni'—'bC'  = A'F„  m""+’AC"  = A"'F„  etc., 
on  arrivera  aux  équations 

A'  -f-  A'  -f-  A"  + etc.  = 0, 
ni  A'  -f-  ni' A'  + ni"  A"'  + etc.  s=  o, 


ni’-’ A'  -f-  ni'"-' A"  -f-  ni"— 'A'"  etc.  = o, 

ni— 'A'  -f-  ni’— 'A"  -f-  ni"— 'A'"  -f-  etc.  = 1 , 

traitées  dans  le  n'  Gti,  et  l’on  terminera  l’opération  comme  dans  le 
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B*  i©/j i . Si  parmi  les  valeurs  de  m il  s’eu  trouve  d'imaginaires  ou 
d’égales cntr’elles , on  aura  égard  à chacuue  de  ces  circonstances,  par  des 
procédés  absolument  semblables  à ceux  qui  sont  développés  dans  le 
n*6i3. 


j o^5.  L’on  n’a  fait  que  peu  de  tentatives  pour  intégrer  l'équation 

4*  P x*x+.—,  4~  Q*'x+.~.-  • • • 4-  Uxzx  = o , 

dans  le  cas  où  les  cocflicicns  Px , Qx,  — Ux,  sont  des  fonctions  de  x; 
c'est  M.  Laplace  qui,  dans  cc  genre,  a porté  le  plus  loin  scs  recherches; 
et  aGn  d’en  présenter  l’ensemble,  nous  commencerons  par  donner  la  mé- 
ihode  qu’il  emploie  pour  intégrer  l’équation  du  premier  degré  et  du 
premier  ordre. 

Soit  /hi  = p*y*  + Qx; 

on  tire  successivement  de  celle  équation 

y,  = P.y.  4*  Q.  1 
j.  = P, y,  4-  Q, , 
y 3 — P.y,  4-  Qt, 
y 4 — P$y%  4*  <?i>  f 
etc.  ; 

* 

substituant  la  valeur  de  j,  dans  celle  de  yt,  puis  celte  dernière  dans 
celle  de  j’t>  et  ainsi  de  suite,  il  viendra 


y,  = P.y.  . 4-  Q. , 

y.  — P,  P.y.  4-  P,Q.  +<?.. 

r,  = P.P,P.y.  + P.P.Q.  + P.Q,  +<?., 

y4  — P*P.P.P.y.  4-  P.P.P.Q.  -h  P,P.Q.  4-  p,Q.  4-  Q,, 

et  en  général, 

y.  — PX-,P.-.P.~*>  • - P.y.  4-  P.-,PX-,. . .P,Q. 

4-  P,-,P,-....P.Q, 

4-  P,-,P.-....P,Q. 


4-  Q.-,  » 

expression  que,  d’après  la  convention  faite  dans  le  n'  ioâS,  l’on  peut 
encore  écrire  comme  il  suit  : 


y*  = [P,-.] y.  4-  [Px-Zq.  -HlPx-lQ,  4-  [P,S:Q.. . ■+ 


•J* 
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On  a,  dans  cette  formule,  la  valeur  dey-,,  exprimée  par  le  moyen  de  7., 
et  par  conséquent  le  terme  général  de  la  série  correspondante  à 1 équation 


y. +.  = p*y*  + <?«• 


Si  l’on  représente  y,  par  une  quantité  arbitraire  C , et  que  1 on  observe 
en  même  temps  que  la  série 


[P.1TÎÇ.  + 

étant  mise  sous  la  forme 

([/’o]  [/’,]  C P.3  C 

que  l’on  peut  vérifier  par  le  développement  ou  par  les  analogies  de  la  no- 
tation actuelle  avec  celle  dun“  981,  revient  à [/*,_,  J2  (9“*^)»  08 


aura,  de  même  que  dans  le  u”  io38, 


C PJ 


y.  = [P,_X)\C  + 2 %]. 

I C P,V 


Ce  procédé  doit  être  remarqué,  parce  qu'il  conduit  directement  ’a  l’inr 
légrale , et  qu’il  montre  le  parti  que  l'on  peut  tirer  de  la  formation 
des  valeurs  successives  de  la  fonction  cbcrcliée,  pour  en  obtenir  l’ex- 
pression générale. 


104C.  Passons  aux  ordres  supérieurs  : soit 

y,+.  = p*y*+»-t  + Q*y »♦«■-»•  • + V,y.  -f-  V,, 

et  faisons 

J,+<  — P *7*  + <1*> 

J r-i-%  fï-M 7 1 -t- 1 “1“  (/:+<  i 

/*+î * /^r+s/x+i 


y T-t-ü  — p*-r  1» — 1 * 

eu  multipliant  successivement  les  n — 1 premières  de  ces  équations,  par 

a,,  a,,  a, a„_,,  et  ajoutant  les  résultats  avec  la  dernière,  non* 

obtiendrons 

J T + * — ~ {Pl  + K — t ^11  — 1)^  — I “f"  — lPt  + h — t ““  ,).?  x+«  — a 

-t-  + &-Pi7r 

Tl*  + • • • • • • *H“  ^t^i 
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comparant  celle-ci  avec  la  proposée , nous  en  déduirons  les  suivantes  , 

P,  = />*+„_.  — , 

Qx ’ 1“  ®«-l( 

Pt  — 3 ^ 1 — 3 , 


Z1,  = a,pt+,  — xlt 

UM  = , 

dont  le  nombre  est  évidemment  égal  à n+i.  Ou  lire  successivement 
des  «-—1  premières, 

— 1 — P1+1-1  P * , 

®«-l  ' P i t .t  — t/1 1 -f  t — 1 P 3 x — 1 Q r ) 

S “ /^14« — î/^i+n- *P i+n—  1 Px-tt — 3 /;î+i-|1  i ' J'x+u—  îQx  ' } 


it—  t t»— » n—S 

®«  “ [/'x+Pi— i]  [P*+n-»]Fx  * [^x.*.«— j]Qx*  • • ■ ^ X j 

* * 

et  à cause  que  Z7*=  , il  viendra 

U*  — [P,+n- .]  — [/',+mTx  — [Px+.-jJQx — W T,  y 

équation  qui  n’est  que  de  l’ordre  n — 1,  par  rapport  h la  fonction  incon- 
nue pÆ,  puisqu’elle  ne  comprend  que  les  valeurs  px,  pI+l, . • •/’x+«-1  y 
mais  qui  n’est  plus  du  premier  degré.  11  n’est  pas  nécessaire  de  l’inté- 
grer complètement  ; il  suffit  de  trouver  une  seule  valeur  qui  y satisfasse; 
on  substituera  celle  valeur,  ainsi  que  celle  de  a._,,  a„_, , dans 
l’équation 

y.  ^x-t-x— 1 “f"  ^x  — I^x+x— » ax— i^xH-x— 1'  • • 

qui  ne  renfermera  plus  alors  de  fonction  inconnue  que  qxt  et  qui  ne 
sera  que  de  l'ordre  11 — 1 cl  du  premier  degré,  par  rapport  à cette  fonc- 
tion. Celte  dernière  étant  intégrée  , donnera  une  expression  de  q, , avec 
n — 1 constantes  arbitraires  ; et  l’intégrale  de  l’équation  du  premier  ordre 
et  du  premier  degré _yI+,  — pxyx-\-qx  deviendra  celle  de  la  proposée: 
on  aura  ainsi,  par  le  n°  io38, 
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CHAP.  ni.  INTÉGRATION 
1047.  En  poursuivant  les  conséquences  de  cette  méthode , M.  Lapface 
était  parvenu,  de  son  côté,  au  théorème  que  nous  avons  démontré  dans 
le  n*  io3r);  nous  renvoyons,  pour  cet  objet,  à son  Mémoire,  mais  nous- 
intégrerous  avec  lui,  l’équation  très-étendue 

y*-*'  -1 -f CX x -rvtjj  y 1) 

dans  laquelle  les  coefliciens  A , B , C,...L,  sont  constans , mais  où  X 
désigne  une  fonction  quelconque  de  x.  L’équation  qui  donne  devient 
alors 


[/’j+h-i]  A\X t+m  \ — K [-Y,*.];/»,' — 


et  si  1 on  prend  7», — aA  , a étant  une  quantité  coustante,  il 

viendra 


\_pt+*— ,]  — a’~ \X1+,_1] , etc. 

La  substitution  de  ces  valeurs  fait  disparaître  .V,  et  il  ne  reste  que 
l’équation  algébrique* 


a*  — J a"~'  — Ba°-\  . . .—  Ka  — L — o. 

Si,  pour  simplifier,  on  prend  m=  n — 1 , et  que  l’on  représente  par 
a",  o'",  etc.,  les  valeurs  de  a , celles  de p,  seront 

«X,  a"XIf  a">X,,  etc. 

Il  est  visible  que  l’on  doit  supprimer  dans  ce  cas  la  quantité  q„  et 

que  1 on  a seulement  y,  = C\  />,_,]  pour  l’intégrale  première  de  l’équa- 
tion proposée;  mais  à cause  des  diverses  valeurs  de p„  on  en  déduira, 
par  la  théorie  des  équations  du  premier  degré, 

y*  = C’a”[X,_*}  + C’a'"[X,_,}  + + etc.. . . , 

intégrale  complète  de  la  proposée,  et  qui  revient  à 

y*  = l#*. .]  { C'a'-  + C'a"-  + Cma'"‘  -f-  etc. ...  1. 

to48.  Les  résultats  précédons  peuvent  être  changés  en  d’autres  d’une 
forme  plus  simple  ù quelques  égards,  en  écrivant  x à la  place  de 
x-h  n dans  l’mdice  de  y,  l’équation  proposée  dans  le  n*  1046,  deviendra 
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ati 

par  là 

y*  — p *y*-\  + • .4-  T'ij's-i.+i  + L'ij',—  + y,. 

On  la  traitera  encore  suivant  le  procédé  du  numéro  cité,  en  observant 
d'écrire  pt+l  et  q,+, , au  lieu  de  pt  et  de  qI , dans  les  premières  équa- 
tions de  ce  numéro,  avant  d'y  changer  x+n  en  x,  et  en  les  prenant 
ensuite  dans  un  ordre  inverse. 

L'équation  du  numéro  précédent  se  changera,  de  cette  manière,  eu 


y.  = 4LXr] X*—\  4“  • • ‘4-  L[X*]Jk-»  , 

si  l'on  fait  m=n,  et  dépendra  alors  de  l’équation 


I >4  — J [p*-.]  — B[X,]  t>*-»] — A'[.V,][/>X_.'+1]— Z[AT j=o , 


qu’on  transformera  encore  en 

a’  — Aa'~‘  — Ba‘~ *. ... — K a — £ = o; 


en  prenant  />,  = aA', , et  la  valeur  complète  de  y,  sera 


y,  = [ATX]  { C'a!*  4-  C'a"* CA"*  + etc.}. 

1049.  Passons  à l’application,  et  supposons,  pour  particulariser  les 
résultats  , que  l’équation  proposée  ne  monte  qu’au  second  ordre  et 
qu’on  ail  A'  = x;  nous  aurons  seulement 

I I 

y,  = A[x 4-  Bjx\y*~. , 

d’où  nous  tirerons 

a'  — Aa  — /?  = o , 
a=iA±V\A'  + Jit 
y . = [*]{  Ca”  + C'a"*}. 

Si  les  racines  a1  et  a"  étaient  imaginaires , on  changerait  d’abord 
y,  = M {C'a*  + C'a"*} 

en  y,  = [x],*{£'eoS(fx  4-  Æ"sin/x}  (104a); 

et  pour  déterminer  les  nouvelles  constantes  arbitraires  E'  et  E ",  on  au- 


n,a  CH  AP.  III.  INTÉGRATION 

rait  les  équations 

y-  = 

y,  = y {E'cosJ  -f-  E'smS)=E'a+E'pr 

au  moyen  desquelles  on  trouverait 

J*  = [x]y’  | y. cos  J\r + yirty  sin  J\rj. 

Si  l'on  veut  déterminer  C’  et  C",  par  le  moyen  des  termes^',  cl  y, , 

O 

on  aura,  à cause  de  [o]  = i (y8a),  les  équations 

y.  = C>+C\ 
y,  = C'a!  + C'a",. 

lesquelles  donneront 

r< <y<>— r« 

" ~ a — arv 

C—  ay°~y' 

tl  ft*  * 


et  il  viendra  pour  résultat  final 

y-  = W {“fep  «"■  + }• 

Quand  les  deux  racines  a'  et  a"  seront  égales,  on  fera  o"=a'+it; 
il  viendra 

y.  = W «"  + («'+■  ;■ 

on  développant  cl  réduisant,  on  trouvera 

y*=[*i (xJ—'k  -(-  fîfpii «"-•*•  4.  etc.)} 

— [X){y*a'x — Wy^—y + — r3  <ï*-ik  4-  etc.)} ; 
posant  ensuite  k=o,  on  aura  seulement 

y,  = [*}»"-  {a'y.  — («>.— y,)x]\ 
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Prenons  enfiu  un  exemple  en  nombres;  soit  l'équation 

j,  = + 3[x]^x_,, 

y,—  + 5x(x— i)/x_„ 

qui,  lorsqu'on  fait  y.  = i , y,  = 4,  engendre  la  série 
j,  4,  22,  204,  2424,  etc.; 

nous  aurons,  pour  déterminer  a,  l'équation 
n'  — 2 a — 5 = o, 

de  laquelle  nous  tirerons  a'  = 3,  a"  = — 1;  puis,  avec  ces  valeurs, 
nous  obtiendrons 

^ — y*+v.  _ 5 ~v-.— ,y. I 

■ 4 — 4’  C—  4 — 4’ 

/-=[4u-3*-ïH‘)' 


Si  Ton  prend,  par  exemple,  x = 3,  on  déduira  de  ce  rcsullat^*3=2Q4> 
de  même  que  ci-dessus. 

L'équation  générale 


JT*  = ^[x]/x_,  + 2?[j]  ;-x_> H-  L[x}y*~* 

sc  traiterait  absolument  comme  la  précédente,  et  son  intégrale  serait 
de  la  forme 


y,  = [x]{.Ca'*  + C'a"1  -f.  CV"'+  etc.}  , 
a'",  etc. , étant  les  racines  de  l'équation 

a " — .4ci-~l  — Ba-~- — L =o. 

Si  l’on  voulait  déterminer  les  constantes  C',  C',  C'",  etc. , par  le 
moyen  des  n premiers  termes  de  la  série  engendrée  par  l’équation  pro- 
posée, on  aurait  ces  équations 

y.  = C + Cf  + & + etc., 

SL.  — C'a’  + C"a'  + C'a"'  -f-  etc., 

Al  = C'a'-  + C'a"-  -f-  C"'a'"‘  + etc., 

etc., 

qui  rentrent  dans  celles  du  n’  io4t  , et  dont  on  tirerait  les  valeurs  de 
C'f  C"}  C"‘,  etc. , par  le  procédé  de  ce  numéro. 


*,/  CHAP.  III.  INTÉGRATION 

Si  l'équation  en  a contenait  des  racines  imaginaires  on  des  racines 
égales,  l’emploi  des  méthodes  indiquées  n**  1041 , >°4a>  conduirait  aux 
résultats  relatifs  à chacun  de  ces  cas;  et  1 exemple  du  second  ordre,  auquel 
nous  nous  sommes  arrêtés,  joint  à ceux  que  uous  avons  donnés  pour 
les  équations  différentielles  , doit  lever  toutes  les  difficultés  à cet  égard. 

io5o.  11  est  boude  remarquer  que  si  l'on  prend 
-,  = C'a”  + C'a'”  + C’"a"”  + etc., 
la  fonction  dépendra  de  l’équation 

Zx  ==  Azx—x  -+-  &**->•  • • •+  Bzx_,  , 

dont  l’expression  ci  - dessus  offrira  par  conséquent  l’intégrale  com- 
plète (io4o),  et  que  j\  étant  donné  par  1 équation 

yx  = A[X,]yx_x  -f-  BXx]yx^t. . . 

on  aura  ys  = [AT.Js,,  d’où  il  suit  que  le  terme  général  de  la  série 

sera  donné  par  le  moyen  de  celui  de  la  série  beaucoup  plus  simple 
3X  , > Z*+»  > C1C"  » 

dont  un  terme  quelconque  se  forme  d’un  nombre  n des  précédens,  mul- 
tipliés chacun  par  une  quantité  constante. 

Nous  observerons  que  cette  dernière  est  le  type  général  de  celles 
que  les  analystes  ont  nommées  séries  récurrentes.  Elles  jouissent  d’un  tres- 
graud  nombre  de  belles  propriétés;  on  a déjà  vu,  dans  le  Complément 
des  Èlémens  d’ Algèbre,  qu’elles  tirent  leur  origine  du  développement 
en  série  des  fractions  rationnelles , et  nous  reviendrons  encore  sur  ce 
sujet  dans  la  suite. 

L’équation  yt  = [JTJ#.  fait  voir  que  l’on  satisferait  à 

yx  = AXr/x-t  ■+■  B Xx]yx_%. , . . + i[ATx]/x-.; , 

en  prenant  y,  = [Af*]*1  > peut  être  utile  de  se  rappeler  celte  circons- 
fiiucc  facile  à reconnaître  d’ailleurs  lorsqu’on  est  exercé  dans  l’Analyse, 
parce* qu’elle  conduit  immédiatement  à l iulégrale  par  le  moyen  de  la 
jnéthode  du  u*  1040. 
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Nous  avons  supprime  le  dernier  terme  Vx  dans  l'équation  proposée  ; 
si  on  voulait  restituer  celle  fonction , on  arriverait  à l'intégrale  , au 
moyen  de  la  valeur  de  y,  trouvée  ci-dessus,  que  l’on  substituerait  à », 
dans  les  formules  du  n°  i o/(5. 

io5i.  On  peut  encore  déduire  de  l’équation  en  px  du  n°  1046,  d’autres 
cas  d'iutégrabilité  pour  les  équations  du  premier  degré  aux  différences. 
Eu  s'arrêtant , par  exemple , au  deuxième  ordre  , ou  a 

0,+,]  — -—<?*=  o , ou  px+,px  — P,px  — Q,= o , 

équation  de  laquelle  on  lire 

p — „ 

1 * — P „ > 

P* 

et  qui  change  par  conséquent  la  proposée  en 

y,+,=  (;w>  — + Q*y*  + 

équation  intégrable,  quelles  que  soient  les  fonctions  px  et  Q,.  Si  l'on 
fait  px—m,  m désignant  une  constante,  il  viendra 

yx+,  = (in  — -h  Ç.Js  + Fx. 

Il  est  visible  que  toute  équation  de  la  forme 

Yxy,—  *xj\ Yx_,yx_,  + n xl  Y x_.yx_ + L X’]Y._,yx_,+rx 


rentre  dans  celle  que  nous  avons  considérée  numéro  précédent,  en  y 
faisant  Y xyx  =y'x. 

Voici  une  équation  qui  semble  indéfinie,  ou  dont  l’ordre  dépend  de 
la  valeur  de  la  variable.?,  et  qui  pourtaut  se  ramène  à la  forme  de 
celles  du  n°  io5q;  cette  équation  est 

y,  — P,->y,-x  + Q._,r,_,  + Fx 

•4*  P ,-47,-4  + Q,-s7,-5  + 

-+•  P «-./i-i  + Qs-%y*-t  + P,-ay,~  j 


P t y 3 + Qt  y,  + P,  7.: 

un  terme  quelconque  yx  s’y  trouve  rapporté  à tous  ceux  qui  le  pre- 
cedent, mais  avec  cette  condition,  que  les  fonctions  P,  Q , P,  qui  mul- 
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tiplicut  ces  termes , reviennent  les  mêmes  de  trois  eu  trois.  Ou  lire  dû 
là  cette  équation  : 

Jr-l  = P s -J,  4“ 

4“  P,— ”1“  Qi-lJ'i-i  4~  Rz-tJ’x—t 

4-  Pz  j,  +•  Q.  j»  4-  11  • J'i 

en  la  retranchaut  de  la  proposée,  on  a 

j\ — j, s = p*-0’->  -+-  + Rz-ij*-*  + y —v. -u 

ou 

y,  = 4-  Qx-»jx-,  4-  (flx-i4-0jr-.j4-  y z- y z-,. 

Cet  exemple  suffit  pour  montrer  comment  il  faut  traiter  les  équations 
du  genre  de  la  précédente  , que  l’on  pourrait  nommer  équations  pério- 
dii/ues , 

Nous  terminerons  cet  article  en  faisant  observer  que  les  équations  de 
la  forme 

y,—  VIy',-,y**->pz-x y'*—  > 

se  ramènent,  par  le  moyen  des  logarithmes , à une  équation  du  premier 
degré;  on  en  tire,  en  effet  , 

\y,  = 1 y,  4-  a Ij  z-,  4-  01/*-*  4-  4-»l^«-»j 

et  faisant  1 yx  =/*>  >1  'vient 

y',  = *y.-i  4-  £/'«-.  4-  yyJ,-x- ...  .4-  y'*-; 4- 1 y <• 

F.n  intégrant  cette  équation,  on  aura  donc  le  terme  général  des  séries 
dont  chaque  terme  se  forme  du  produit  d’un  certain  nombre  de  ceux 
qui  le  précèdent. 

]o5a.  On  intègre  aussi  les  équations  aux  différences,  par  la  méthode 
des  coefficiens  indéterminés,  lorsqu’on  peut  découvrir  au  moins  quelques 
parties  de  la  loi  que  suivent  les  valeurs  successives  de  la  Ibucliou  cher» 
chée.  Soit  l'équation  aux  différences 

y,  = 4-  /3.) 

4-  /„_»(«'.«*  4-  /3'»«  4-  y'-) 

4-  4-  £'•“*  4-  4-  <É'„) 

4-  etc.  j 
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dans  laquelle  « est  une  constante,  et  «„ , /3„,  eic.,  sont  des  fonc- 
tions de  la  variable  indépendante  «;  si  l’on  en  déduit  successivement 

y ° =z 

J<  = si,U  -f-  /f,  , 

= si.'?  + B.u  + C, , 

J I = b, U' u-  C,U  + D,t 

on  supposera  en  général , 

J\  — si •«'  ■+■  -f-  C„u—‘  -f-  etc.  ; 

çt  substituant  cette  expression  dans  l’équation  proposée,  on  aura 

,-d.  «*  -f-Æ.  u'~'+C,  «*-’-f-ctc. 

= (J.-,u’-,+B._tu--'+C._,ur-'+c\c.Xa,u  +0.) 

-I-  >'<"-î+C,_!>M"-i-(-etc.5(a'.«*-)-i8'n«  -f-j/.) 

+ etc.; 

comparant  cnlr’eux  les  termes  affectés  des  mêmes  puissances  de  u on 
obtiendra 


st. 

= a.st.~ 

i 4* 

4 + 

a".^.-3 

+ 

etc. , 

B. 

— aJh- 

* + 

*'.B„_ 

» + 

<A-, 

4" 

etc. 

+P.st.- 

« + 

P.s/.- 

• 4“ 

/3'U.-S 

4- 

etc.. 

c. 

= *.c,_ 

» + 

«t'.C.- 

, + 

+ 

etc. 

. 4- 

/3 

» 4“ 

4- 

etc. 

4- 

y'.st.- 

t 4- 

>".^.-3 

+ 

etc. , 

etc. 

4 

P 

et  lorsqu’on  pourra  intégrer  chacune  de  ces  équations , on  aura  l’ex- 
pression générale  de  y,.  Voici  deux  exemples  qui  feront  bien  connaître 
le  parti  que  l'on  peut  tirer  de  celte  méthode. 

On  a 

sin(«+i)x=  2Cosx  sin«jr  — sin(n  — i)x  (Introd.  4<j)  ; 
changeant  n en  n — i,  il  viendra 

siu/i.r  = acosxsiu(«—  \)x  — - sin(n  — a)x; 
et  faisant  sinna  =j.  et  cosx=u,  on  formera  l’équation 


aS 
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de  laquelle  on  tirera  successivement 

y.  =_T.(  2'0. 
y 3 = y,(  4"*  — O» 
y * = j.(  8"3  — 4«), 

JTs  =^,(i6ul  — iau*  4-  Or 

etc.; 

on  donnera  donc  à la  valeur  de  y,  celte  forme  : 

y,  = y,(-4jf~'  4-  4-  C.U"-*  4-  etc). 

Substituant  pour  y,  , , y.-, , leurs  valeurs , et  comparant  enlr’eux  , 

dans  l'équation  résultante,  les  termes  affectés  de  la  même  puissances 
de  u , ou  obtiendra  les  équations  suivantes 

A n — a A ^ — i , 

/f.  — — 4-„ 

G.  = a C._,  — 
etc.  , 

qui  ne  sont  que  du  premier  ordre,  cl  qui  conduisent  très-simplement 
aux  valeurs  des  coefliciens  A,,  /?„,  C,,  etc.;  mais  pour  en  faire  usage, 
il  faut  observer  quelles  ne  commencent  à exister  que  successivement, 
parce  que  l’équation  proposée  laissant  arbitraires  les  valeurs  dey.  et  dej  ,, 
l’équation  qui  délcrmiue  les  A ne  peut  commencer  qu’à  /»  = a,  ce  qui 
fait  que  l’indice  de  A ne  peut  être  au-dessous  de  i.  Par  cette  raison, 
l’équation  qui  détermine  les  B ne  commence  qu'à  « = 3,  et  le  plus 
petit  indice  de  cette  lettre  est  a.  De  même,  l'équation  qui  détermine  les 
C ne  commence  qu’à  n = 4,  et  ainsi  de  suite. 

Cela  posé  , en  intégrant  la  première,  il  vient  A.  = ï’0,  C étant  la 
constante  arbitraire  ; et  comme  on  doit  avoir  A,  = i , il  en  résulte 
C=;,  d'où  A,  = a""’,  ce  qui  donne  A,~%  = a*-5.  Par  cette  valeur, 
l'équation  en  B devient  B„  — a — a"-3,  et  son  intégrale  sera 

= a *(C"— ■»)  (io38  et  1048)  , 

ou  B.  = — a*- ■1(C4-«)  > en  changeant  la  constante  arbitraire  C " en 
— J C".  Pour  déterminer  la  constante  C",  il  faut  faire  n—i  et  B,=o, 
puisque  l’équation  en  B ne  commence  que  lorsque  n — Z , et  on  trouve 
~(C'4-a)  = o,  ou  C'=  — a,  d’où  il  résulte  B+  — — 2’,_5(e — 2). 
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Cette  détermination  donne  /?._,=  — 2*~5(« — 4)*  et  si  l’on  substitue 
cette  valeur  dans  celle  de  C,,  on  aura  l’équation 


C.  — 2 C._,  4-  2— 5(«  — 4)> 

dont  l'intégrale  sera 

C.  = a-  (C-+ 1 = J-  [c-  + j I(n  — 3)] 

= >■  (e*+  j ) = »-(e*  + £=2) , 


en  changeant  de  constante  arbitraire.  La  valeur  de  C ne  commenças! 
que  lorsque  n = 4 » on  doit  avoir  C,=o,  condition  de  laquelle  on 

tire  j;  (CH — 6)  =0,  ou  C"=6,  et  d’où  il  résulte 

C = j— 5 /n*  711 4 »a\  _ a—s  ("  — 3X"  — 4) 

* \ a / » .a 

On  trouvera  de  même  les  autres  coeffieiens;  et,  sans  avoir  recours  à 
l’induction,  on  parviendra  au  développement 


sinnjr  = sinjc  • 


^ 2*~ 1 cos  oc*~' — — a"- ’cos  x*~: *-f-  -- — — — a*~  ' cos  x*~ 5 j 
( — a*-7  cosx-7  4-  etc. 


indiqué  sur  la  page  80  du  premier  volume  (*). 

io53.  L’équation  y,  = 2«y„_,  — se  rapporte  à celle  du  n*  1040, 
car  u y est  regardé  comme  coustant;  en  y faisant  donc  j,  — rn' , ou 
parvient  à l’équation 

m‘  ==  awn  — 1 , 


ile  laquelle  on  tire  m — u±  \'u‘ — r , et  par  conséquent 
j%  = C(u  -f-  s V — i)"  4-  C"(u—  x/tt’  — 0*  ; 


(*)  Oo  trouverait  d’une  manière  analogue  celui  de  cos  ni  rapporté  sur  la  même  page  ; 
mais  on  a vu  sur  la  page  81,  que  ces  développemens  ne  conviennent  qu’aux  cas  où  le 
nombre  n est  entier  et  positif;  c’est  pourquoi  je  ne  m’y  arrête  point  ici , devant  d’ail- 
leurs reprendre  ce  sujet , dans  les  Additions  au  premier  volume  , pour  corriger  une  erreur 
qui  se  trouve  à la  page  88  , et  qui  est  fondée  sur  une  méprise  d’Euler,  que  M.  Poisson 
a reconnue  le  premier. 
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remettant  pour  u sa  valeur  cosx,  et  changeant^-.  en  sinnx,  H viendra 

sin  nx  = C'(cos  x -f-  \/ — i sin.r)'  -{-  <7"(cos  x — \/ — i sinx)*. 

Pour  déterminer  les  constantes  arbitraires , il  faut  observer  qu’on  a 
sin  nx  =o  , lorsque  n = o,  et  sin  nx'=  sin  x,  lorsque  n—  i,  ce  qui 
donne  les  deux  équations 

o=C'+  C\ 

sin  x=  <7(cosx  + V/ — 1 siivx)  ■+•  C"(eosx — — 1 sinx) , 


qui  mènent  à 


C = — ~ , C"= 

aÿ — i a y — t ’ 


• (ces  r 1/  — i sinx)*  — (cos  ,r  — l/ — i sin  T )* 

61D  nx—  — 

3[/  — t 

résultat  conforme  à celui  du  n*  lyj  de  l’Introduction. 


io54-  Pour  achever  d’éclaircir  l’application  du  Calcul  aux  différences 
à la  recherche  des  lois  que  suivent  les  formules,  nous  eu  donnerons 
encore  un  second  exemple  sur  l’expression 


V i— .i 


= d" . arc  (sin  = x).. 


Én  faisant,  pour  abréger. 


u,  on  trouve  d’abord 


(tu 

ai 


d*u- s»i’-fi  d*u  twcS+qc 

ï > dx*  , 1?  > dP  “ — A > C,C‘  ' 


(i— x*)J  (>— x")'  ’ dxJ  (i— x»)* 

d’où  l’on  doit  conclure  qu’en  général 

d*u •+-  + C,x*~ P,x*~6  -f-  etc. 

ft  + j 

(■-*“) 


dx" 


et  différentiant  cette  dernière  expression,  on  obtient 


/(n-t-i)y#«x*+‘-Kn+3)fl„  i"_,+(n+5)C,lx"-5+(«+7)D,  x,_5+etc/ 

*"*'u  — ) + n.4,  -Kn-3^.l  +(n-4)C. 

I (■-**)  ] 

dont  la  comparaison  avec 

d"*"»  _ ^.-hx’+'-4-  B.+.x—  + C.+,x— 3 + D.+1x-5  4-  etc. 
dx"4‘  T+l  —————— , 

(i— x*) 
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donne  les  équations  suivantes,. 

^*+1  — (n-{-\)A„, 

= («+S)/?,,  -f-  » A., 

C.+,  3=  (n+5)C.  -f-  (« — 2)B, , 
etc. 

Tontes  ces  équations  ont  la  même  origine , et  l'on  peut  en  conséquence 
supposer  dans  toutes  n=  i.  La  première,  A.+,  =(«-+-  i)A.,  a pour 

intégrale  A,  =■[/»] , à cause  que  A La  seconde,  devenant  alors 
* 

= («4-3)/?.  -f-  "["•;! ® pour  intégrale  (io36)  , 


Bn  = [«-fajjc'-f-S  -üM.) 

l C»+3jj 

= c'+'  • ai  — 2— i 

l C«+3]) 

= [n4-aî{tP'H-i.a2«[«]}.; 

el  comme 


£n[ri] 

on  aura 


n 

a(n-f-i)(rt-fa) 


— 


i 


(959). 


* - t«+dtg-frr&TO-ïjal’ 

expression  dans  laquelle  il  faudra  déterminer  C,  par  la  condition  que 
Bm  soit  nul  lorsque  n = 1 ; on  trouvera  ainsi  C'  = ^ , et 


A = M = M ; s = M cà  M [»]  [ôj. 


Les  valeurs  de  C ,,  D , et  des  coefficicos  ultérieurs,  s’obtiendront  de 
la  même  manière;  on  aura 


C,  = [*].. 

A = [«]. 


i.5 

2.4 

1.5.5 

2.4.6 


etc. 


c«]  [<>5  = Hc-:î[ôiw[«], 

ww  =*  c*1bîww*w, 
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en  changeant  n en  n — i , on  en  conclura 

d"  arc(sin  =x) d*~'u 


dx“ 


' dr»— 


4-  tà  w c«->]  m**-s + cri  w c»-*î 

(«-**)  ■ 

+ cd  w [»— «i  m**-’  + ri  w [»—>*]  [ôk-*  4-  etc.}. 

io55.  M.  Laplace  a montré  (Mécan.  cél .,  t.  IV,  p.  a54  ) qu'on  pou- 
vait convertir  en  fraction  continue,  une  équation  du  premier  degré  et  du 
second  ordre  aux  différences,  et  que  pour  cela  il  suffisait  d’opérer 
comme  il  suit.  Soit 

y»  =ï  a«_7«+i  4~ 

cette  équation  ; on  en  tire  d abord 

= «.+ 

puis  renversant  la  fraction  qui  forme  le  premier  membre,  et  changeant^ 
ensuite  « en  n-f-i,  n+a,etc.,  on  obtient  les  valeurs 


y- 


V"-4-*  

> 4/_  . _ ""” 


y***  y*+i 


*«-h  -r  rr 


, etc. , 

y-+*  ’ 


par  la  substitution  successive  desquelles  on  forme  la  fraction  continue 


£"±1: 

> 


«••H 


+ 


«•-M  + etC- 


Si  l’on  prend  pour  exemple  particulier  l’équation 

J » 4"  (™4* 1 ■+•  > 

on  en  déduira 

y i 

, et  lorsque  n=o,  = — 

' * * H 


y*+<  

J'"  i + 


(n-t-Qa 


■ (n-t-=)a 
I’t'  . ('*+  3)° 


* + ^735 
i + 


1 -|-  etc. 


î + etc. 


fractions  qui  expriment,  sous  une  forme  tres-élégante,  le  rapport  de  deux 


l 
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valeurs  consécutives  de  la  fonction  déterminée  par  l’équation  propo- 
sée : on  verra  dans  la  suite  à quelles  séries  correspondent  ces  fractions 
continues. 

io5G.  Jusqu’ici  nous  avons  toujours  supposé  que  l’accroissement  de  rv«  •ijmitonj- 
la  variable  indépendante  x était  constant;  cela  n’aurait  plus  lieu  s'il  SD  iV'^ub™ 
fallait,  par  exemple  , trouver  une  fonction  de  x , désignée  par  <p(x),  telle  in<!< pmiimit 
qu  en  y mettant  successivement  if et  rfrj  au  lieu  de  x , on  eut  mdic. 

?[F(x)]  = iJ,'p[f  (*)]+<?„ 

f(x),  F(x),  P x et  Q,,  étant  des  fonctions  données  de  x;  mais,  par  un 
procédé  très-simple , M.  Laplace  ramène  cette  question  à l’intégration 
d’une  équation  anx  différences  , dans  laquelle  l’accroissement  de  la  va- 
riable indépendante  est  constant.  Il  fait  f(x)=«.,  F(x)  = m,+1,  u,  repré- 
sentant une  fonction  inconnue  de  la  variable  s;  et  puisque  f(x)  est 
connue,  on  peut,  en  supposant  l'équation  algébrique  f(x)  = «,  réso- 
luble par  rapport  à x,  tirer  de  là  x = f,(«,),  valeur  qui  transforme 
Féqualion  F(x)  = m,+,  en  celle  autre  w,+  , = F[f((«,)]. 

Lorsqu’on  saura  intégrer  cette  équation , on  aura  l’expression  de  «; 
en  fonction  de  z,  au  moyeu  de  laquelle  on  obtiendra  aussi  x en  fonc- 
tion de  s;  les  fonctions  <p[F(x)]  et  ?[f(ar)]  deviendront  respectivement 
?(“.)>  et  l'on  pourra  les  représenter  pary1+,,  j Â,  d'où  il  résul- 
tera une  équation-  de  1a  forme 

dans  laquelle  la  variable  indépendante  z ne  croîtra  que  de  l'unité.  Après 
la  détermination  de  yti  on  y substituera  la  valeur  de  z en  x,  pour 
passer  à l’expression  de  <P[((x)] , que  l'on  ramènera  à celle  de  p(x) , en 
y changeant  f(.r)  en  x. 

Pour  donner  un  exemple  de  la  recherche  précédente,  faisons. ..... 

f(x)=/«x,  F(.r)=x*,  et  supposons  que  l’on  doive  trouver 

P'x')  = <p(mx)  + Q, 

Q étant  une  constante.  En  posant  uA=mx,  «,+1  = x*,  on  formera 
1 

l'équation  ut+,  = , qu’on  transformera , par  le  moyen  des  loga- 
rithmes, en  =i/\u,  — et  traitant  lu»  comme  la  fonction 

cherchée , on  trouvera , par  l'intégration  , 
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■ *=*•(<’■-*  ?) = *•  (c'-g=) =<c  -i=fen> 

Pour  déterminer  la  constante,  soit  «,  = «;  il  viendra 

i*=r(c-r=i)..'**  c,=i(l"+?ëi)* 
K=r(c’-p^ri)=7--''.+?^-?J== vu-  £=m-, 

et  enfin,  en  passant  aux  nombres,  «,  = 

7 — i 
m 

Posant  ensuite  <p(/nx)  = J\  et  — /.-n,  on  a j,+1  =j,  -f-  Q, 

équation  dont  l’intégrale  est  J.  = C' -+-  2Q  = C'-f-Qs;  ou  eu  con- 
clut $(/nx)  = C'  +Qz>  et  il  ne  reste  plus  qu’à  exprimer  c en  x,  par 

ai‘~‘ 

le  rooven  de  l’équation  «,= /nx= En  reprenanlles logarithmes, 


v*— v 
..y—  > 


nous  obtiendrons 


1 iiit  = (7*“ 1 la  — — — - 1 m , 
' q — î ' 


résultat  que  nous  mettrons  sous  la  forme 

, n‘lo  o‘ — q , , A a Im  \ , q\m 

1 mx  = l 3 — 3 lm=a‘  - — — -)  + - — -, 

• q q~r \ ' \ </  <i — */  9 — 1 

et  d’où  noirs  tirerons  alors 

.A  a 1 m\  , _ q \ m , mx 

/ \q  q-r-iJ  q — « _ï_ 


7— j 


. , , , 1 <j  Im  , 

Si  nous  faisons,  pour  abréger , — = » , nous  aurons 


f =t! 


.et  par  conséquent 


i , m r 

5 1 

v— t 


, s = /-  fil. -S 

» *9  J 

( **- 


■ 1*J  » 


o 


J*  = ?("«•)  = c + 
f>i  l’on  écrit  simplement  x , au  lieu  de  mx , on  obtiendra  pour  der- 


11 U), 

7 • 

7—1 


TO 


t ^ 

* 
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nier  résultat 

• Occupons-nous  encore  de  l'équation 

?>(•*)*  = ip(ax)  + a; 

nous  ferons,  dans  cet  exemple,  u,  = x , u,+l  — ax,  et  nous  aurons  en 
conséquence  u,+l=au,,  d’où  nous  déduirous  u,  — C.  a*=x;  po- 
sant ensuite  <p(ar)  —y,  et  ?(ax)  =/.+, , l’équation  à intégrer  sera 

—y\—  a- 

Si  l’on  suppose  d’abord  j-,  = a on  trouvera 

-?'■  = 

— o*  + ^ , 

T*  — «'  + 5» 


La  dernière  de  ces  valeurs  est  l’intégrale  complète , puisqu’elle  ren- 
ferme une  première  valeur  arbitraire  a;  et  l’équation  C. a'ssx  don- 
nant a*-1  ss  on  aura 

* * 
jy.s = <p(x)  a'c  + a *è, 

résultat  qui  revient  à 

<p(*)  = &*-+■  b—, 

, I 

si  l’on  pose  b = a?c  (*). 


11— li  : 

« l 


y 

»v-> 


(*)  Daviet  de  Foncenex  avait  cru  que  l'cquation  ç (r)*  — ç (ax)  -f-  a ne  pouvait 
être  résolue  qu’en  supposant  tp  (x)  égale  à une  constante  (Milanpes  de  Turin  , tom.  H, 
pag.  3ao)  ; ce  qui  précède  montre  au  contraire  qu’elle  a une  infinité  de  solutions  in- 
déterminées. Nous  remarquerons  ici  que  l'on  serait  parvenu  à ia  mémo  conclusion  que 
5.  » 9 
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io5-j.  Ta  même  méthode  s’applique  sans  difficulté  aux  équations  des 
ordres  supérieurs;  soit,  par  exemple,  l'équation 

y.\  + + Q*y.’~%. + + u*y*  = 

dans  laquelle  les  valeurs 

y* * 7 » y • *»>•■•••  %y*i » y • > 

répondent  aux  quantités 

«"jc,  a*~*x, ...... ax,  x.  ^ 

En  faisant  jc=u.,  on  aura  nx=  d’où  l’on  tirera  w,+,  = au.  et 

u,  — Ca',  en  intégrant.  On  peut  prendre  C = i ; il  viendra  en  con- 
séquence x=a‘  ; et  avec  cette  expression  de  x,  on  transformera  P,, 
Q,,. . . .T,,  U , et  F,,  en  fonctions  de  s : on  écrira  ensuite  ym+.t 
y.„-, , etc. , au  lieu  de  y.\,  etc.  , et  par  ce  moyen , 1 équation 

proposée  sera  ramenée  à celle  du  n*  io3g. 


ci-dessus,  en  faisant 

ç (.r)  = A + Bx*  + Cx*  + Dx<-  + etc. , 
d’où  il  ferait  résulté  l'équation 

A'  + n AUx'  + oAC\  x>  -f  iAD\  x6  + etc.V=  f A + 4flx*+i6Cxt  + 64Dx'+etc.  ; 
+ B*  | + afiC I J .1  +a 

de  laquelle  on  aurait  tiré 

A'=A  + a,  3 AB-=4B,  aAC+  B'=t6C,  etc. 

Les  rarines  de  la  première  de  ces  équations  sont  A = a , A =3  — 1 ; la  seconde  équa- 
tion 3 AB  — 4B  , réduite  i A = 3,  s’accorde  avec  l’une  de  ces  racines  et  laisse  B in- 
déterminé  j on  trouve  ensuite 

*B* 

Cz= 

ce  qui  conduit  à 

9 c*) 

équivalente  à 


B*  _ 

a/?‘ 

D — 

13 

■ .3.3.4 

1 u~  60 

. la  série 

— a + 

a B , 

x*  ■ 

1 .3 

*a  fl*  , , 

**1X33* + * 

üir 

fl-x1  . B’x* 

— + 

rz3*t‘i.  a.3.4 

B'x  , 

B x'  _ 

B'x5  B’x* 

1.3 

1.3.3  1 .3.3.4 

etc.. 


a B’ 


1 . 3. 3.4.5.*»’ 


Xe  + etc. , 


•)  « ’ 

( B'x  , ~B  * 

> =e  +6  « 


* 
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En  supposant  que  les  coefficicns  P,  Q , T , U,  soient  constans, 

la  transformée  sera  seulement 

y.+.  4-  FJ***-,  4-  4*  T)'«+ , + VjL  = V ,, 

son  intégration  ne  dépendra  que  de  celle  de  l'équation 

7«+.  4-  Pj>+*-,  4-  4-  7>V.  4-  Uy,  = o; 

à laquelle  on  satisfait  en  prenant  m étant  l’une  des  racines  de 

m'  4~ 4-  . . .4-  TVjj  4~  U = o (1040), 

ce  qui  donne 

y.  = Cni'  4-  C’m"‘  4-  C"Wn*  4-  etc.  • 

Pour  revenir  de  celte  expression  de  y,  à celle  dé  y »,  il  suffit  de 
mettre,  au  lieu  de  z,  sa  valeur  en  x;  or,  par  l’équation  x = a‘,  on 

a s=j-A;  et  en  observant  que  m'*  = e* 1 , il  en  résulte 

I«'.  ] m' 

j-  *x  y 

m '*  = e “ ss  jc  , d’où  l’on  conclut 

Im'  1 ni"  lm* 

7x  = Cx1"  4-  <?'xTS  4-  C"'xTr4-*elc. 

Telle  est  l’intégrale  complète  de  l’équation 

y.’,  4-  Py."-',  + (?/.-%. . . .4-  Ty„  4-  Uy,  = o, 

donnée  par  M.  Paoli,  dans  ses  Opuscules.  11  y est  parvenu  en  faisant 
yM  = ax“,  substitution  d’où  il  résulte 

y.,  ■sg,  cuPxr,  y',  — aa'^od1, . . . . y ,%  = aa'^x i“, 

et  qui  change  par  conséquent  la  proposée  en 

a'>*  -f-  j P«(,— *V  -J-  Q«(“— *V . . . .4-  Ta*4  4“  U — O- 

Le  coefficient*  demeure  arbitraire;  et  si  l’on  pose  a/*=m,  on  aura, 

1 pour  déterminer  m,  la  même  équation  que  ci-dessus  , puis  p,  = ^, 

ce  qui  rentre  dans  l’intégrale  précédente.  Il  y aurait  à faire  sur  cette 
équation  des  remarques  analogues  à celles  du  n*  io4>;  elles  ont  été  dé- 
veloppées par  M.  Paoli,  mais  nous  ne  saurions  nous  y arrêter,  non 
plus  qu’à  intégrer  l’équation 
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J',  4-  + Qj"~\ + T).x  + Ujr,=  V., 

operation  qui  se  réduit  d’ailleurs  à déterminer  C' , C",  etc. , dans  la 
valeur  d e f,,  suivant  la  méthode  du  n*  1044. 

Détermination  io58.  C’est  aux  méthodes  que  nous  venons  d'exposer  que  se  ramène 
ac»ronciwn»»r- en  général  la  détermination,  d'après  des  conditions  données,  des  fonc- 
iMint<^t»iMd«»  lions  arbitraires  qui  entrent  dans  )e^  intégrales  des  équations  difïêren- 
éqnauoni diRë-  |ie]]cs  partielles,  et  dont  nous  avous  traité  quelques  cas  particuliers 
eéiin.'  dans  les  n“  806  et  807.  Voici  à peu  près  comme  M.  Monge  a présenté 
cette  recherche.  * 

Soit  Z = A/<p(  Z7)  ■+•  N-\(V)  l’intégrale  d'une  équation  différentielle 
partielle,  Z désignant  une  fonction  des  trois  variables  ùc,y  s;  et  M , 
JV,  U,  V , des  fonctions  de  x,  j:  seulement.  Supposons  qqe  les  fonc- 
tions arbitraires  indiquées  par  les  caractéristiques  9 et  4 > d°*vent  s® 
déterminer  par  les  conditions  , 

i*.  qu’en  faisant^  = f (j)  on  ait  z = F (a:), 
a*,  qu'en  faisant^  = f,(ar)  on  ait  a = F,(x); 

si  l’on  représente  par  AT,  N\  IP,  y,  Z',  ce  que  deviennent  les  fonc- 
tions M,  N,  U>  V%  Z,  dans  la  première  hypothèse,  et  par  M\ , N\, 
V,,  y,,  Z1,,  leurs  valeurs  dans  là  seconde,  on  aura  ces  deux  équations 

z'  = m\ p (u>  ) -f-  iV'4  ( y ) , 

Z\=  + iV.4  (r,)} 

faisant  dans  la  première  y—v,  on  déduira  de  celle-ci  une  valeur 
de  x en  v , au  moyen  de  laquelle  on  changera  M',  jV',  U'  et  Z',  en 
fonctions  de  v j et  en  les  désignant  daus  ce  nouvel  état  par  AT',  N", 
V ”,  Z",  on  aura  ^ 

Z"  =*  + N" 4(v); 

posant  ensuite  y , — v,  on  obtiendra  de  la  même  manière  un  résultat 
de  la  forme 

' . , Z",=AT\<p(y,)  + iV',4(i.)  ; 

éliminant  400  > entre  cette  équation  et  la  précédente,  il  viendra 
l’équation 

y j pi  \ m"  /rpt\ 

que  l’on  convertira  en  une  équation  aux  différences , en  prenant  U"=  u, 
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J7',  = //îj  <p(U")  = t et  <p(D",)  = t,.  On  déduira  de  là  une  relation 
entre  u,  et  u,  ou  l’expression  de  An  en  u;  on  tirera  aussi  de  l'équa- 
tion f/1'  = « une  valeur  de  v en  «,  pour  la  substituer  dans  A/",  N", 
Z",  M",,  N",  , Z", , et  l’on  formera  par  ce  moyen  une  équation  aux  diffé- 
rences entre  la  fonction  t et  la  variable  indépendante  u.  L’exemple  sui- 
vant éclaircira  ce  procédé. 

Soit  l’équation  • 

s = <p(ax  — y)  +4(6x—  y), 

n 

dans  laquelle  on  se  propose  de  déterminer  les  fonctions  arbitraires  $ et 
4 par  les  conditions  , 

i*.  qu’en  faisaut  y = Ax , on  ait  z — Bxf", 
a".»  y — Cx , z — Dxm. 

Par  la  substitution  de  ces  valeurs,  l’équation  proposée  devient  succes- 
sivement 

J)x“  = q>[(a—A)x]  + 4[(i— //)x] , 

Z>x*  = <?[(«— C)x]  -+■  4[(£ — C)x]  ; 

posant  (b — A)x  — v dans  la  première  de  celles-ci,  et  (è—  C)is:v 
dans  la  seconde , on  trouve 


et  on  les  change  par  ce  moyen  en 

• (ttr  =•  *(!(=$“) + W- 

: + 4M» 

on  en  déduit  ensuite 

(6  — C)*  (6  — A)n  V\b-Cv)  VKJZTA*)’ 


et  faisant 


a — A a—C 

f=âv=u>  rrz-  v-u>> 


on  obtient  premièremenCréqualion 


(6— C)u,  (6—  A)  u 
a — C a— A ’ 
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puis  ou  transforme  l'équation  contenant  la  fonction  en  celte  autre 

* D(b—A)'u'  Du” 


{a-A)\b-ty  (a  — A)' 


s=  t, t. 


Cette  dernière  équation  s’intégrerait  facilement  par  le  procédé  du 
n°  io56;  mais  ou  peut  encore  en  tirer  plus  simplement  la  valeur  de  t , 
en  subslituaul  A t à t,  — e,  d'où  il  résulte 


, _ W-A)'  _ . 

~ (a  — A)'(b— ~Üÿ 


B 


(u  — Ay 


2“", 


en  observant  que  les  intégrales  lu'  et  lu”  doivent  être  prises  confor- 
mément à la  relation  qu’établit  entre  la  variable  indépendante  u et  sa 
différence,  l’équation  . 


ÇA— Qu,  (A  — A)u 

a — C a— A ^ J 


qui  revicnj  à 


b — A b—C\ 

a—C \a—A  a—  Cj“' 


Uu  = C 


M.  Monge  remarque  que  si  l'on  a en  général  Au  = Ku,  K désignant 
un  rapport  constant , il  vient 

A . «"  = (u-f-  Ku)m  — u”  = '*”{(1  -f-  A')" — 1 } ; 

et  il  en  conclut  par  conséquent 


A.u" 


tllm  = ■ 


“(i  + A)"— 1»  

Avec  le  secours  de  ces  formules,  on  obtient 

0(A—  A)'  u’  Bu - , , . 

( a—A)\b  — Cy  (1  + A)“  — 1 {a— A Y (i-fA')"— 1 consL  > 

en  faisant,  pour  abréger, 

(b  — AXa—C)  — (a—A)(b  — C) (C—  A)(a  — b) ,, 

(a—A)(b  — C)  ~ (a-A)Cf^C) 

Il  résulte  de  là  1 +AT  = et  * 

. . D(b—A)'u.'  - D(b—C)mum 

™U/  ~ (a — C)'{b — A)' — (a — A)"  {b—  C )•  (a— C)”ÇA— AY—  (a— A)m{b— C)-"*" const‘> 
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en  remettant  <p(«) , au  lieu  de  t;  on  a donc  ainsi  la  composition  de 
la  fonction  arbitraire  <p. 

Pour  arriver  à 4(u)  > on  Pcut  se  servir  indistinctemeat  de  l’uoc  des 
équations 

tf-  AT  = *(£^5  u ) + 4(“)» 

. * W-~Cf  = * “)  + +(“)» 

et  on  trouvera 


4M=f— 


B(a— C)"u" 


D(a—A)’u’ 


(a— C)"(i— AT— (u—  O"  (o—  CJ'Ci— (a— t')* 


-coïts  t.. 


on  aura  donc  enfin 

_ B(b — C)"(ar— y)" — B (a — C)”(4.r — y)*1 
/ (u—A)'"{b—C)"—(b—A)":{a—C)m 

O(o — Ay(bx — y)“ — D(b—A)’(ax — y)* 

"*  la-Af{P-C)'^{b^A  j "(a— t')"  » 

en  écrivant  au  lieu  de  u , dans  la  valeur  de  <p(u) , la  quantité  ar — 
et  dans  celle  de  4(u)>  1*  quantité  Ar — y. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  la  valeur  précédente  de  s devient 
quaud  b=.a,  parce  qu’alers  l’équation 

z ==  $(ax  —y)  + 4(Ar  — j)  , 
qui  répond  à l’équatiou  différentielle  partielle 

d’s  , d’r  , , d*r 

d?  + («■+■  b)  ^ -\-ab^=o, 

cesse  d’en  être  l’intégrale  complète,  et  qu’on  a 

z = i p(ax—y)  x4(ax  —y)  (760); 


les  deux  fonctions  arbitraires  renfermant  dans  ce  cas  la  même  quantité, 
se  déterminent  suivant  le  procédé  des  n°*  35i  et  suivans. 

On  voit  facilement,  par  ce  qui  précède,  que  la  détermination  des 
fonctions  arbitraires  dans  toute  équation  de  la  forme 

3 = ?(U)  + 4(F), 

dépendra  d’une  équation  aux  différences  de  la  forme 

, = TF, 
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dans  laquelle  TV  est  une  quantité  donnée  en  u , le  rapport  de  celle  va- 
riable à sa  différence  étaut  aussi  donné. 

io5g.  Prenons  pour  second  exemple  l’équation 

z?  = x'<p(ax  —y)  +./,4(&c  — y ) , 

et  pour  conditions,  qu’en  faisant, 

* 

i*.  y = Jx  , on  ait  s es  lixn , 

a*.  y = Cx , z — D. r*. 

On  tire  de  ces  suppositions 

Bfxfm  = x’p[(a — J)x~\  -f-  y^*x*4[(A — 4)x] , 

D* j?"  — x’ip[(<j — C)x]  -f-  C‘x’4[(4 — Gjxj , 

d'où,  en  posant  (4 — A)x  — v,  (4 — C)x  = k,  il  suit 

= *(£§')  + ■ 

et  l’élimination  de  4(i’)>  entre  ces  équations,  conduit  à 

_ ...  (a—C  \ - \ 

c *— ty-  (4 — •Aym~t  — A*\b-c  u)~  cp \SZT2  V 

Faisons  maintenant 


a— -A 

ï=âv=u> 


— c 

b=cf,  = u‘> 


nous  aurons 


A'DHb—A)’'-'uf'-'  OBf a»"-  _ ...  . _ , , 

(a— (4— C)?"-’  (a A)pm~‘  — ^ G ?(.“)  J 

ce  qui  revient  à 

/>'(5— ^)»— bT—  C'Bru’—'  _/  C\_,  , . 

(o— (4— cy— » A-ia-Ay*-*  ~V~  Â-)  + A,p(“' ; 

la  relation  entre  u et  u,  sera  d'ailleurs  exprimée  par 

4 — C b— A ....  . (a — bMC—A) 

-K,  = -u,  dou  Ati=0 Jr"B. 

«— <•  a—  ^ » (a — y/)(4 — C) 

Si  l’on  prend  t — ?(«)  et  on  aura  évidemment,  pour  dé: 
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terminer  t,  une  équation  aux  différences,  de  la  forme 
t,  — Gt  — Et/—'  — Fur —, 

dans  laquelle  G,  E,  F,  désignent  des  coefliciens  conslans;  et  le  rap- 
port de  la  variable  indépendante  u k sa  différence  sera  donné  par  une 
équation  de  la  forme  Au  — Ku,  en  sorte  que  , si  l’on  regarde  u comme 
une  fonction  indéterminée  de  la  variable  z dont  la  différence  est  égale 
à l’unité,  on  aura  l’équation 

«.+.  = (A'-f-  i )«,. 

Il  est  très-facile  d’appliquer  le  procédé  du  n*  io56  à l’intégration  de 
l’équation 

t, — Gt  = Eu’’—'  — FiT—', 


que,  par  ce  procédé,  on  transformera  d’abord  en 

f.+1  — Gt.  = EC(K+  i)fr— > — FC\K+ 1)0—* > 

C'  étant  une  constante  arbitraire;  mais  au  lieu  de  poursuivre  ce  cal- 
cul , nous  allons  faire  connaître  un  artifice  d’ Analyse  fort  élégant,  em- 
ployé par  M.  Monge. 

Nous  partirons  avec  lui  des  équations 

Eu*  -f-  Fu%  — Gtp(ti)  -f-  A ip(u)  , Ah  = Ku , 


en,  faisant , pour  abréger  , 


D>{b—Ay'-' 

(a — A)p — (i— cy— 

pn  — 2 = 


E, 

P, 


OB’ __p 

A‘{a—Ay—'  * 

pm  — a ==«; 


et  en  observant  que  l’cquation  A u=  Ku  conduit  à 


puis  è 


A. h"  = [(i  +AT)” — 1]«"  (io58), 


um 


A .u" 

Cl  +*)--!> 


nous  reconnaîtrons  la  possibilité  d’introduire  des  différences  dans  le  pre- 
mier membr&de  l’équation  à intégrer,  de  manière  à donner  à ce  membre 
une  forme  semblable  à celle  du  second.  Il  suffira,  pour  cela,  de  parta- 
ger les  coefliciens  £ et  F en  deux  parties  e et  e',  /et  J4 , ce  qui  don- 
nera un  résultat 

eu*  -f-  éu*  -f-  fut  -H  /'t*6  = G<p(u)  + A ?;«), 
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qu’on  pourra  transformer  en 

ru-  4-  -{-/“*+  *•“*  = C?(u)  + A<p(u); 

et  si  l'on  fait 

SG  f _ fG 

* = (i  +A)«— < (H-A/-I* 

il  viendra 

- (Cu*4-A.u*}4 — {G^  + A.u^} 

(l +*•)«_,  1 ^ ' 0 +*/-»  1 
= Cp(i/)  4-  A<p(tt)  : 

on  aura,  pour  déterminer  les  coeffîciens  e , c',f , les  e'quations 

» 

c+e'  = E,  f+f^F,  e 


desquelles  on  tirera  • 

EG 


SG  fG.  . 

(l-f.A)* — 1 ’ J (| +*)<*-!* 


/== 


G + (.+A')*-i 

FG 


C4‘C|4*A’)â  — » * 
cela  fait,  on  obtiendra 
E 


e<  _ A[(,4-Ar-Q 
G+(t  + A)*-i  ’ 
f,  — FÇ(i  + */-■]  . 
' C+(.  + A)*-.  ’ 


— { Gu* 4"  A. u*}  4 — 3 — { Gu*  4-  A.uf} 

tJ+(>4-A)*-i  1 ' g+Ci  + Aj'2-!  ' 

= Gp(u)  4-  àf(li)  , 

équation  à laquelle  il  est  aisé  de  voir  qu’on  satisfait,  en  prenant 


i(u)  = Eu‘  • Fu* 


C-f-  (i+A')“ — i + C+.(t+A)#~ 


4-  cons/. 


En  substituant  pour  E , F,  G et  K , leurs  valeurs,  et  laissant  toujours 
i el  P,  on  obtiendra 


*(«)  = 


OBf{b — C)*u‘ 


c-(a—  A)\b-Cy—A'{b  — yT)*(a  — C/ 
A‘D>{b  — Aÿu> 


4-  const.  ; 


yO(fl  — — C)\b—Af  j 

puis  avec  cette  expression,  on  trouvera,  pour  celle  de  l’autre  fonction  ar- 
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M 


4M 


D\a—Af^ ■ 

0[a—AŸ<J>—Cf—A\b—A)\a—CŸ[ 

B>(a—  C)*u« | 

0(a-A)\b—C)*—A\b—A)\a—C)• 


el  l’on  aura  enfin 


— const-i 


C'Br(h-C)i‘’>-'j:'(ax—yym-'—riï(a—Cym--'y,(.bx—yy—' 
O(o— Ay"-\b- C)r‘-‘—A‘(b—Ay'-\a  - C/"-> 

H c^A^^cy^—AKa^ÿ--\b-Ay-<  • 


Celte  équation  , en  satisfaisant  aux  deux  conditions  imposées,  conserve 
bien  évidemment  la  forme  z'=x‘9(ax— y)  -F-  y'-\,(bx — y),  déterminée 
par  l’équation  différentielle  partielle  qui  lui  correspond  ; mais  elle  de- 
viendrait illusoire  ai  l’on  avait  a=b,  parce  qu’elle  cesserait  d’étre  une 
intégrale  complète. 

1060.  M.  Monge  parcourt  successivement  plusieurs  formes  d'équa- 
tions ; il  s’occupe  du  cas  où  l’une  des  fonctions  arbitraires  entre  dans 
la  composition  de  l’autre , et  prend  pour  exemple  général  l’équation 

z = *[u+ 4(*o], 

qui  peut  s’écrire  ainsi  : 

<p,(2)  = u + 4(F), 

<p.  désignant  une  fonction  inverse  de  Q,  et  se  traiter  alors  d’une  manière 
analogue  à celle  du  n*  io58. 

11  en  est  de  même  de  l’équation  i 


s = <p(ax  — M4  (bx—y)i 
qui , lorsqu'on  passe  aux  logarithmes , devient 

la  2=  lip(Ar—  y)  + 14(io;-- y), 

ou  simplement 

la  = <p(ax  —y)  + -\,(bx  — /)  , 
en  changeant  de  fonctions  arbitraires. 


1061.  Le  calcul  se  complique  beaucoup,  à mesure  que  le  nombre 
des  fonctions  arbitraires  augmente,  et  présente  de  nouvelles  difficultés, 
ainsi  qu’on  en  jugera  par  ce  que  nous  allons  dire,  d’après  M.  Monge, 
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Z = Jff(T)  + JV+(Ï7)  + in- 


solent les  conditions  suivantes. 


i”.  quand  y = 

{(x), 

z = 

= F (.r)  ; 

.r  = 

f.(x), 

s = 

= F *(x)  » 

3*.  J — 

£(*)  } 

s = 

= F.(X); 

et  supposons  qu’en  faisant  i 

dam 

i l’équation* proposée  les  substitutions 

qu’elles  indiquent. 

on  ait 

Z'  — 

M’  <t>(r  ) 

4* 

N'  4 (TT  ) 

4-  P'  ) , 

Z',  = 

M'MP.) 

4- 

iV',4(r/',) 

4-  P'M.P\), 

z\  = 

4* 

N’.4(^.) 

4-  P,7r{V\)  -, 

on  fera  successivement  V =.v,  *”,=**,  = on  tirera  de  cha- 

cune de  ces  dernières  équations  des  valeurs  de  x,  que  l’on  substituera 
suc^ssivement  dans  la  première,  la  seconde  et  la  troisième  des  pré- 
cédentes, et  désignant  les  résultats  par 

Z"  — M"  + jY''4(Z7’')  + P’’ir( v), 

Z”,  = Af'MT',)+  N*.  4(tf"0  4-  ^>(«0, 

Z".  = + JV'.4(Ü’'.)  4-  /’VW, 

on  pourra  éliminer  la  fonction  7r(v)  : il  viendra 

P'<Z"x-P\Z"=P"M"#{T\)-P\M'v(Ty±P''W\±{ü"l)-P\N'>ï{U''); 
F>ZJ\-P\Z''^U\r,^T\)-P\M''<p{T')+P'N'\-\{U'\}-P\Nn^(U'’) , 

équations  que,  pour  abréger,  nous  représenterons  par 

A,  = - B<p{T’)  + C, 4(EP.)  - C4(U"), 

A\  = B’MT".)  - B'<p{T’)  + C<\(V",)  - C'4(I7''). 

Soit  maintenant 

T'  = t,  T",  = t, , T'.=  t'„  U”— u,  IT\  = u, , U".=u',}  ■ 

il  faut  bien  observer  qu’en  général  les  quantités  t',  et  u',  ne  doivent  pas 
être  regardées  comme  des  valeurs  de  t et  de  u,  consécutives  à t,  et  à u, , 
parce  qu’elles  ne  résultent  pas  nécessairement  de  la  loi  de  variation 
établie  par  le  passage  de  u à u,  et  de  t à t,  ; eu  sorte  que  si  l’on  prend 
t — a u, — «=Au,  il  faudra  faire  f\ — r = A'f,  u', — « = A'u, 
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A'  désignant  une  antre  différentiation  que  A.  L'élimination  de  v entre 
les  équations  qui  déterminent  £,  /, , t',,  u,  u,,  u\  , donnera  les  diverses 
relations  que  les  variables  £ et  u ont  entr’elles  et  avec  leurs  différences. 
Posant  ensuite 

V(T")  = r,  -W")  = s, 

on  obtiendra  deux  nouvelles  équations  de  la  forme 

* = /3,r,  — fir  + y, s,  — y.i , 

*' ~ J \ fi'r  + y' s, 

qui  revient  à celle-ci  : * 

<*  = (#,  — j8 y + /3,A  r + (y,  — y)s  -j-  y.CLs, 

«'  = C/3',  — /3 > -HS', A V4-  (>',->>  4-  >'.A's. 

Nous  voici  donc  amenés  à un  nouveau  genre  d'équations , dans  les* 
quelles  les  différences  des  variables  sont  relatives  à diverses  hypothèses, 
et  par  conséquent  représentées  par  des  caractéristiques  différentes.  Nous 
ne  connaissons,  jusqu’à  présent,  aucun  travail  étendu  sur  ces  équations,, 
qui  paraissent  devoir  présenter  encore  plus  de  difficultés  que  les  équa- 
tions ordinaires  aux  différences. 

Nous  n’avons  considéré  que  le  cas  où  les  fonctions  arbitraires  ne  sont 
qu’au  premier  degré  dans  l’équation  proposée;  en  variant  les  circons- 
tances que  cette  dernière  peut  présenter,  on  tomberait  sur  de  nouvelles 
recherches  de  plus  en  plus  épineuses;  c’est  ainsi  que  Condorcet  a mon- 
tré que  quand  les  fonctions  arbitraires  entrent  d’une  manière  transcen- 
dante dans  l’équation  proposée,  leur  détermination  dépend  d’une 
équation  contenant  à la  fois  des  différences  et  des  cocfficiens  différentiels.' 
L’étendue  qu’a  déjà  acquise  l’ouvrage  que  nous  présentons  au  public  , 
l'importance  des  matières  qui  nous  restent  encore  à traiter,  ne  nous 
permettent  pas  d’entrer  dans  l’examen  de  ces  diverses  questions,  qui 
n'ont  offert  jusqu’ici  que  des  résultats  très-peu  satisfaisans  , parce  qu'il» 
sont  très-particuliers;  nous  croyons  avoir  rempli  notre  tâche,  en  fai- 
sant seulement  connaître  leur  origine,  leur  but,  et  en  les  indiquant  aux 
recherches  des  jeunes  gens  qui  se  proposent  de  cultiver  l’Analyse,  pour 
en  étendre  le  domaine  et  eu  applanir  les  difficultés. 

II  est  à propos  de  remarquer  qu'en  ramenant  à des  équations  aux 
différences , la  détermination  des  fonctions  arbitraires  qui  doivent  com- 
pléter les  intégrales  des  équations  différentielles  partielles,  on  introduit- 
à la  place  de  ces  fonctions  celles  qui  sont  constantes  par  rapport  aux- 
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différences,  cl  sur  la  uature  desquelles  nous  avons  déjà  donne  quelques 
indications  (945).  Bientôt  nous  devons  nous  occuper , avec  plus  d’éten- 
due, de  ces  dernières,  et  nous  reviendrons  plus  loin  sur  les  discussions 
élevées  par  rapport  aux  premières,  et  annoncées  dans  le  n*  804. 

106a.  Lorsqu’on  a un  nombre  m d’équations  entre  + 1 variables 
et  leurs  différences,  on  peut  appliquer  à ces  équations  les  divers  pro- 
cédés dont  on  a fait  usage  dans  les  mêmes  circonstances,  à l’égard  des 
équations  différentielles  (61 5 et  suiv.).  Pour  donner  d’abord  uu  exemple 
de  l’élimination , nous  prendrons  les  équations 


y,  + P. y,-,  = <?«s.  -+-  P.z.- (0, 

y,  + P',  y,-,  = Q1^.  + Æ'.î.-  (a)  ; 


en  chassant  premièrement  z,_t,  comme  une  inconnue  algébrique,  il 
vient 

(IV,-n,)y,  + _/?./>',)  = (R>'Q,-P,Q',)Z'-t 

écrivant  ensuite  dans  ce  résultat  x — 1 , au  lieu  de  x , on  obtient  celte 
nouvelle  équation 

-P,-,)y.-,  4- 

= (5), 

dont  la  combinaison  avec  les  équations  (1)  et  (a),  servira  à chasser  en 
même  temps  zr  et  z*_,.  Si  l’on  multiplie  l’équation  (1)  par  et,  l’équa- 
tion (a)  par  et',  qu’on  ajoute  les  produits  avec  l'équation  (3),  qu’ensuite 
on  égaie  à zéro  les  quantités  qui  multiplient  z,  et  z,_, , ce  qui  donne 

H-  *'(?'.  = », 

*Rt  -f-  a' R',  R',-xQt~t  — -fr,_,Q'x_1  =0, 

on  aura  l’équation  finale 

(*  •+■  a')yx  + (y-P*  + a’ P',  ■+•  R',-,  — R,-,) y.-, 

4-  (R',_,/>x_I— R,-,P's-,)y^.  = o, 

qui  sera  encore  du  premier  degré , mais  qui  montera  au  second  ordre. 

Il  est  facile  de  généraliser  cette  méthode,  si  l’on  observe  qu'elle  se 
déduit  de  celle  du  n*  73,  en  remplaçant  les  différentiations  indiquées 
dans  ce  numéro,  par  les  substitutions  successives  de  x — j,x — 3,  etc., 
au  lieu  de  x. 
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io63.  M.  Lapiace  s’est  occupé  en  particulier,  d’un  genre  d'équations 
qu’il  nomme  rentrantes  en  elles-mêmes , et  dont  les  plus  simples  sont 
de  la  forme 

I ’ 

I i 

y t ^y  x— 1 1 

• a 

y x = *y.- .> 

* 34 

7'-  = ^Tx-,, 

n l 

j « -^y  *— 1 > 

1 1 1 1 

^•x,  JT*»  J- désignant  des  fonctions  de  la  variable  x,  telles 

que  chacune  étant  exprimée  par  celle  qui  vient  après,  la  dernière  l'est 
nécessairement  par  la  première.  On  rend  évidente  la  composition  de 

ces  équations,  en  imaginant  que  les  fonctions  y,,  y,,  y,, .y,, 

soient  disposées  autour  de  la  circonférence  d'un  cercle,  de  manière  que 

* 1 * 

la  dernière  y,  se  trouve  contiguë  à la  première  y,  ; d'après  cet  arran- 
gement, les  équations  rentrantes  en  elles-mêmes  expriment  les  relations 
de  chacune  de  ces  fonctions,  avec  un  certain  nombre  de  celles  qui  les 
suivent.  Si  la  loi  doit  cire  telle,  que  chaque  fonction  soit,  par  exemple, 
égale  au  double  de  celle  qui  la  suit,  rapportée  à l'indice  x — 1,  plus 
au  triple  de  celle  qui  suit  celte  dernière,  rapportée  à l’indice  x — a,  les 
équations  rentrantes  qui  expriment  cette  condition  seront 

I a 1 

y,  = 2jx_,  -f-  3/*-»  > 

> 3 4 

y,  = ajKx-,  4-  3/x-,, 


y.  — a J,-,  -h  5j’x-.- 

II  est  évident  que  l’on  aurait  toujours  les  mêmes  équations , en  com- 
mençant par  celle  que  l’on  voudrait  des  fonctions  cherchées. 

Pour  intégrer  les  équations  rentrantes,  il  faut  commencer  par  en  dé- 
duire une  équation  finale  entre  la  variable  indépendante  x et  l’une  des 
fonctions  cherchées;  la  forme  des  équations  proposées  donne  lien  à 
des  simplifications  dans  le  procédé,  pour  lesquelles  nous  renvoyons  au 
Mémoire  de  M.  Laplace  , cité  dans  la  Table,  et  dont  nous  avons  tiré 
ce  qui  précède. 
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10G4.  La  méthode  du  n*  622,  par  laquelle  nous  avons  intégré  con- 
jointement plusieurs  équations  différentielles,  s'applique  aussi  aux  équa- 
tions contenant  des  différences  ; c'est  ce  que  nous  allons  montrer,  sur 
deux  équations  du  premier  ordre,  auxquelles  nous  donnerons  la  forme 

M.y.  + -f-  P.Aj.  + = V,y 

M',J,  + -N' A + P'.Aj,  -f-  Q'.Az,  = y,  (1036), 


pour  les  rendre  plus  analogues  aux  équations  différentielles.  Nous  mul- 
tiplierons la  seconde  par  un  facteur  8,  et  l'ajoutant  à la  première,  il 
viendra 

si  l'on  met  celte  équation  sous  la  forme 


{MÆW,)\y.+  J±1^Si}-K/>,+8P',)(aj.4-  Az,}=F,+0r, 


elle  se  changera  évidemment  en  une  équation  à deux  variables,  toutes 
les  fois  qu'on  aura 


4r. 


ÏVH?,  ’ 


— A (v  4-  — fltÜLî  z \ * 

— û *+-  Mt  + M's  ’i  > 


car  en  faisant  alors  jr.  -f- 


A’.-MN'. j 

M,ytM'r  •‘‘—J  *> 


il  viendra  l’équation 


{M,+W,)/t  + (. P , + 8 P',)Af,  = F,+  8 F. , 


qui  rentre  dans  celle  qu’on  a traitée  n*  io58. 

Les  conditions  à remplir  dans  celte  circonstance  sont  exprimées  par 
les  équations 

Qr+tQ'r  _N,+  *DT.  . K,  + »flT,  _ 

P,+tfr,~  ’ ,1/,+ïÂTj 

La  première  donne  8 , et  l'autre  est  purement  une  équation  de  con- 
dition, qui  sera  satisfaite,  eu  faisant  8 constant,  lorsque  les  coefli- 

ciens  M,  JV, M',  N\ seront  constans;  dans  ce  cas,  0 sera 

déterminé  par  l’équation  du  second  degré, 

(Ç  + flÇ')  (.1/4. 8d/')  = (N  ■+■  8iV')  (P + 8 P'). 

Lorsqu'on  aura  les  deux  valeurs  de  cette  quantité  , on  en  déduira  deux 
valeurs  d e/„  qui  conduiront  à deux  équations  de  la  forme 
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N+»y 


a/|i 


M+»M 


= rr.t 


7*  4- 

y _1_  N+l  A_  ppn 

7*  M-yiM'  ‘ — * » 


à l’aide  desquelles  ou  de'terminera  séparément  et  z.. 

Nous  observerons  que  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  on  peut  aussi, 
par  une  méthode  analogue  à celle  du  n*  617,  ramener  les  équations 

M.y.  -f-  -f-  P , -f-  Q.Az.  = P.f 

M’.y.+  N'a+  P'Ay. 4-  Q',A*,=  F1., 

à celles-ci  ; 

M.y.  4-  Na  4-  PAy.  4-  QA'~,  = O , 

A/',  j, -f-  N'a  4-  P'Ay.  4-  Q',Asi=  o, 

qui  n’en  diffèrent  que  par  l’absence  des  termes  V,  et  P1,.  En  effet , 
si  y,  et  j''x,  z',  et  z".,  sont  des  valeurs  particulières  qui  satisfassent 
à ces  équations,  ou  aura,  pour  les  valeurs  complètes, 

y . = cy.  + cy. , zx  = cv,  + cy.  ; 

si  maintenant  011  prend  les  différences,  en  faisant  varier  les  quantités 
C,  C' , et  que  l’ou  substitue  dans  les  premières  équations  proposées, 
elles  deviendront 


C'{M.f.  + N. -J.  + PAf,  4-  QA*‘.) 

+ C\M,y,  4-  NJ’.  + P,A/'r  4-  VAz",} 

+ AÇ(p.y.+,+ h-  AC'(P.y.+,  4-<?^v.) 

C{M',y,-h  N’y.  4-  P'A/r-h  Q’Az’.} 

4.  C'{M'.y.  4-  N y .-h  P'Af'Æ  V'Az",} 

4-  AC(P'.y,+,  4-  Q'y,y.)  4-  AC\p',y.^  4-  çyy,) 


= r„ 


= r.i 


les  deux  premières  lignes  du  premier  membre  de  chacune  de  ces  équa- 
tions sont  nulles,  en  vertu  de 

M.y,  4*  N. z.  4-  PAr,  4"  Q*Azx  = 0, 

E M .y.  4-  N'a  4-  P'AJm  4-  Q\Az.  = o; 

il  ne  reste  donc  que  les  équations 

AC{P.y,+,  4-  <?,=',+,)  4-  *c"(P.r".+t  4.  Qyy,)  = r.. 
*c{p'.y;„+  Q’ w.+,) 4-  AC\p'.y.^+  Q'y.+,)=  r., 

qui  serviront  à détermiuer  A C'  et  A C'. 

3.  5i 
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Ces  indications  suffisent  pour  pousser  aussi  loin  qu'elles  peuvent  aller, 
les  méthodes  que  nous  venons  de  rappeler,  eu  s'aidant  d’ailleurs  de 
leur  application  aux  équations  différentielles  dans  les  numéros  cités. 

ioG5.  Pour  n’omettre  aucune  des  méthodes  connues,  que  l'on  peut 
employer  avec  succès  à l'intégration  des  équations  du  premier  degré, 
aux  différences,  nous  montrerons,  d’après  M.  Paoli,  l'usage  que  loti 
peut  faire,  à cet  egard,  delà  méthode  du  facteur. 

Soit  l’équation 

j.+.  4-  4-  4*  U.y.  = V,  ; 


eu  la  multipliant  par  un  facteur  quelconque  ju* , et  supposant  que  son 
intégrale  première  soit  alors 

. 4-  4-  Q1  — 4-  T",/,)  = 2/^,  ; 

on  prendra  la  différence  de  cette  dernière  équation , qui  sera 


4-  -Q‘  x+ij  i-bn—t  • • • • 4 -T’Vi.TWO 

(®i  y x4-«— t 4“  P'*  Jxtm-t+Q'x  Jx+*-f  . . . + T'X  jrx  ) 

= y.Hx, 

et  on  la  comparera  avec  l’équation  proposée  multipliée  par  f ix)  ce 
qui  douncra 

H"*  > 

*4-«  ““  PS,  ) 

M.+  .ÇW.—  H-xP'x=^  HxQx, 


f*x+,T'x+,—  /A.,S',=  H,TX, 

— hxT'x—  t*xUm. 

Si  l’on  prend  ces  équations  dans  un  ordre  inverse,  on  en  tirera 

T.  = - Ux, 

S'.  = TV,  _ T., 

\P'.  = ~ -SV.  - St, 

rr 


P = l~-  QV.  -! Qx, 

CL  — Çl+L  P'  p 

* „ 1 *4-*  Â 
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d'où  J’on  conclura 


T,  = . 
S',  — 

R'.  = 

= 
a,  s 


P*+»  TT  Px-t-t  rp  n 

Te,  U‘*‘  p,  **» 

- 

Pr+i t— a 77  px+*-3  rjt 

G x -+-*—•  Y x+*-J* 

yj  /*X+K— t /jrv 

te,  H, 

P» 

déduisant  de  celte  dernière  la  valeur  de  aI+1,  pour  la  mettre  dans  l’équa* 
tion  = ftr,  on  aura 

i+»H“  ^r-M-  f ^r-H — I •♦••••  ♦“I*  Qx+*  "4“  “4”  f*x  — 


11  est  visible  que  cette  équation  répond  à celle  du  n°  1046;  et  si  Ton 
fait  5x—  = — - il  s’ensuivra 

t*c  Pr  7 


Pr+i Pr+i  _ , 1 Pr+3  _ i**r-4-3  Pr+*  Pr+t  . 1 

P*X+t  pxPs+ 1 ^ Mt+J  l**X-*-l  A*X  pj/^X+t^ï+ï 

ce  qui  donnera  -r  — = ! , et  conduira  par  conséquent  à 

* Cp«~ .3 

4-  . ?Vr«-'_ 4--2iü  4_  ^£±i  4-1=0, 

[p  X4-*— I 3 [p  r+ü— a 3 Lp  *+i  3 [p*3 

on  à 

]+&+.[/»  x ■+*•*— *3  * • • *4-1 — I 

Nous  ne  nous  arrêterons  point  ici  sur  les  propriétés  de  cette  équation; 
nous  nous  bornerons  à observer  que  lorsqu’on  aura  trouvé  « valeurs 
particulières  qui  y satisfassent,  on  pourra  former  un  pareil  nombre 
d'équations  semblables  à 

p/*.r1+,.,  ■+■  4-  Q'rJ,+.s +T',/S)  =2F>r , 

au  moyen  desquelles  on  obtiendra  l’expression  de J,,  en  éliminant  les 
n — i quantités  jrx+l , , . . . 

Si  l’on  n’avait  que  n—in  valeurs  de  p,,,  on  ne  pourrait  chasser  que 
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» — m — i de  ces  quantités,  et  on  ramènerait  par  conséquent  l'équation 
proposée  à une  autre  contenant  y, , jr,+l •/».+*,  c’est-à-dire  de 
l’ordre  m. 

De  la  nntnre  1066.  On  a déjà  vu,  dans  le  n*  gfS,  que  les  quantités  arbitraires,' 
rte»  «ri.itr«ire»  introduites  par  l’intégration  des  équations  aux  différences  à deux  va- 
.W^tJE  riables,  ne  sont  pas  nécessairement  constantes  comme  celles  qui  com- 
Ym*"' ,1*  *UI  P^'en*  les  intégrales  des  équations  différentielles;  mais  seulement  qu’elles 
de  ia  .oniimc-  ne  doivent  point  changer  de  valeur,  lorsque  la  variable  indépendante  x 
*j™dcc”<tu“-  devient  x-f-Ax.  Si,  par  exemple,  lorsque  Ax  est  constant  et  égal  à A, 
on  a A/  = o,  on  pourra  prendre  pour_y  toutes  les  fonctions  de  x qui 
conservent  la  même  valeur  quand  on  y met  x-f-  h au  lieu  de  x.  Or,  il 
est  facile  de  voir  que  parmi  les  fonctions  circulaires  il  s’en  trouve  un 
nombre  infini  qui  jouissent  de  cette  propriété  : telles  sont  les  fonctions 

de  sin^p,  cospp,  lorsque  v désigne  la  demi-circonférence.  Dans 

celte  hypothèse,  l’équation  aux  différences  A y a donc  pouf  intégrale, 
non  pas  simplement  y = const. , mais 

J = tp  («n  -JJ- , cos-Fj, 

en  considérant  d'ailleurs  la  fonction  <p  comme  entièrement  arbitraire,' 
et  susceptible  par  conséquent  de  toutes  les  formes  possibles.  • 

On  a mis  en  évidence  dans  cette  fonction  le  sinus  et  le  cosinus  de 

l’arc  pour  montrer  qu’on  ne  doit  pas  la  réduire  à ne  contenir  que 
l’une  ou  l’autre  des  quantités  sin  cos  - jp , parce  qu’alors  elle  ne  se- 
rait pas  constante  seulement  dans  le  passage  ilexà  x-f- A,  mais  elle 
le  serait  encore  lorsque  x se  changerait  en  ^ — x,  en  A — x , à cause 
que 

. airr  . / a*x\  oui  / owx\ 

61  a TT  ~ Sln  v*  TJ  ’ cos  -r  = cos  (a* J-), 

ce  qui  donnerait  encore  Ay=oo,  pour  des  cas  où  Ax  ne  serait  pas 
égal  à A. 

11  est  évident  que  la  fonction  qui  complète  l’intégrale  de  l'équation 
Ay  = o,  prise  dans  l’hypothèse  de  Ax=A,  compléterait  aussi  toute 
autre  équation  aux  différences  du  premier  ordre,  prise  dans  la  même 
hypothèse;  il  faut  donc  substituer  dans  l’intégrale  de  l’équation  quel— 
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conque  du  premier  ordre  (io38),  au  iieu  de  C,  la  quantité 

<p(da27rx,  co&xjrx),  puisqu’on  y suppose  Ax,  ou  h=  i. 

1067.  C’est  Euler  qui,  le  premier,  fit  celte  remarque  importante, 
en  cherchant  le  terme  général  des  suites  récurrentes  (io5o),  par  l’inté- 
gration d’une  équation  différentielle  d’un  ordre  infini;  la  marche  qu’il 
a suivie  dans  cette  occasion  est  trop  élégante  pour  n’en  pas  donner  une 
idée.  11  se  propose  d’abord  de  trouver  le  terme  général  de  la  série  dans 
laquelle  chaque  tenue  est  égal  à celui  qui  le  précède,  ce  qui  lui  donne 
l'équation  y,+,  =yx;  et  en  observant  que 


.TWi  7»-r  , Hr  + dje* 


<3’v. 


' il  la  change  en  cette  autre 


O 


1 <^5  , » d’y, 

i . 2 dx*  ' 1 .a.3  d*J 


4-  etc. , 


équation  différentielle  du  premier  degré,  mais  d’un  ordre  infini,  et 
à laquelle  on  satisfait  en  prenant  y,  = Ce’*,  pourvu  que  msoit  déter- 
minée par  l’équation 


m 

1 


etc.  = o , 


qui  revient  à,e” — 1 = 0.  Cette  dernière  donne  d’abord  m = o,  et  par 
conséquent  y = C;  mais  ce  résultat  n’est  pas  l’intégrale  complète  qui 
doit  nécessairement  renfermer  un  nombre  de  constantes  arbitraires  égal 
à l’exposant  de  l’ordre  de  la  proposée,et  par  conséquent  infini;  pour  y par- 
venir, il  faut  donner  successivement  à m toutes  les  valeurs  qui  peuvent 
satisfaire  à l’équation  e* — 1=0;  or,  en  passant  aux  logarithmes,  on  a 

m = 1 1 = o =fc  2 mt  V — 1 (Int.  81)  , 

expression  dans  laquelle  i représente  tous  les  nombres  entiers  possibles,' 
y compris  o;  et  si  l’on  réunit,  comme  dans  le  n*  6o5,  chaque  couple  de 
valeurs  semblables,  on  en  déduira,  pour  l’intégrale  complète  demandée, 
deux  termes  de  la  forme 

c cos  2 nrx  4-  c , sin  awrjc , 

-tf* 

e et  c , désignant  de  nouvelles  constantes  arbitraires.  11  suit  de  là  que 
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l’es  pression  de  yx  sera  de  la  forme 

( C + c'  COS  17TX  -f-  c"  COS  4 7TX  -f-  c'"  COS  &VX 

^ 1 | -f-c'is>u  a^rx  -f-  c",  sin  Içrx  4-  c'",siu(i7rx , 

ce  qui  revient  évidemment  à une  fonction  arbitraire  des  quantités 
sin  ayrxt  cos xxx  ( Iiilrod . 54,  55).  Euler  traite  successivement  de  la 
même  roauière  les  progressions  par  différences  (ou  arithmétiques ),  les 
progressions  par  quotiens  (ou  géométriques') , les  séries  récurrentes,  et 
parvient  à des  résultats  analogues  au  précédent;  mais  nous  ne  saurions 
le  suivre  daus  ces  détails. 

é 

1068.  Lorsque  la  différence  de  la  variable  indépendante  x n’est  pas 
constante,  le  procédé  du  u*  io5G,  appliqué  à l’équation  Aj-t=o, 
conduit  à la  composition  de  la  quantité  qui  doit  entrer  dans  la  fonction 
arbitraire;  car  ayant  changé  cette  équation  en  Ay.=  o,  son  intégrale  doit 
être  J.—  4(s>u awz,  cosawz),  et  il  n’y  a plus  qua  substituer,  au  lieu 
de  s,  sa  valeur  eu  x. 

Ayant  trouvé,  pour  le  cas  où  ix=.r’ — mx,  daus  le  numéro  cité, 


- — 1 b 


\ 


s = ~ fl  1- 

’1,1  , 

il  en  résulte  que  la  constante  C'  doit  cire  remplacée  par 

-(‘«["H'-'Cis]!- 

la  constante  1 b pouvant  être  réunie  à celles  de  la  fonction  4- , et  que 
par  conséquent  l'expression  complète  de  j\,  ou  de  Ç(inx),  qui  satisfait 
à l’équation  = p(mx)  + Q , est 


tp(mx)  = 4 | sin 


1 V 


Cil  nix  | _ air  — . . mx  |i 

1,“X  *cosn?  h-t: 


11--). 

<1  ' 


.2 

l9 


Dans  l’équation  9(jc)*=p( 2x)+2,  du  même  numéro,  on  a obtenu  a'=.r, 
ce  qui  donne  z = la  fonction  arbitraire  doit  donc  être 

i /-•  a*!*  airlrS  ■ . , 

f ^sin  , cos  — j—  J , et  1 on  doit  avoir  par  conséquent 

“sTr)f' 
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Les  mêmes  considérations  s'appliquent  à un  ordre  quelconque;  l'équa- 
tion  du  ii*  io57  nous  servira  d’exemple.  En  y supposant  les  coelliciens 
constans,  elle  se  réduit  à 

j + Prr'.+Qyr'. + + Uy.—vm, 

et  se  ramène  à 


7*+.+  P J <?7  • • • ■ .■+Ty^,  + Uj.=  r„ 

la  différence  de  la  variable  z étant  égale  à l’unité,  lorsqu’on  prend 


1 X”  £ . . 

2 = ~ : par  ce  moyen , l’intégrale 

' r,  = C’mu  + Cm"‘  -4-  + . , 

qui,  pour  être  complète,  doit  s'écrire  ainsi  , 

}\=m''p'(sini7TZ , C0S27T5)+  m’'*p''(sina7rs , cosaTn)  i 

+/n'”*tp'"(sin3WS,  cos37r;)-(- j* 

<p%  <p"', désignant  des  fonctions  arbitraires  indépendantes  les 

unes  des  autres,  devient 


I w' 


!«* 


1,1  / • 3x1  X Qt1x\  , 1,1  ,,  / . 2xl  X 2r1  X\ 

7*  = - r 9 -j--,  cos-^J+x  <p  (sm-,— , cos  -j—) 

• Im* 

i „ I a -I// „ • a»  1 T !>irlx\ 

+x  ? (sm-,— , cos-,— ) 

en  y substituant,  au  lieu  de  s,  sa  valeur  en  x. 


1069.  La  détermination  des  fonctions  arbitraires  qui  complètent  les 
intégrales  des  équations  ami  différences,  ne  peut  s’opérer  en  assnjélis- 
sant  ces  intégrales  à satisfaire  à un  nombre  limité  de  valeurs  données  ; 
car  il  est  visible  que  toute  fonction  arbitraire  comprend  implicitement 
un  nombre  infini  de  valeurs  arbitraires.  Soit , pour  exemple  , l’équation 
y,  = A'<p(sin  nrx,  cosa?rr),  de  laquelle  on  doive  tirer  un  certain 
nombre  de  valeurs  j,=a,  j,=a',  /,=  a",  etc.  Si  ces  valeurs  ré- 
pondent à jt=o,  \ , ar=a,  etc.,  on  ne  pourra  satisfaire  en  gé- 
néral qu'à  la  première  des  conditions  imposées;  car  dès  qu’on  aura 
assigué  pour  f(sin  a7rx,  cosarrr),  une  première  valeur  déterminée, 
de  laquelle  il  résulte  y,  = at  celle  valeur  devant  se  retrouver  la  même 
pour  les  indices  æ = i,  x=2,  x=5,  etc.,  il  s'ensuit  que  les  valeurs 


vi> 
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dc_/, , relatives  à ces  indices,  sout  aussi  déterminées.  II  faut  donc  que 
les  quantités  données  a',  a",  etc.,  correspondent  à des  indices  intermé- 
diaires. 

Si,  au  lien  d'un  nombre  limité  de  valeurs  isolées,  qui  ne  peuvent 
déterminer  qu’un  pareil  nombre  de  valeurs  de  la  fonction  arbitraire, 
indépendantes  les  unes  des  autres , on  suppose  que  dans  l'intervalle 
compris  entre  .r=o  et  r=i,  l'expression  de^*,  doive  fournir  les  mêmes 
valeurs  qu’une  équation  donnée  _yr=  f(.r),  la  question  sera  déterminée. 

F.n  effet,  s'il  s’agissait  de  trouver  la  valeur  de  y,  qui  correspond  à un 
indice  égal  à un  nombre  entier  quelconque  ra,  plus  une  fraction  , soit 
cominensurable , soit  incommensurable,  que  nous  désignerons  par  n , 
on  calculerait  la  valeur  de yn , d’après  l'équation  jr,=((x);  comparant  le 
résultat  avec  celui  que  donne  alors  l’équation  ri=A" f (si n2T.r,  cos 27rx), 
on  aurait,  pour  ce  cas,  la  valeur  de  ip(siu 27rn,  cos 27m)  , qui  doit  être 
la  même  que  celle  de  <p[sin  37r(m-f-n),  cos 27r(//i-f-n)] , et  l'équation 
y,  — A'p(sin 27 tx,  cos 27r.r),  devenant  par  là 

/„+.  = (sin  27 TU  , COS  ITT  fl)  , 

serait  entièrement  déterminée. 

La  seule  condition  à laquelle  soit  assujétie  l’équation  donnée yx—{(x), 
c’est  qu’on  en  tire,  pour_?-.  et^, , les  mêmes  valeurs  que  de  l’équation 

y,  = A'p(siu  2 7fx , cos  27rx)s 

1070.  Les  considérations  géométriques  jettent  un  grand  jour  sur  la  • 
théorie  analytique  que  nous  venous  d’exposer  : voici  d’abord  com- 
ment on  peut  représenter,  par  le  cours  d’une  ligne,  les  circonstances 
FIG.  4.  l’équation  Ay  = o : soit  AB,  Jig.  4,  une  droite  indéfini**  parallèle  à 
l’axe  OX  des  x , menée  à une  distance  quelconque  de  cet  axe,  et  divi- 
sée en  parties  AA',  A'A’’,  A" A'",  etc.,  égales  à tir;  toutes  les  courbes 
telles  que 

AB  A' R A"  B"  A"' S,  A CA'  C'A"  C'A'"  T,  ADA'D’ A"Ef'J'"U,  etc., 

passant  par  les  points  A,  A' , Au , A"',  etc.,  et  composées,  entre  ces  points,' 
de  parties  égales  et  semblables  , satisferont  à l’équation  Aj'  = o.  Cela 
est  d'abord  évident  pour  les  points  A',  A',  A'",  etc.,  et  l'on  voit  en- 
suite que,  prenant  AP  = x,  AP'  :±=  x -f-  Ar,  les  arcs  AL  et  A’L', 
AM  et  A'M',  AN  et  A' N',  etc. , étant  égaux  et  semblables , les  ordon- 
nées LP  et  LP’ , MP  et  M'P',  NP  et  N'P‘,  etc. , seront  aussi  res-. 
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pectivement  égales,  et  l’on  aura  par  conséquent,  dans  chaque  courbe , 

Ar  = o. 

On  peut  se  former  une  idée  de  la  construction  de  ces  courbes,  en 
concevant  une  surface  quelconque  rapportée  à trois  coordonnées  rec- 
tangles, à deux  desquelles  on  assignerait  pour  valeurs  celles  que  reçoivent 

le  sinus  et  le  cosinus  tabulaires  de  l'arc  . ou  bien  celles  de  sinx  et 

de  cosx,  prises  dans  le  cercle  dont  la  circonférence  est  égale  à Ax  ; 
la  troisième  coordonnée  de  cette  surface  serait  la  valeur  de_y,  exprimée 

par  1 équation  y — <p  ( siu  — , cos  — y 

La  condition  Ay  = o n’entrainant  point  la  continuité  dans  les  ré- 
sultats, les  courbes  AS , AT , AU , etc.,  ne  seront  point  assujéties  à 
cette  loi.  Le  polygone  EFE' F E" . . . .V,  composé  de  parties  sem- 
blables EFE',  E’FE',  etc.,  donne  également  A_y  = o;  il  en  serait 
de  même  d’une  suite  d’arcs  égaux  et  semblables  d’une  courbe  quelconque, 
assemblés  d’une  manière  discontiguë,  comme  le  sont  les  arcs  GII,  G' IF, 

G" H",  etc.  : ainsi  la  fonction  désignée  par  ç peut  être  discontinue. 

1071.  La  construction  des  équations  aux  différences  s’accorde  par- 
faitement avec  la  détermination  analytique  des  fonctions  arbitraires. 

En  effet,  soit  Ar=gF(x,  y)  une  équation  quelconque  de  ce  genre  et 
du  premier  ordre  : ayant  choisi  arbitrairement,  ou  déterminé,  suivant 
les  conditions  de  la  question  , le  premier  point  B de  la  courbe  cher- 
chée,^. 5;  comme  l’équation  n’apprend  rien  sur  tous  les  points  cor-  FTG  5. 
respoudans  à la  portion  d’abscisse  AA',=.Cxx,  et  qu’elle  donne  seulement 
l'ordonnée  A’B'—j, , on  pourra  faire  passer  par  les  points  B et  B'  une 
portion  d’une  courbe  quelconque.  Cela  fait,  pour  obtenir  la  portion 
correspondante  à l’intervalle  A' A”,  ou  prendra,  en  arrière  d’un  point 
quelconque  P'  de  cet  intervalle,  une  distance  PP'=zAA'=&x , et  éle- 
vant l’ordonnée  PM,  on  mènera  MU  parallèle  à AR ; tirant  ensuite 
de  l’équation  Ay=F(x,y)  la  valeur  de  Ay  pour  l’abscisse  AP,  cette 
valeur  donnera  la  droite  D'M',  qui,  jointe  à P' D’=PM , fera  connaître 
le  point  M' . On  trouvera  de  même  tous  les  points  de  l’arc  B’ B''  : cet 
arc,  employé  à son  tour  pomme  l’arc  B B',  donnera  ceux  du  troisième 
arc  B"B"',  et  ainsi  de  suite. 

11  est  évident  que  l’on  pourrait,  parle  même -procédé  , continuer 
la  courbe  en  arrière  du  point  A,  et  que,  daus  tous  les  cas,  elle  satis- 
fera à l’équation  proposée,  puisque  les  différences  A y — D’M’  auront 
5.  3a 
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des  valeurs  conclues  de  cette  -équation  : nous  laissons  au  lecteur  à 
faire  l’application  de  ce  procédé  aux  équations  du  second  ordre  et  des 
ordres  supérieurs. 

1079.  Nous  avons  supposé  plus  haut  que  la  différence  de  l’abscisse  a: 
était  constante;  si  le  contraire  avait  lieu,  on  n’en  construirait  pas  moins 
les  équations  aux  différences.  Dans  ce  cas , les  équations  proposées 
peuvent  être  mises  sous  la  forme 

Ax  — ((x),  Ay  = V(x,y); 

la  première  se  construira  d'après  le  numéro  précédent , en  regardant  x 
comme  fonction  d'une  nouvelle  variable»  dontla  différence  soit  constante. 
Ayant  obtenu  par  son  moyen  la  grandeur  de  Ax , correspondante  à 
une  valeur  quelconque  de  u,  on  se  servira  de  ce  résultat  pour  construire, 
par  la  seconde  équation,  le  Ay  correspondant. 

En  regardant  les  trois  variables  u,  x,  y,  comme  les  coordonnées  des 
points  de  l'espace,  les  équations  proposées  représenteront  une  courbe 
à double  courbure.  La  première  donnera  la  projection  sur  le  plan  des 
u et  x , et  la  seconde  la  projection  sur  le  plan  des  x et  y;  si  l’on 
éliminait  x,  ou  parviendrait  à l’équaliou  de  la  projection  sur  le  plaa 
des  u el^. 

De  u rmitit-  ,073-  b-3  correspondance  qu’on  a dû  remarquer  entre  les  équations 
(Ueiic île»  iot^  différentielles  et  les  équations  aux  différences,  a lieu  par  rapport  à la 
liaison  de  ces  dernières  avec  leurs  intégrales,  et  repose  sur  des  consi- 
<iî  s?  retires  «ont  dérations  analogues  à celles  que  nous  avons  exposées  dans  le  n°  636  , 
luctpiikki.  ^ l’égard  des  équations  différentielles.  Ces  considérations  ont  été  mises 
dans  tout  leur  jour  par  M.  Biot,  dans  un  Mémoire  qu’il  a présenté  à 
l’Institut,  en  l’an  V (1797),  et  duquel  nous  avons  tiré  ce  qui  suit. 

Si  l’on  a une  équation  quelconque  F(fl,  x,  y)  — o,  entre  les  deux 
variables  x,  y et  la  quantité  a supposée  constante,  que  l’on  passe  à 
l’équation  consécutive  F(«,  o,  et  que  l’on  élimine  a entre 

cette  dernière  et  la  précédente,  le  résultat  sera  une  équation  aux  diffé- 
rences, ayant  pour  intégrale  complète  F(«,  x,y)  =0;  mais  l’équation 
aux  différences,  que  nous  désignerons  paré5=o,  resterait  encore  la 
même  quand  la  quantité  a serait  variable,  pourvu  que  le  changement 
de  celte  quantité  n’influàt  pas  sur  l’équation  F(u,  x,,y,)  = o.  Pour 
examiner  cette  circonstance , dans  laquelle  il  faut  regarder  y comme 
une  fonction  de  x et  de  a , nous  écrirons  l’équation  primitive  pro- 
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posée,  ainsi  : 

F(*>  = ° 

et  lorsqu’on  fera  varier  x et  a en  même  temps,  on  aura 

F(jc,,  a,,  J,,..,)  =o.  # 

Cela  posé,  il  est  visible  que  l’équation  Z = o serait  encore  satisfaite 
par  l'cqualion 

F(*,  «rJY.)  = o> 

dans  l'hypothèse  de  a variable,  si  l’on  avait  jr„;n  ce  qui  arri- 

verait nécessairement  si  les  équations 

F(x>>  a> /*.,.)  = °»  Ffor,,  a,,jrT,'.,)  =o 

pouvaient  s'accorder  lorsqu’on  changera,  dans  la  seconde,  yxl ,,  en 
: dans  ce  cas,  les  équations 

F(-r.,  = °>  F(*.»  «.»  r».0=  0 (w) 

auront  lieu  en  même  temps;  et  en  éliminant  y„,,,  elles  conduiront  à 
une  équation  entre  x,  x,,  a,  a, , qui  exprimera  la  loi  suivant  laquelle 
doit  varier  fl. 

Ce  résultat  n’est  pas  entièrement  semblable  à celui  que  nous  avons 
indiqué  dans  le  n*  636.  Dans  ce  numéro,  la  relation  entre  a et  x est 
exprimée  par  une  équation  primitive,  en  sorte  que  la  valeur  de  a qu’oa 
en  tire  n’est  que  particulière , et  l'équation 

F0*>  a,  z*,.)  = 0 

perdrait  sa  généralité  par  la  substitution  de  cette  valeur;  dans  le  cas  ac- 
tuel, au  contraire,  la  relation  entre  x et  « étant  exprimée  par  une 
nouvelle  équation  aux  différences,  conduit  à une  valeur  de  a complétée 
par  uue  quantité  arbitraire , à l’aide  de  laquelle  l’équaliou 

fO>  a,  y*.')  = O 

conserve  toute  son  étendué,  et  offre  par  conséquent  encore  une  inté- 
grale complète  de  l’équation  aux  différences  Z — o,  au  lieu  d'une  so- 
lùlion  particulière  qu’aurait  eue,  dans  les  mêmes  circonstances,  une 
équation  différentielle. 

1074.  Pour  approfondir  davantage  la  liaison  qui  existe  entre  les  di- 
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verses  intégrales  dont  nous  venons  de  montrer  l'existence,  il  faut  se 
rappeler  que,  considérée  analytiquement,  une  équation  aux  différences 
donne  le  terme  général  d'une  série,  et  que,  sous  le  point  de  vue  géo- 
métrique, elle  est  le  lieu  d'une  suite  de  points  correspondant  à des 
abscisus  déterminées  suivant  une  certaine  loi.  Quand  la  constante  a 
reçoit  une  valeur  particulière,  l'équation 

F(ar,  a,  y,,.)  = o {V) 

devient  une  intégrale  particulière  deZ  = o,  d’après  le  sens  que  nous 
avons  attaché  à cette  expression,  dans  le  n*  635;  les  équations 

F(x,  «.»  J..-)  = ° (^)*  F(x,  fl„  = o (F,),  etc. 

appartiennent  donc  à des  lignes  représentant  les  diverses  intégrales  par- 
ticulières qui  naissent  des  valeurs  a,,  fl,,  etc.,  attribuées  à la  constante  fl; 
et  il  est  évident  que  l'équation 

FO*.»  = O 

répond,  dans  la  première,  au  point  consécutif  à celui  que  désignent 
les  coordonnées  x et  En  établissant  donc  l'identité  de et  de 
jrx,', , et  considérant  les  équations 

F(*ï»  fl,  y*.,»)  = o,  F(x,,  a,,  ym ,,)  = o....(/^), 

comme  ayant  lieu  simultanément,  on  exprime  que  les  lignes  données 
par  les  équations  (V)  et  se  coupent  au  point  dont  l'abscisse  est 

x,  et  l’ordonnée  y„t.  =y*M1>  ou  que  la  série  dont  le  terme  général 
est  déterminé  parla  première  équation,  coïncide,  dans  son  deuxième 
terme,  avec  celle  dont  le  terme  général  dépend  de  la  seconde  équation. 

Maintenant  si,  dans  les  équations  { [fV ),  la  quantité  a reçoit  des  va- 
leurs successives,  conformément  à la  relation  qu’elles  assignent  entre  celte 
quantité  et  les  autres  variables,  on  aura  ces  nouvelles  équations 

F(x,,  û^yn,,.)  = o,  F(x.,  * o ....(ÆPi), 

d’où  il  résultera  encore  =y„„,  et  qui  par  conséquent  établiront 
l’intersection  de  la  courbe  désignée  par  (fr,),  avec  celle  que  repré- 
sente (F,),  au  point  dont  les  coordonnées  sont  x„y„.,,=y„i,,.  En 
continuant  ainsi  de  proche  en  proche,  on  obtiendra  une  suite  de  ré-; 
sultats  compris  dans  les  équations 
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F(x.,  °(«— 1)>  y*<n),  •<•—!))  ■ O,  F(X.  J H.}  = O ....  ( f f'' »_i)> 

qui  supposent  que  7,,(«).*(«>=::7*('0,«(«-o>  el  établissent  pftr  conséquent, 
au  point  dont  les  coordonnées  sont  x„,_y *(o.«c«)  = ./*(•).«(»— 0»  une  inter- 
section entre  les  cou.'bes  désignées  par  (^._,)  et  {Vf). 

En  rassemblant  les  coordonnées  des  divers  points  d'intersection  qne 
nous  venons  de  faire  remarquer,  on  formera  la  table 

x,  x,,  jf„*  xa  | 

y , «  y > /n.11  -“/a,*!*  ' ' • /^«),<(«-0  = /*(<).«(■)  J 

qui  vérifie  l'équation  Z=o;  car  on  voit,  dans  la  seconde  ligne,  quey*,^  j 
étant  égal  ajrIX,.,  est  consécutifà_y,.,,  qu'il  est  antécédent  ay„„,  puisque 
celui-ci  est  égal  à y„,„,  et  ainsi  des  autres.  Il  suit  de  là  que  le  système  des 
équations  (YV)  exprime  la  loi  suivant  laquelle  il  faut  faire  varier  a , pour  que 
les  diverses  intégrales  particulières  résultantes  de  celte  variation  se  coupent 
successivement  dans  des  points  qui  vérifient  l’équation  aux  différences  7s==a. 

Si  donc  l’on  détermine,  au  moyen  de  ces  équalious,  la  valeur  de  a 
en  x,  et  qu’on  la  substitue  daus  F(x,  a,yx  a)=zo,  on  aura  l’équa- 
tion commune  à tous  ces  points , d’où  dépend  le  terme  général  des  va- 
leurs de^-,,,  formées  d'après  la  série  précédente. 

11  faut  remarquer  que  cette  série  n’emporte  pas  nécessairement  l’équa- 
tion^,,, =yx,„,  et  celles  qui  en  dérivent,  et  que  par  conséquent  elle 
vérifie  bien  l’équation  aux  différences  premières  Z = o,  mais  non  pas 
la  différence  de  celle-ci,  ou  l’équation  aux  différences  secondes. 

Si  l'équation 

FC*.  a>  J. J = 0, 

que,  pour  abréger,  nous  représenterons  par  V=o,  contient  des  ra- 
dicaux, ou  si,  lorsqu'elle  en  est  dégagée,  la  constante  a y monte  au- 
delà  du  premier  degré,  les  équations  (fV)  conduiront  à une  nouvelle 
intégrale  que  nous  nommerons  intégrale  indirecte,  mais  elles  n’cn  don- 
neront pas  d’autres  que  V =0,  si  a ne  passe  pas  la  première  puissance. 
Éclaircissons  ceci  par  quelques  exemples. 

1075.  Soit  l’équation  y,_,  = ax — a%.,..(V).  Si  l’on  en  prend  la 
différence  dans  l'hypothèse  de  Ax=x,  on  aura  Ay  — ax,  d'où  on 

tirera  ss^,  et  par  conséquent 

7 = V — ^ (Z)* 
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les  équations  (JV)  deviendront  alors 


=•=  ûvf,  — a%  Jmil.  = a,x,  — a',....  .(JV), 

et  donneront  par  conséquent  la  suivante  : 

ax,  — a*  = a,X,  — a\ , ou  (a,  — a)x,  — (a*  — «*)  = o. . . .(U), 

qui  se  décompose  dans  les  deux  facteurs 

* a,  — • a — o , x,  — (a,  •+•  a)  — o. 

Le  premier,  d’où  il  résulte  o=  const . , nous  ramène  à l'équation  pri- 
mitive (Pr)y  et  le  second  étant  intégré  par  le  procédé  du  u*  io5ü,  après 
avoir  mis  ax  au  lieu  de  .r,,  conduit  à 


« = f + 

substituant  catte  valeur  de  a dans  l’équation  (F) , on  la  changera  en 


s;  -n—  r- 


Pour  construire  cette  nouvelle  intégrale,  il  faut  d’abord  déterminer 
les  arbitraires  a et  b,  de  mauière  qu’au  premier  point,  que  l'on  suppose 
donné , on  ait  jrr  t =/,,«.  En  désignant  donc  par  * et  j3  les  coordon- 
nées de  ce  point,  on  aura 

/3  = **-*%  £ = y — t(  - 0n  ~ i)17", 

d'où  l'on  tirera  deux  valeurs  pour  a et  autant  pour  b , qui  fourniront 
en  tout  quatre  séries  satisfaisant  à l’équation  (Z). 

11  est  visible  que  les  deux  valeurs  de  b seront  de  la  forme 

u _u 

*'(-«)  '%  *"(- «)  R, 

et  que  par  conséquent  l’on  aura  ces  deux  équations  : 

I t—u  - îüîrj») 

7^  = ?-TrH  b -^(-0  h . 


u— u 


3'lr-U)  * 

Tï 
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Soit  maintenant  AX,Jig.6,  l’axe  des  abscisses  sur  lequel  on  ait  FIG. 6. 
pris  AP— cl  : les  valeurs  . . . APIU , APllt  AP n et  AP’,  AP',  AP",... 
les  unes  antécédentes  à AP,  et  les  autres  suivantes,  seront  déterminées 
par  l'intégrale  de  l’équation  x,  =»ax,  qui  donne  x—  a'a  (io56)  ; d’où 

l’on  voit  qu’à  chacune  de  ces  abscisses,  la  quantité  — est  égale  à un 
nombre  entier;  que  ( — i)  11  =+i  ou  — 1 , selon  que  z est  un  nombre 

pair  ou  impair,  et  qu’enfin  ( — i)  11  =i.  Cela  posé,  on  construira 
la  parabole  CQ , donnée  par  l’équation  y = ~ — 4’*,  et  la  droite  AH, 

représentant  l’équation  y"  = -f-  ~ ; on  obtiendra  les  ordonnées  de  rang 
impair,  savoir, 

PJtm,  PM,  PM',  P"'Mm, 

en  ajoutant  l’ordonnée  de  la  ligne  droite  AR  à celle  de  la  parabole , 
et  les  ordonnées  de  rang  pair,  savoir  : 

PM,,,  PM,  P"M", 

en  retranchant  l’ordonnée  de  la  ligne  droite.  Cela  fait,  toutes  les  droites 
MmM,„  M,,M„  etc.,  qui  joignent  deux  points  consécutifs  de  la  nou- 
velle intégrale,  seront  comprises  daus  l’équation  y=.ajc — a*,  ce  qui 
vérifie  la  conclusion  du  numéro  précédent. 

Une  semblable  construction,  appliquée  à l’équation  formée  par  la 
seconde  valeur  de  b,  donne  une  troisième  intégrale  dont  les  points 
successifs  sont  désignés  par  les  lettres 

. . . ,mm,  m,,,  m,,  M,  rri,  m",  m"'.... 

Ces  points,  ainsi  que  ceux  de  l’intégrale  précédente,  sont  joints  par 
des  droites,  afin  d’en  rendre  l’ensemble  plus  évident. 

Il  convient  de  remarquer  que  les  deux  intégrales  indirectes  se  ré- 
duiraient à une  seule,  si  l’on  avait  fi  m?**-  ' ' 

1076.  La  méthode  précédente  suppose,  comme  on  l’a  déjà  dit,  que 
l'équation  aux  différences  passe  le  premier  degré,  et  qu’elle  ne  puisse  se 
décomposer  en  facteurs  rationnels.  L’équation  ûym-=sc‘,  par  exemple, 
dans  l’hypothèse  de  &x=i,  donnant  Ay=-(-c,  ùyz=z—c,  adeux  in-, 
tégrales  distinctes, 

y,.,  = cx-t-0,  J,',  = — • ex  + a!. 
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lin  faisant  varier  les  constantes  de  ces  équations,  on  n'obtiendrait  point 
de  nouvelles  intégrales,  quoiqu’il  soit  évident  que  les  intégrales  parti- 
culières que  fournit  la  première,  puis|ent  coïncider  avec  celles  qui 
résultent  de  la  seconde,  de  manière  à satisfaire  à l’équation  aux  diffé- 
rences , comme  le  montrent  les  séries 

OC)  oCi)  oct9  etc*, 

y r /n,*  y = y etc., 

formées  d'après  celles  du  n*  1074. 

11  est  facile  d’apercevoir  pourquoi  ce  cas  diffère  de  celui  que  nous 
avons  considéré  en  premier  lieu.  Les  deux  intégrales  de  l'équation... 
Ay*  = c*,  considérées  séparément,  ne  fournissent  que  des  droites  paral- 
lèles qui  ne  sauraient  se  rencontrer;  de  plus,  ces  iutégrales  n'étant 
point  liées  entr’elles  par  une  irrationnalité  commune,  et  se  trouvant 
exprimées  par  deux  équations  distinctes,  on  ne  saurait,  par  une  même 
opération,  faire  varier  à la  fois  les  arbitraires  a et  a.',  de  manière  que 
les  droites  données  par  l’une  coupent  celles  qui  résultent  de  l’autre  ; 
mais  cette  difficulté  disparait  lorsqu’on  a recours  à l’équation  aux  dif- 
férences. 

En  effet , les  diverses  intégrales  complètes  que  peut  avoir  une  équa- 
tion aux  différences,  ne  sauraient  s’accorder  indéfiniment  dans  les  diffé- 
rences de  tous  les  ordres , sans  quoi  elles  seraient  identiques.  Lorsqu'on 
fait-7'Xi,«=y*i,«i,  il  en  résulte  bien  y„ mais  non  pas yn,f=yn,„t 
ainsi  qu’il  le  faudrait  pour  que  les  différences  secondes  fussent  com- 
munes aux  deux  équations.  Nous  conclurons  de  là , que  les  diverses 
intégrales  d'une  même  équation  du  premier  ordre,  doivent,  en  générai, 
répondre  à diverses  équations  du  second  ordre;  et  M.  Monge  a montré, 
le  premier,  que  l'on  obtenait  ces  dernières  en  différentiant  l’équation 
du  premier  ordre , parce  que  le  résultat  se  décompose  en  plusieurs  fac- 
teurs rationnels.  C’est  l’application  du  procédé  exposé  dans  le  n*  63a  , 
qui  l’a  conduit  à cette  remarque. 

Si  l'on  prend  la  différence  ^e  l'équation  ù>y%  = c*,  on  aura  l’équation 
2 A/A > -+-  ÙSy  = o, 
qui  se  décompose  dans  les  facteurs 

&‘y  = o , 2&y-\-Ay  = o; 

le  premier  donne  A yzsiA,  A étant  une  constante,  et  par  une  nou- 
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Telle  intégration,  mène  à j=  Ax-\-  a.  La  constante  A n’est  pas  arbi- 
traire, puisque  l’équation  Aj  = A doit  nécessairement  s’accorder  avec 
la  proposée  Aj‘  =c*  ; on  a donc  A—  rfcc  et  y = =fc  ex  -f-n  : telle  est 
l’intégrale  qui  se  présente  la  première.  Le  second  facteur  a A y -f-  A'j'=o 
s’intégre  facilement  et  conduit  d’abord  à y ■+•  Ay  — b ; ce  dernier  ré- 
sultat donne,  parle  n*  io38, 

J = (-0*2  (-=7pi  = (-«)•{  B -jj  (- .) } 

— i + ,)*, 

en  réduisant  et  changeant  l’arbitraire  b en  a b.  Tirant  ensuite  de  cette 
expression  la  valeur  de  Ajr , pour  la  comparer  à l’équation  Ay*=c*,  afin 
de  déterminer  l’une  des  arbitraires,  on  trouvera  Aj  — — iB( — .1)*, 

d’où  l’on  déduira  B = dt  ^ ; on  aura  donc  pour  l'équation  proposée 
A 7*  = c%  les  quatre  intégrales  suivantes: 

y,f.  = cx  + a. (1),  jrMi.  = — cx+a (a), 

— ~ (-0*4-  * » J*.>  =»  — l (-0*4-  *■ 

M.  Diot  met  les  deux  dernières  sous  la  forme 

JV.  = ; (-0***4-  b. . . .(3),  . = - \ (-.)*“*  4-  *.  • . -(4), 

pour  les  faire  partir  d’une  abscisse  quelconque  x —a.  Si  l’on  désigne 
alors  par  |3  l’ordonnée  de  ce  premier  point,  et  qu’on  détermine  les 
constantes  b , pour  qu’elle  soit  commune  aux  deux  équations  précédentes, 
on  en  déduira 

Jr,  = -c  (-0—4- 18  - ;....(5') , =- ; (-0*-‘4-/34-c-....(4'), 

qui  , pour  les  abscisses , 


a,  *+i, 

*4-3.  «4-3  > 

etc. 

conduiront  respectivement 

aux  ordonnés 

/3,  0 —c, 

/3,  j3  — c. 

etc. 

/3,  /84-e, 

(3,  iS  + c, 

etc. 

sur  lesquelles  on  construira  les  polygones  ,T  etc. 

etc.,  Jîg.  7,  formés  de  droites  comprises,  tantôt  dans  fig. 
l’intégrale  (1),  tantôt  dans  l’intégrale  (2),  le  premier  donnant  alternati- 
vement Aj  — — c,  Ay  = H~c,  et  le  second,  Ay  = -+- c,  Ay  — c. 

3.  . 53 
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1077.  Pour  appliquer  commodément  le  procédé  de  M.  Monge  h 
l'équation  du  n*  1076, 


dans  laquelle  Ax  = x , M.  Biot  la  change  en 

y = Px — P‘> 

en  faisant  P = ^ ; et  prenant  la  différence,  il  obtient 

Aj  = PAx  4.  xAP  + A PAx  — aPAP  — AP*, 
ce  qui  se  réduit  à 

AP( — ax  4-  aP  4-  AP)  = o , 

en  mettant  pour  A y sa  valeur  Px , et  en  observant  que  Ax  = x. 

Le  premier  facteur  AP=o,  étant  intégré,  donne  P = ^ = a,  ou 

L\=ax,  valeur  qui,  substituée  dans  l’équation  proposée  aux  différences, 
conduit  immédiatement  à l’intégrale  directe  y=ax — a'. 

Le  second  facteur  aP-(-AP  = ax,  revenant  à P,4-P  = ax, 
conduit,  par  le  procédé  du  u*  io5G,  à intégrer  d'abord  l'équation 
x.+1  — ax.,  puisque  x,  = ax,  et  on  parvient  à x,  = a*;  puis  en  opé- 
rant sur  l’équation 

P -4-  P — a,+* 

ou  trouve 

P.  = (-0*2  = (-,)’2(-a)-  =-  (-a)*-]. 

Mais  de  P,  = ^ , il  résulte 

AT. = - =>‘  - 5 (-4)*] = - C(-2  y + 5 (4)*, 

d’où  l’on  déduit 

.r.  = -~s  - 1 (4)*]  = ï c(-  a)*  4-  ; (4)‘+  c>  -, 

\x 

remettant  pour  z sa  valeur  j— , tirée  de  l’équation  x,  = a‘,  on  aura 

9 0 

Celte  équation  contenant  deux  arbitraires,  il  s’en  trouve  une  de  surabou* 
dante  qu’il  faut  déterminer,  en  substituant  celte  valeur  de  y,  daus  l équa- 
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lion  aux  différences,  j = hjr  — , qui  se  réduit  alors  à 


”af>9 


air 


C'  = -C*(- 1)  13  ; 


et  l’on  a,  par  conséquent, 

= \ + ir  (-0^—  <>(— 

résultat  qui  devient  identique  à celui  du  n*  1075,  en  prenant  C = — b. 

1078.  Les  nouvelles  intégrales  que  noifs  venons  de  trouver  pour  les 
équations  aux  différences,  ont  bien,  avec  les  solutions  particulières  des 
équations  différentielles,  une  analogie  très-remarquable  : les  unes  et 
les  autres  s’obtiennent , soit  en  faisant  varier  la  constante  arbitraire  dans 
l’intégrale  complète,  soit  en  différentiaut  de  nouveau  l’équation  aux  dif- 
férences, dans  un  cas,  et  l’équation  différentielle  dans  l’autre;  mais 
malgré  ces  diverses  conformités,  les  solutions  particulières  des  équa- 
tions différentielles  ont,  dans  l’absence  de  la  constante  arbitraire,  un 
caractère  distinctif  auquel  il  faut  bien  faire  attention,  pour  éviter  l’er- 
reur dans  laquelle  le. géomètre  Charles  est  tombé,  et  qui  l’a  conduit  aux 
plus  étranges  paradoxes , relativement  au  Calcul  intégral  (*).  Il  remar- 
qua le  premier,  dans  le  t.  X des  Savons  étrangers,  la  pluralité  d’intégrales 
dont  pouvait  être  susceptible  une  équation  aux  différences  ; mais  il  crut, 
dans  la  suite  ( Mcm.  de  l' Acad.,  année  1788),  en  pouvoir  conclure  les 
solutions  particulières  des  équations  différentielles  correspondantes,  eu 
faisant  seulement  âjf  = 0,  pour  répondre  à I3  supposition  de  djc  in- 
finiment petit;  h par  ce  moyen,  dit-il,  on  obtiendra  des  solutions 
» particulières  plus  générales  que  celles  qui  sont  connues  jusqu’à  pré- 
)>  sent , et  l’on  en  pourra  déduire,  comme  un  cas  particulier,  la  solution 
» particulière  ordinaire;  dans  tout  ceci  on  suppose  Ax  constante,  u 
Charles  appuie  celte  assertion  sur  le  raisonnement  suivaut  : « L’équa- 
» lion  aux  différences  infiniment  petites  (c’est-à-dire  l’équation  difTé- 
» renliellc),  est  la  limite  de  l’équation  au^différences  finies  correspon- 
» dan  les  ; donc  la  solution  particulière  de  l’équation  aux  différences 


(*)  On  verra  plus  loin  que  les  équations  aux  différences  admettent  en  outre  de  vé- 
ritables solutions  particulières , c'est-à-dire  des  équations  primitives  dépourvues  de 
constantes  arbitraires , et  qui  ne  sont  pas  comprises  dans  les  intégrales  directes  ou 
indirectes. 
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» infiniment  petites,  est  ce  que  devient  l'intégrale  nouvelle  de  I'équa- 
» lion  aux  différences  finies,  quand  on  fait  dans  cette  intégrale  Ajf=o.  » 

11  est  bien  vrai  qu'en  faisant  A.r=o,  Ay  = o,  dans  une  équation 
aux  différences,  on  en  tire  l'équation  différentielle  qui  en  est  la  limite, 
parce  que  dans  celte  hypothèse  on  supprime  tous  les  termes  qui  ne  sont 
pas  homogènes  en  Ax,  A \jr  (69);  mais  on  ne  saurait  en  conclure  que 
les  équations  primitives  correspondantes  à l'une  ct*à  l'autre  de  ces  équa- 
tions soient  liées  cntr’ellcs  de  la  même  mauière;  car  si  on  lire  des  équa- 
tions (IV  ) du  n*  1074,  J„..  = f(*i  , «)  cl  f(x, , a,),  on  aura 

f(x,,  a,) — f(x, , a)=o,  résultat  qui  prendra  la  forme  Aof  (x, , a , An)=o, 
lorsqu'on  le  développera  après  y avoir  changé  a,  en  <j-+-Aa;  il  don- 
nera d'abord  Atf  = o,  ou  a=const.,  valeur  qui  ne  conduit  qu’à  l’in- 
tégrale directe.  11  reste  à traiter  l’équation  f((x  -f-*Ax , a , Aa)  = o , 
laquelle  demeure  encore  susceptible  d’une  véritable  intégration;  mais  si 
on  y fait  A.r  et  A a infiniment  petits,  elle  se  transforme  en  une  équa- 
tion primitive,  et  ne  donne  plus  qu'une  valeur  particulière  pour  a.  Lors 
donc  que  l'on  veut  passer  de  la  nouvelle  intégrale  de  l'équation  aux 
différences , à la  solution  particulière  de  l'équation  différentielle,  il  faut 
faire  disparaître  la  constante,  sans  néanmoins  lui  assigner  aucune  va- 
leur particulière,  ce  qui  ne  se  peut  qu’en  revenant  aux  différences  et  en 
effectuant  ensuite  sur  le  résultat  le  passage  des  différences  aux  diffé- 
rentielles. ' . • 

En  prenant  une  marche  contraire  , Charles  obtenait  une  équation 
primitive  qui  ne  pouvait  pas  satisfaire  à l’équation  différentielle;  et  pour 
parer  à cet  inconvénient,  il  introduisait  dans  l’intégrale  de  l’équation 
aux  différences  un  terme  affecté  des  différences,  qui  devenait  une  diffé- 
rentielle du  premier  odre,  cl  détruisait  ainsi  l’homogénéité  qui  fait  la 
base  du  Calcul  différentiel  ; celle  conséquence  aurait  suffi  seule  pour  mon- 
trer l’erreur  dans  laquelle  il  était  tombé;  mais  il  y en  ajoutait  une  autre 
qui  n’était  pas  moins  paradoxale  : c’est  que  tous  les  polygones  inscrits  à 
une  même  courbe  ne  se  confondent  pas  avec  elle,  quand  on  suppose 
le  nombre  de  leurs  côtés  igGni,  et  qu’il  y a un  choix  à faire  entre  ces 
polygones,  pour  tomber  sur  celui  dont  la  limite  conduise  à l’expression 
de  l’inclinaison  de  la  tangente. 

\ 

J 079.  M.  Poisson  ayant  t'épris  le  sujet  que  nous  venons  de  traiter, 
y ajouta  plusieurs  remarques  importantes.  Premièrement,  il  montra, 
dune  manière  nouvelle  et  fort  simple,  la  liaison  qu’ont,  avec  l’équa- 
lion  aux  différences  et  son  intégrale  directe,  les  intégrales  indirectes 
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obtenues  par  Charles,  et  prouva  que  la  première  avait  encore  un  nombre 
infini  d'intégrales  différentes  de  celles  dont  on  vient  de  parler.  Voici 
un  extrait  de  ces  considérations. 

L’e'quation  primitive  F(.r,  j,  a)  = o étant  mise  sous  la  forme 

(a  — P)(a  — ll)(a  — '') — o, 

où /j,  q,  r,  etc.,  désignent  les  valeurs  qu’on  en  tire  en  la  résolvant 
par  rapport  à la  constante  arbitraire  a,  deviendra 

(a  — />,)(«  — q,)(a  — r,) = o , 

lorsqu'on  y fera  varier  i et  et  mettant,  dans  ce  second  état,  au 
lieu  de  a chacune  de  ses  valeurs,  puis  multipliant  cntr’elles  les  équa- 
tions produites  par  ces  substitutions,  on  obtiendra  pour  résultat  de  l’éli- 
mination de  la  constante  arbitraire  fl,  l’équation  aux  différences 

( P — p>)(r  — q>)(p  — '•■)•••• 

X (7  — p.X?  — ?,)(?  — r,).:.. 

X (r  — p,)(  r — y,)(  r — r,). . . . 

X etc. 

Cette  dernière  contient  deux  sortes  de  facteurs  : les  uns,  comme 
p — p, , q — q, , etc. , formés  de  la  différence  de  deux  valeurs  successives 
de  la  même  fonction,  et  donnant,  eu  conséquence, 

bp  = o,  bqz=o,  etc.,  conduisent  à a-=p,  a=sq,  etc., 

équations  primitives  équivalentes  à l’intégrale  complète. 

Les  autres  facteurs,  comme 

p — q>,  p—r<> q—p,»  etc., 

qui,  étant  égalés  h zéro,  vérifient  l’équation  proposée  aussi  bien  que 
le  font  les  précédées,  ont  des  intégrales  absolument  différentes  de  l’équa- 
tion F(x,  y,  a)  =0,  et  qui  sont  les  intégrales  obtenues  par  Charles; 
mais  ce  n’est  pas  encore  tout. 

11  n’est  pas  nécessaire  que  l’équation  primitive  qui  vérifie  l’équation 
aux  différences,  corresponde  dans  toute  son  étendue  au  même  facteur 
de  celle-ci;  il  suffit  qu’elle  en  fasse  toujours  évanouir  un,  quand  il  serait  pris 
tantôt  dans  une  classe,  tantôt  dans  une  autre,  ainsi  qu’on  a pu  le  re- 
marquer dans  la  construction  qui  termine  le  a"  1076,  et  comme  on  va 
le  voir  sur  l’exemple  choisi  par  M.  Poisson. 


f 
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1080.  Soit  l'équation  primitive 

y = (a  4-  •*•)*,  donnant  (a  -f-  x — Vj *■+  \/ÿ ) = o ; 
si  l’on  passe  de  i > i + t,on  aura 

(a  + .r  + i — V<F-)(a  +*+i  + VF.)  = « , 

d'où,  par  l'élimination  de  a,  l'on  déduira 

( 1 4-  V}—  Vy,)0-f-  v5-+  \ r.X  *—  Vj—  \ <r.)(* — vlr-f-  Vj>)  = o. 

On  peut  d'abord  s’assurer  que  ce  résultat  s’accorde  avec  l'équation 


obtenue  en  tirant  de  la  différence  de  l’équation  y = (<»-}*  a-)*,  la  râleur 
d e a-f-ar;  car  si  l’on  prend  la  racine  quarrée,  il  vient 

=t  V>  = , d'où  =fc  Vj  = Vy+t)=o, 

équations  dont  la  dernière  se  décompose  aisément  en  quatre  facteurs, 
lorsqu'on  y regarde  y et  y,  comme  les  quarrés  de  \/y  et  de 
Cela  posé,  les  facteurs 

1 + VT  ~ Vji  = o , > — S/j  + Vjy  =o, 

équivalant  à =fcAV^ÿ=>,  donnent,  parleur  intégration,  rfc\/y=,r-f-a, 
ce  qui  est  l'équation  primitive  de  laquelle  nous  sommes  partis.  • 
Les  deux  autres  facteurs 

* + + \/7>  = o , i — v/y  — V^T.  = o , 

lorsqu’on  y fait  =b  v5-=  — j + s,  se  changent  en 

3 + S,  = O , 

équation  à laquelle  on  satisfait  en  posant  z — b{ — i)x  (1040),  i étant 
une  constante  arbitraire  ; on  a donc 

± V5'*=  — ;+*(—  •)’»  d’<>“  7={—  t+K—  0'}*' 

Voilà  l’intégrale  qui  résulterait  de  la  variation  de  la  constante  arbi- 
traire a. 
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En  effet,  le  changement  de  x eu  x -f-  > , eide  a en  a-f-An,dans 
y = (a-f-  x)’,  conduit  à 


y,  =»(a  + x4-i)*-t-aûn(a-t-x-f-i)  4-  Aa*;  • 

égalant  à zéro  la  partie  de  y,  produite  par  la  variation  de  a , on 
obtiendra 

aûu(a  + 1+  i),+  Aa*  = o ; 

et  laissant  de  côté  le  facteur  Aa=o,  qui  ne  donnerait  que  l’intégrale 
directe,  on  aura  l'équation 

a(a-f-a:-f-i)  -f-  Aa  = o , ou  a+Aa  + JC'  + i+n  + x = ~i, 
laquelle,  devenant 

S,  + 3 = ' 1 , 

lorsqu’on  y fait  a -\-  x — z , rentre  dans  celle  du  n*  io3g.  On  en 
déduira 

. . . z = C(—  i)*,  (-i)*AC=i, 

d’où  il  suit 

AC=(— C=  4— i (—!)-,  a = _i  + 4(_i)», 
et  enfin  l’intégrale  indirecte  trouvée  ci-dessus,  si  l’on  fait  attention  que 

s = 2‘- 

En  considérant  que  vÿ  renferme  implicitement  le  double  signedb, 
on  peut  réunir  les  quatre  facteurs  de  l’équation  aux  différences  propo- 
sée, en  un  seul,  de  la  forme 


> + y/jr  — (—  0TV/|  = o» 

en  désignant  par  X une  fonction  de  x assnjétie  seulement  ù être  un 
nombre  entier  toutes  les  fois  que  x en  est  un,  et  supposant,  en  con- 
séquence , que  les  valeurs  de  cette  variable  soient  prises  dans  la  série 
des  nombres  naturels,  Ax  étant  i.  Par  ces  hypothèses,  l'expression 
(—  i )"*  ne  pourra  être  que  db  i ; dans  le  premier  cas , l’équation  pré- 
cédente sera  identique  avec  les  facteurs  qui  donnent  l’intégrale  di- 
recte, et  avec  les  autres,  dans  le  second  : cette  équation  cl  son  inté- 
grale complète,  vérifieront  donc  toujours  la  proposée: 

Pour  trouver  cette  intégrale , M.  Poisson  multiplie  par  le  facteur 
(-—  i)1'  l'équation  rapportée  ci-dessus  ; et  comme 

(-  »)IV  [(-  or  v£.— vlri  =*■  (->)**  Vr  > 
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il  obtient 

(— i)IT  Vr  = b ■+•  2(— ')1A  > d’°“ 

Si  l’on  fait  X=  1,  il  viendra 


Vr 


_b  + £(—  l)atT 
* (-.)*■*" 


* 


<—*)*=  — >»  2*  = *,  ; 2(-.)*=-^, 

d'où 

vÿ  = *(->)-’-  ï» 

ce  qui  s'accorde  avec  ce  qu’on  a déjà  trouvé;  car  il  est  visible  qu’on 
peut  changer  x en  — x dans  ( — 1)*. 

On  peut  donner  à l’intégrale  générale  obtenue  ci-dessus  la  forme 


r = [*  + 2(-0ïV]‘; 

en  élevant  les  deux  membres  au  quarré,  et  en  observant  que ; 

( — i),s'r3=i,  puisque  IX  doit  toujours  être  un  nombre  entier.  De 
plus,  si  l'on  fait  attention  que  la  fonction  Z.Y,  prise  sans  constante  arbi- 
traire, n’est  autre  chose  qu’un  nombre  entier,  on  pourra  substituer  à XX 
une  nouvelle  fonction  X , el  écrire 


y — [*+*(-.)*]•. 


1081.  La  méthode  que  nous  venons  d’indiquer,  reposant  sur  la  réso- 
lution de  l’équation  aux  différences  proposée , se  complique  nécessai- 
rement, à mesure  que  le  degré  de  cette  équation  s'élève  ; et  il  faut 
ensuite  pouvoir  intégrer  ses  facteurs  « après  qu’on  y a substitué  aux 
» racines  de  l'unité  qu’ils  comprennent  explicitement  ou  implicitement, 
» des  puissances  entières  ou  variables  de  ces  racines  , ce  qui  »,  comme 
le  dit  M.  Poisson,  « en  rendra  le  plus  souvent  l’application  impos- 
» sible  » aussi  n’esl-ceque  comme  un  complément  nécessaire  de  la  théorie 
des  équations  aux  différences , que  j’en  ai  parlé  dans  ce  Traité,  ren- 
voyant pour  les  détails  aux  Mémoires  de  M.  Poisson , cités  dans  la  table  ; 
mais  je  rapporterai  encore  la  manière  dont  il  explique,  dans  le  second, 
la  multiplicité  des  intégrales  des  équations  aux  différences. 

En  supposant  toujours  Ax  = 1 , l'équation  générale  aux  différences , 


J*>  />tu  — 0 j 
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équivaut  à la  suite  d'équations  particulières, 

J. ...... ) = o, 

f(*j  J>*  J.»  -Jm+.)  — o, 

((*>?>>  J>>  /«»•••• -7-^..)  = o, 
etc. , 

au  moyen  desquelles  on  déterminerait  la  valeur  de_r„,  puis  celles  de 
, de^„+, , etc.;  mais  si  le  degré  de  lYqiiafion  proposée  est  mar- 
qué par  n,  et  qu'on  élimine  ym  entre  les  deux  premières  «'quations  de 
la  suite  précédente,  la  résultante  en  pourra  monter  au  degré  n*(i  oS^); 
celle  qu'on  obtiendrait  cn  r„+1,  en  éliminant  jm  et  entre  les  li’o  s 
premières,  monterait  au  degré  et  en  continuant  ainsi  jusqu'à  J-,, 
l’équation  finale  pourrait  s’élever  jusqu’au  degré 

La  conséquence  de  cette  multiplicité  de  valeurs  de  la  fonction  cher- 
chée^,, est  d’introduire  dans  l’intégrale  une  sorte  de  fonctions  arbitraires 
telles  que  celle  qui  a été  désignée  ci-dessus  par  À',  et  restreintes 
à n’avoir,  pour  chaque  valeur  déterminée  de  x,  que  " valeurs. 

1082.  Le  même  géomètre  a reconnu  le  premier,  et  prouvé,  que 
les  équations  aux  différences  admettaient  aussi  de  véritables  solutions 
particulières,  c’est-à-dire  des  équations  primitives  qui  les  vérifient , et 
qui  pourtant  ne  sauraient  être  complétées  par  litttroduclion  d une  couslaule 
arbitraire  : telle  est  l’équation 


par  rapport  à l’équation  aux  différences 

J +3  4r  — l (G4)*4r5  = ». 

dont  l’intégrale  complète  est 


la  différence  de  x étant  1. 

Le  procédé  du  n*  642  s’applique  aisémeut  aux  équations  aux  différences 
du  premier  ordre,  mises  sous  la  forme  A y-=zptp  désignant  une  fonction 
de  x ,y,  A.r,  et  celte  dernière  différence  pouvant  être  supposée  variable 
aussi  bien  que  constante.  En  effet,  si,  en  conservant  les  dénominations  du 
numéro  cité,  on  change  seulement  les  différentielles  eu  différences,  on 

3,  34 
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passera  encore  , des  équations  primitives 

j = X,  j=F=X+  V'h  + F" N1  + etc., 
à l’équation 

AA'-f-  Ak  = P + P'i"  -f-  Iy'k"  -f-  etc., 


k représentant  toujours  F'h  -f-  etc.  ; mettant  alors  pour  A k 

sa  valeur , et  développant  le  second  membre  comme  dans  le  numéro 
cité,  la  recherche  des  termes  qui  doivent  être  affectés  de  la  même  puis- 
sances de  h , fera  voir  que  l'équation  primitive  jr  X ne  peut  être 

complétée  lorsque  l'exposant  m est  <l,  c’est-à-dire  lorsque  ~ esr  in- 
fini. Tel  est  encore  le  caractère  par  lequel  on  reconnaît  que  toute 
équation  jr=X,  qui  satisfait  à l'équation  aux  différences  proposée,  n’est 
pas  comprise  dans  l'intégrale  complété,  mais  est  une  solution  par- 
ticulière. 

108^.  L'équation  apportée  en  exemple  au  commencement  de  l'article 
précédent,  se  résout  par  les  formules  du  troisième  degré,  et  donne 


p = u -+-  e , p = au  + a V , 


p = a’u  -f-  ai’ , 


en  posant 


, /9  y , . /8i  v“  i _ 

V 8 (64)'  V 64  (S4P  (64)’'  — "» 

• A jk ./|i  _y ; 

v 8 (64)'  V 64  (64)*'  (64)"  — » 

a et  a'  étant  les  racines  cubiques  imaginaires  de  l’unité  {Complément 
des  Élémens  d’ Algèbre). 


Ces  expressions  donnent,  pour  les  valeurs 


3(u  + v) 


3(*  u - 


‘•*0 


VI Vë^ 

qu’on  rend  infinies  en  posant 


1 

' («B* 


3 (**u  -f-  

8V^62^“  (6ïT' 


y=d=~ 


9 1/(64)*’ 


64-_j_ 

J ~ 81  (64)" 
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Il  faut  ici  faire  attcnlion  à la  manière  de  prendre  l’expression....... 

V/(64)I==  (v/64)1;  car  si  l’on  choisit  8*,  la  valeur  résultante 

y — szh-(0  ne  s'accorde  avec  aucune  des  valeurs  de  ùy  ; mais  si 
l'on  choisit  ( — .8)',  il  vient  alors  l’cqualiou 


qui,  s’accordant  avec  les  deux  dernières  de  ces  valeurs , est  la  solu- 
tion particulière  cherchée. 

M.  Poisson  remarque  en  outre  qu’on  peut  parvenir  b cette  espèce  de 
solutions  particulières,  sans  résoudre  l'équation  proposée  ((>4") ; mais 
que  quand  on  veut  les  déduire  de  la  variation  de  la  constante  arbi- 
traire, dans  l'intégrale  complète,  comme  on  tombe  d'abord  sur  une 
équation  aux  differentes,  dont  il  faut  chercher  les  solutions  particu- 
lières, la  connaissance  de  cette  intégrale  ne  simplifie  pas  la  question, 
ainsi  qu'elle  le  fait  lorsqu’il  s’agit  des  équatious  différentielles.  M.  Poisson 
étend  ces  recherches  aux  ordres  supérieurs  au  premier;  mais  nous  ren- 
voyons encore  ici,  comme  plus  haut,  et  par  les  mêmes  raisons,  à son 
Mémoire,  cité  dans  la  table. 

1084.  Nous  avons  fait  voir,  dans  le  n*  <)i3,  que  les  fonctions  de 
deux  variables  engendrent  des  séries  formant  des  tables  h double  en- 
trée, et  qu’un  terme  quelconque  de  ces  séries  peut  être  exprimé  par  ceux 
qui  le  précèdent  : de  là  naissent  les  équations  aux  différences  partielles. 

Soit y,,  une  fonction  quelconque  des  deux  variables  x et  l;  on  en 
déduira,  par  les  variations  de  x et  de  t,  un  tableau  semblable  à celui 
de  la  page  4 5. 

Supposons  qu’il  y ait  entre  les  valeurs  successives  de  y,  , une  relation 
exprimée  par  l'équation  du  premier  degré 

4y*,<  ■+■  By  T + l,l  "H  + Ny^.,, 

+ C'ys,t+, ■+- 

dans  laquelle  les  coefliciens  y/,  B,  B',  C , C\  C',...N,  N',  etc., 
soûl  coustaus,  formée  sur  le  modèle  de  celle  qui  iudique  la  loi  des 


P«  l’intrgra- 
tion  «1c*  équa- 
tion* aux  dif- 
férence* h trni* 
et  un  filuc 
grand  nombre 
de  variable*. 
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séries  récurrentes  (to5o);  il  en  naîtra  une  série  du  genre  de  celles  que 

Lagrange  a nommées  séries  récurrentes  doubles  (*). 

io85.  Occupons-nous  d'abord  du  cas  où  l’équation  proposée,  n’ayant 
que  quatre  termes,  est  de  la  forme 

"1“  i,i  “I-  “I"  O: 

faisons  y , , aa.1  fi- , ec  et  fi  étant  des  constantes  indéterminées;  nous 

aurons 


— fi’,  3’+',  y,+ll,+,  = j 

en  substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  proposée , nous  obtiendrons 
A -f-  Ba.  B' fi  C'afi  = o. 


Celte  équation  donne  la  valeur  de  l’une  des  deux  indéterminées  et  et  fi, 
par  le  moyen  de  l’autre  ; on  en  tire  fi  = — d’où  l'on  conclut 


y 


9,  * 


A + lt. V 

If+C*)' 


expression  dans  laquelle  la  quantité  a demeure  entièrement  arbitraire, 
aussi  bien  que  a,  mais  qui  n’est  pas  la  plus  générale  de  celles  qui 
satisfont  à l'équation  proposée. 

Si  l’on  réduit  en  série  descendante,  ordonnée  suivant  les  puissances 
de  «,  la  quantité  ^ » cl  <lu’on  observe  que  celte  série  peut 


(*)  Cette  équation  est  regardée  ordinairement  comme  semblable  à une  équation  dilTé- 
renfielle  partielle  du  premier  degré  et  de  l’ordre  n,  mais  elle  ne  renferme  pas  ce- 
pendant tous  les  termes  qui  résultent  de  n changera ens  successifs  des  indices  x et  t. 

Le  tableau  de  la  page  montre  que  lorsqu’on  augmente  ces  indices  du  même 
nombre  d’unités,  les  valeurs  correspondantes  de  la  fonction  ur>,  occupent  un  espace 
rectangulaire , ensorte  que  l’équation  complète  de  l’ordre  n , doit  etre 

Ay  TU*"  -1-  j 

. ' [ = n.„ 

-+•  A'-''>y,  ,i  ■ • - - + ; 

le  premier  membre  étant  composé  de  n + i lignes,  renfermant  chacune  n 4- 1 termes. 
C'estaiuai  quÀrbogast  forme  ce  genre  d'équations  (i)u  calcul  des  dé.  Mations , p.  i8j). 
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se  représenter  sous  la  forme 

Ta'  -f-  T a‘~'  -f-  etc.,  si  C = o, 

T -f-  T'a~'  -f-  etc. , si  A = o , on  B’  =z  o , 

T a~'  -j-  T'a  * 1 *4*  etc.  j si  B ^ 05. 

on  posera  en  général 

É_-1±4ÎY  = 7V' 4-  Toi1’-'  4-  rv'-’  4.  7,"V'-3  4-  etc. , 

p,  pouvant  être  1,  o ou  — r , et  les  cocfficiens  T,  T,  T\  etc.,  conte- 
nant, avec  les  lettres  A , JS,  B',  C‘,  la  variable  t : alors  l’expression 
de  y,,  prendra  la  forme 

y,  , = Taar^‘  4-  VaaT^’-'  + 4.  T"aax+>“-i  4.  etc.  ; 

et  changeant  successivement  les  constantes  « et  s en  i et  (3,  en  c 
et  y,  etc.,  on  aura  aussi 

yx , _ rip^1 4-  Tb/ar**-'  + ribpr+i“-7  + r'W+l“~3  -t-  ce. , 
y‘,z='  Tc/+>“  4-  T’c/+ 4-  T'cyI+l‘,-%  4-  4-  etc., 

etc. 

Ces  diverses  valeurs  satisfaisant  en  particulier  h l’équation  proposée, 
qui  n’est  que  du  premier  degré , leur  somme  y satisfera  pareillement , 
et  l’on  pourra  prendre 

yx  , = T (nx^‘  4 b'-*1'  + oy^‘  + etc.) 

4.  T'{a**+f‘'-'  4-  i/3’ 4-  cyx^’-'  4-  etc.) 

4-  4-  ’ 4-  c/4*"-1  4-  etc.) 

4-  T"(aax+I“~:>  + 3 4-  <7*+'rf_^4-  etc.) 

etc. 

Chacune  des  lignes  de  celte  expression ,,  qui  contient  un  nombre  indé- 
fini de  constantes  arbitraires,  peut  être  remplacée  par  une  fonction 
arbitraire  de  l’exposant  variable  dont  ses  termes  sont  afi’eclés ; et  Ion 
obtient  alors 

Jx  , = Tfix+fU)  -+-  T'rtx+fJLt—  1)+  T’tyx+pt  — a)  -h  etc. , 

eu  désignant  par  $ cette  fonction  arbitraire. 
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Pour  se  convaincre  «1e  ta  possibilité  de  substituer  une  fonction  arbi- 
traire à la  place  des  séries 

a*r~'u  -f-  bp*»'  + cyI+>“  + etc. , 

a*’*?'-'  4.  bp-*'-'  4-  cy+l"-'  4-  etc., 
axx+*<-»  + ip+v-**  4.  ry +!'•->  etc. , 

etc. , 

il  suffit  d'observer  que  l’expression  de^,  , ne  satisfait  à l'équation  pro- 
posée, indépendamment  de  toute  valeur  particulière  des  quantités  <*, 
j3,  y,  etc.,  que  parce  que  les  termes  où  ces  quantités  se  trouvent 
affectées  des  mêmes  exposaus  , après  la  substitution  des  valeurs  dey» , 
^',i+u  7«+i,r)/«+  sc  détruisent  mutuellement,  d'après  la  forme 
des  cocfliciens  T,  F,  T",  etc.;  car  il  est  visible  que  ces  conditions 
seront  également  remplies  par  la  fonction  p , puisque  les  termes  affec- 
tés des  mêmes  exposans,  dans  le  premier  cas,  se  trouveront  multipliés 
par  une  même  fonction , dans  le  second,  et  sc  détruiront  de  même , in- 
dépendamment de  la  forme  de  cette  fonction. 

Quand  on  a f=o,  l’expression  dey,,  devient  d’abord 

y,,.  — Tp{x)  4-  T’p(.r-i)  -(-  F‘p(x — a)  4-  Fnp(x—&)  4-  etc. , 

et  sc  réduit  à y,t%  = p(x),  parce  que,  dans  ce  cas, 

F = I,  r= o,  F’—  O,  F"=  o,  etc., 

d’où  l'on  voit  que  p(x)  n’est  autre  que  la  valeur  de  r», , , lorsqu'on  y 
fait  l = o;  que  l'on  doit  avoir  en  général  f(*4i“f)  =/,+iUn,>  et  que 
par  conséquent 

ï*,<  — -I-  B 4-  F'jx+tti_^o  4-  etc. 

Les  quantités. yx+ftl_,t0,  y,+/tl_i0,  etc.,  ne  sont  autre  chose 
que  les  termespris  à partir  de  l'indice  x-+-/ui,  et  en  revenant  vers  l’in- 
dice o,  dans  la  première  ligne  de  la  table  à double  entrée,  corres- 
pondante à l’équation  proposée.  Il  suit  de  là  que  la  détermination  de 
la  fonction  arbitraire  suppose  que  l’on  connaisse  tous  les  termes  qui 
forment  celte  première  ligne,  et  qu’il  faut  même  pouvoir  la  continuer 
en  arrière,  c'est-à-dire  l’étendre  aux  indices  négatifs  — i,  — a,  — 3,  etc.  » 
La  valeur  dey».,  se  trouvera  formée  ainsi  d’un  nombre  infini  de  termes; 
tuais  elle  u'eu  contiendrait  qu'un  nombre  fini,  si  tous  ceux  qui  répondent 
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aux  indices  négatifs  devenaient  nuis,  comme  cela  arrive  dans  quelques 
séries-,  et  l’on  aurait  seulement 

J1%t  = + T>+"y0'  o. 

La  même  expression  se  terminerait  encore  si  l'on  avait  II'—  o,  ou 
C = 0;  car  dans  l’un  et  l'autre  cas,  le  développement  de  la  quantité 

^ n’aura  qu’un  nombre  t -f-  i de  termes,  taul  que  t sera 
un  nombre  entier  positif. 

108Ü.  Prenons  pour  exemple  la  série  récurrente  double 


». 

». 

1,. 

»,  », 

I 

0, 

2, 

3,  4, 

5. 

°, 

I, 

5,  G, 

10 

0, 

O, 

o. 

»,  4, 

io 

o, 

0, 

o,  1, 

5. 

o, 

etc. , 

0, 

o,  o, 

1 . 

dont  chaque  terme  se  forme  en  prenant  la  somme  de  celui  qui  le  pré- 
cède  dans  la  ligne  où  il  se  trouve  placé,  et  de  celui  qui  précède  ce 
dernier  dans  la  colonne:  le  terme  io,  par  exemple,  placé  à la  troi- 
sième ligne,  dans  la  sixième  colonne,  est  égal  à 6,  qui  le  précède, 
plus  à 4 > qui  se  trouve  au-dessus  de  6.  Cette  propriété  donne  évi- 
demment l’équation 


en  la  rapportant  à l'équation  dont  nous  nous  sommes  occupés  dans  le 
numéro  précédent,  nous  aurons 


C'  = l,  B'  — —t,  B — o,  J = 


• » / -f-  ) 1 , 

la  quantité  — W^-TT»)  “eveilant  yi.  ,ÿ>  nous  donnera  la  série  iuünie 

*-  + i a—'  + + li‘+0(‘+»)ft-.-34,  elc. . 

I 1.2  1.2.3  ' 9 


et  comparant  cette  série  avec  la  série  correspondante  du  numéro  cité, 
il  eu  résultera 
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A*=— i,  r=i,  T = i,  r'-'iÉtil,-  etc., 

valeurs  qui  changent  eu 

,7*,<  = + - 7r-r_>,.  4-  ./*—«—*,•  4-  etc., 

la  formule  generale  de  ce  numéro. 

Faisons  à présent  a?=o,  pour  avoir 

?...  = j-.,.  4-  7 j—,,.  + s—*.'  4- etc.  ; 

et  en  observant  que  tous  les  termes  de  la  première  colonne  de  la  sé- 
rie proposée  sont  nuis,  à l'exception  du  premier,  nous  en  conclurons 
que  l’expression  de  jr,t,  doit  être  nulle  pour  toutes  les  valeurs  entières 
et  positives  de  t,  condition  de  laquelle  il  résulte 

= o,  = o,. ..  =o, 


s désignant  un  nombre  entier  positif.  La  série  qui  exprime  devient 
donc  finie  pour  le  cas  qui  nous  occupe  ; et  nous  aurons  seulement 


J’ 


— y _1_.  y I.  *(*+  0 y 

— J i | J *— i— 1,«  “ --  y* 


, (*— 0 „ . 

^ r.a ...(*—<) 


mais  comme  tous  les  termes  de  la  première  ligne  de  la  série  proposée 
sont  égaux  à l'unité,  nous  pourrons  écrire 


<0  4-  i) 

i . a 


t(t  + ■)....  (r— i) 
î . a ....  (,x — i)  * 


et, 


en  sommant  le  second  membre, 


t(t  -f-Q(t  -t- a)(t -t-5). . . .t 
i.a.3. . . ,(x  — t-4-i) 


Nous  ferons  remarquer  que  les  nombres  significatifs  de  la  table  pré- 
cédente forment  le  triangle  arithmétique  de  Pascal,  dans  lequel  chaque 
colonne  donne  les  coefliciens  numériques  des  termes  de  la  puissance 
du  binôme  ayant  pour  exposant  le  nombre  qui  marque  le  rang  de  la 
colonne,  diminué  de  l’unité. 
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*087.  Discutons  en  particulier  les  cas  où  l’on  a C'= o,  ou  bleu  2?'=o, 
et  dans  lesquels  l’expression  de^,,,  s’arrête  (io85). 
i°.  Lorsque  C =0 , l'équation  proposée  devient 


AX’,<  + •#)*+.,.  4-  = o; 

et  si,  pour  abréger,  on  fait  — ^ =p  , ~ = <7,  on  trouvera 

développant  et  comparant  à la  série  générale,  on  obtiendra 

= T=P\  T = *-?<,,  T'z=«L^lpy,  etc., 
d'où  l’on  déduira 

?',• = p'  + 7 4- î— - qy, 4-  etc.). 

Cette  expression,  évidemment  finie  lorsque  t est  un  nombre  entier 
positif,  ne  contient  que  des  termes  de  la  forme  y,t%>  s désignant  un 
nombre  entier  positif. 

a*.  Lorsque  Z?’ =0,  l’équation  proposée,  réduite  à 


donne 


AJs.,  4-  bj  »+•,»  4-  Cj  — ® y 


R A 

en  faisant  — ~c~  P > ^ = <7  ; et  l‘iant  ^e  1*  k*  VJdeurs  des  lettres 

/tt,  T,  T",  T",  etc.,  nous  arriverons  à 

y.,.  — p'  (r».. 4- 7 qr.-.,.  4-  qy,~,..  + etc.). 


expression  qui  demeure  finie  tant  que  t est  un  nombre  entier  positif, 
mais  qui  Tenferme  un  nombre  limité  de  termes  de  la  forme  y__, , , 
lorsque  t > x\  il  ne  suffit  donc  pas  , dans  ce  cas,  comme  pour  le  précé- 
dent, de  connaître  tous  les  termes  de  la  première  ligne  de  la  série  pro- 
posée, correspondans  à des  indices  positifs,  il  faut  encore  pouvoir  pro- 
longer cette  ligne  en  arrière , pour  obtenir  ceux  qui  répondent  aux  indices 
négatifs , savoir, 

5. 
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Si  pourtant  on  ne  connaissait  pas  immédiatement  ces  derniers  termes, 
on  pourrait  les  déduire  de  ceux  de  la  première  colonne,  ainsi  qu  il  suit. 
On  prendrait  x=o,  et  donnant  successivement  à l les  valeurs  i , a, 
3,  etc.,  on  aurait 

J-.i  = P (/•.»  + q 7—,.)» 

y.*  — .•  + qy— ,•)> 

7.,3  = />’  + 75J-j,o)» 


J'.,.  = + 7ÎT-I..  + ^77— ?*/-».•  + clc)> 

d'où  l’on  tirerait 

i 

qj—  — p^*'* 

?!/—».•  = p /v 

- i 3 .3 

— -,  J..,  -f  - J.,, 

l s , sis — l) 

q’j-i,.  = -pj.;.  — +■  7^=;  J...—  — etc. 

L’analogie  de  ces  expressions  avec  les  formules  des  différences  suc- 
cessives (883)  est  frappante;  et  si  on  représente  par 

Y,  r„  r„  Y,, Y,, 

les  termes  de  la  série 


• i i 

7«.»>  ÿi-Ts,*» 


•q.J’,^ 


et  par 


ceux  de  la  série 


Y,  y,  Y\  Y",  etc.. 


n-Yo.st  =j  7»,Jl 


etc. 


pS’,>7  p*-/».*> 

on  aura,  par  ce  qui  précède, 

r_.  = Y — Y = A Y, 

Y _ — Y’  — uY  ■+■  Y = a ‘Y, 

Y_,  = Y " — 3 Y1  + 3 Y — Y = A1  Y, 

etc. , 
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j...  = pr  {y. +':  r—  + r-, 

+ n-+e'C^ 
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en  observant  de  remplacer  dans  la  série  du  second  membre,  les  termes 
affectés  d'indices  négatifs,  par  des  différences  dont  l’exposant  soit  égal  à 
cet  indice,  c’est-à-dire  de  substituer  A’ U à Y_,. 

1088.  La  méthode  du  n“  io85  peut  s’appliquer  à toutes  les  équa- 
tions comprises  dans  la  formule  générale  du  n*  1084.  En  y faisant.. 
f,,,  = elle  devient 

A 4-  Ba.  + Ca‘ ■+-  Na*  } 

4”  JJ  fi  —f-  C’aB . . . .4-  N'  a.’~'B  f 

4-  C"l 3* ...  .4-  N"a-‘P'\  = o . . . (0 ; 

4-  iv«i 3*  } 

mais  celte  dernière  ne  pouvant  donner  en  général  la  valeur  de  /S  en  a 
que  par  une  série  infinie,  ne  fournira  non  plus,  pour  exprimer^,;, 
qu’une  série  infinie.  Il  s’offre,  a la  vérité,  un  assez  grand  nombre  de 
cas  particuliers,  dans  lesquels  on  peut  exprimer  d’une  manière  ra- 
tionnelle et  sans  dénominateur  complexe,  les  quantités  a,  et  jS,  par  le 
moyen  d’une  nouvelle  indéterminée  a>  : l’équation 

A 4*  ^ a 4-  Cet*  \ 

4—  B' B 4-  C&B  > :=  o , 

4-  C'B'  ) 

dérivée  de  l’équation  du  second  ordre 

■dj,,,  4-  By,+,,  4-  Cytyt'  1 

+ 4“  Cfs-t- 1.1+1?=  o, 

+ c>.,+.  > 

est  dans  un  de  ces  cas;  mais  au  lieu  de  nous  y arrêter,  nous  allons  ex- 
poser la  méthode  qui  convient  à tons  les  cas  en  général. 

Cette  méthode  est  fondée  sur  ce  que  l’expression  de^-Xil  ne  contient 
que  /S',  et  que  quand  resl>n,  il  est  toujours  possible,  au  moyen  de 
l’équation  (1),  d’exprimer  B‘  par  * et  par  les  puissances  de  B infé- 
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rieures  à /fi".  En  effet,  t étant  alors  de  la  forme  nui  ■+■  p , m désignant  no 
nombre  entier  quelconque,  et  p un  nombre  entier  moindre  que  n,  on 
pourra  écrire  /8‘ = (/S*)"^;  on  prendra  donc  la  valeur  de  /3*  dans 
l'équation  (1),  pour  l’élever  à la  puissance  m et  la  multiplier  ensuite 
par  {&,  puis,  toujours  avec  le  secours  de  l’équation  (1),  on  éliminera 
successivement  les  puissances  de  /3  égales  ou  supérieures  à /fi*.  On  con- 
çoit facilement  que  le  dernier  résultat  de  celte  operation  doit  être  de 
la  forme 

/S  •=  T + T'a  + Va*  + rV,...+  7™*' 

+ T„3+  7V.fi.-f  7TV\3....-f  T,*-'- >*—/3 
-f  T’.fi’-f  7V/S*+....-f  3-  • É 


+ T._, j8— -f 

les  coefficiens  71,  T'....  T,,  T’,,  etc. , étant  des  fonctions  rationnelle» 
de  t,  et  des  coefficiens  A , B , etc.,  de  lequation  (i)„ 

On  obtiendra  d’abord  une  valeur  particulière  de/’,  , , en  multipliant 
cette  expression  de  /fi'  par  aa’ ; et  changeant  les  constantes  arbitraires 
a et  a,  ainsi  qu’o%l’a  fait  dans  le  n*  io85,  on  formera  une  suite  de- 
valeurs  particulières  de  jy, , dont  la  somme  satisfera  encore  à l'équa-t 
tion  proposée,  parce  qu'elle  est  du  premier  degré;  enfin,  les  considé- 
rations du  numéro  cite  étant  applicables  au  cas  actuel , permettront  de 
changer  en 


T f(*-f,),  V[(x  + a), 

les  termes  de  la  première  ligne. 

etc. , 

7V,  Ta’*',  T'a’*', 

en 

etc., 

T,(t(x),  T,  f,(x+i),  r'.ffx-fa), 

les  termes  de  la  seconde  ligne. 

etc.,, 

7>'/3,  T\a’+‘ fi,  T',a’+'P, 

etc. , 

etc.. 

çn  désignant  par  f(x),  f.(x),  f»(x) , etc.,  des  fonctions  arbitraires  de.r. 

indépendantes  les  unes  des  autres.  Le  nombre  de  ces 
évidemment  égal  à n , car  la  dernière  ligne 

fonctions  sera 

T^a’P— 
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fournira  les  termes 

r(_15  . . .+  C+V,(^+(-H-0, 

et  l'on  aura  , 

.n,  =■  T({x)+r({x+^+Tlî(x+^)+T"'{{x^)...+T<-%X+t) 
-4-  TJk{x)+  r,f,(.r+,)+  r\f, (*+,)...+  77->f,(x-H-0 
+ 7’.f,(x)+  T',f,(ar-h i ) . . -H-  71 ,t,-,>f,(x+t— a) 


4-  7,(_,)f|_l(x) 4- 2^,-0  f— <(J>H — «4-0- 

éL.a  détermination  de  ces  fonctions  arbitraires  s’opère  au  moyen  des  n 
premières  ligne  de  la  table  de  la  page  45,  en  y changeant  u en  y et 
y en  t , c’est-à-dire  en  supposant,  que  l'on  connaisse  les  valeurs  do 


3 *.•.»  3*. • > 3*.*>’  • • \F*.n— i > 

quelle  que  soit  celle  de  x;  car  il  est  visible  que,  quand  on  fait  2=  o , 
= i,=2,...=x — i, l'expression  de  j8‘  devant  se  réduire  successivc- 


meut  à 1 , /3, 

P,  • • • /3- 

il  faut  alors 

que 

T = 1, 

r = 0, 

7-  = 0, 

•s 

0 

II 

e 

etc. 

y.=  «, 

r,=  0, 

r',=  0, 

7™,=  0, 

etc. 

t» 

etc.  r 

r.=  0, 

z*'.=  0, 

r\=  0, 

etc. 

et  que  l’expression  générale  de  y,  , donne  par  conséquent 

y,.  = ((x),  y,.,  = f,(x),  y.,t  = f.(x),  etc., 


d'où  l'on  conclura 


/»,.  = Ty,  . 4-  . 4-  T"y,+,  . 4-  T"yr+iï-  • • •4" 

4-  T,y,  k 4-  T* ,.?■*+,, ,4-  T",y,+,\. . . .4-  7^ 

4-  î\y*,»4*  7” <y *+1  .*•  • • -4“ 


4-  T._,y,-n_ 4- 


J089.  On  peut  aussi  parvenir  à déterminer  y,  ; par  la  connaissance 
des  m premières  lignes  et  des  n — m premières  colonnes  delà  table  des 
valeurs  d e /,,,  c’est-à-dire  lorsque  celles  de 
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/*,*>  /*,i  i vT*,»— >» 

seront  données  aussi  bien  que  celles  de 

X°,‘t  ■?*.'> *J  a— «i— i.i* 

En  faisant  toujours  j-,_,  = aa.Tl 3',  ce  qui  conduit  à l’équation  (i),  on 
peut  tirer  de  cette  dernière  la  valeur  du  produit  au  lieu  de 

celle  de  /3",  pour  la  substituer  dans  l’expression’  aT/3',  décomposée  en 
(a.m-m^îmyol.,|2>,,  afin  d’en  éliminer  tous  les  termes  affectés  du  produit 
ou  des  puissances  de  ce  produit,  et  qu’il  n’y  reste  plus  par 
conséquent  que  des  ternies  dans  lesquels  les  exposansde  a.  soient  moindres 
que  n — ni,  lorsque  celui  de  j3  égale  ou  surpasse  m,  et  des  termes  ou 
l’exposant  de  a égalant  ou  surpassant  n — m,  celui  de  /3  soit  toujours 
moindre  que  m.  Il  est  facile  de  voir  que  celte  équation  doit  donner 
un  résultat  de  la  forme 


<t*p=F 

+r* 

+F'cl‘ 

• +r,t 3 

+*"V/3 

..+Fr,_'v— •/ s 

4-^.0* 

+r\*i 3* 

2‘ 

. 3* 

+rj 3- 

+V"  tt'p 

..+K  v~ -/s- 

. +^+./3- 

+y *+.Pm+‘~i-F' 'a— -/g--* 



dans  laquelle  la  somme  des  exposans  des  lettres  a cl  (i  ne  peut  sur- 
passer x + t,  et  où  les  lettres  F,  V,  etc.,  V ,,  Vx,  etc.,  désignent 
des  fonctions  rationnelles  de  t et  des  coefiicicns  de  l’équation  (i). 

11  suit  de  la  théorie  des  fonctions  symétriques  des  racines  des  équa- 
tions, que  les  différons  termes  de  l’expression  précédente  sont  abso- 
lument irréductibles,  parce  que  le  terme  a."-'") 3“  ne  s’y  trouvant  plus, 
toutes  les  autres  puissances  et  produits  des  lettres  œ et  (3  renferment 
nécessairement  des  quantités  irrationnelles  distinctes  et  irréductibles 
enlr’clles.  Si  donc  on  substitue,  dans  l’équation  proposée  aux  différences, 
la  valeur  deyx.<\  déduite  de  cette  expression,  il  faudra  que  tous  les 
termes  affectés  des  mêmes  puissances  de  a.  et  de  3 se  détruisent  sé- 
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parement,  ce  qui  arriverait  encore  si  l'on  remplaçait  chaque  produit 
de  la  forme  par  une  fonction  quelconque  de  r et  de  s.  Au  moyeu 
de  cette  remarque,  nous  obtiendrons,  pour  la  valeur  complète  de/,  „ 
l’expression 

J.f  = y f(o,o)  4 V’  f(i,o)  4 y"  f(2,o)  4 *""f(3,o).  • . . 
+ //(I+l)f(.r4',o) 

4-  y.KM  4-  4-  y AM  4 *"".f(3,.).  . . . 

4-  ^r,_°f(x4t-i,i) 

4-  y sm  4-  4 y jm  4-  y" jm-  • . 

4-  y?+'~"{(x+t-2,2) 

4-  y^  f(o,»0  +ym  f(i ,m)  4-  ym  f(a ,m).o.  . : 

+ y m “ °f(n— m— i,m) 

4-  ^ »+if(o,/n40  4- ^r,n+if('>"'4>)  4 ^'"«+1f(a,7n40- • • 

4 yl\"  ’T(«— m—  I,ni4i) 

4 y .+.f(o,»H-i) 4 ^»+.f(','»42)  4 y'm+Ji*,™ 42)-  • • • 

4 f JM— I^j»4a) 


4 ^r+.f(o>-*40- 


Il  nous  reste  à déterminer  la  fonction  f,  ce  que  nous  effectuerons 
en  faisant  successivement 


< = o,  — i y — a,  = 3, = m — i , 

puis 

x — o y =i,  = a,  = 3, = n — m — i, 


indices  qui  répondent  aux  valeurs  données  de nous  connaîtrons 
pour  chacune  de  ces  hypothèses  les  coefficiens  y,  y,  etc. , en  exa- 
minant ce  que  devient  alors  le  produit  a.‘(L‘.  Lorsque  t=o,  ce  pro- 
duit se  réduisant  à a',  il  ‘ne  doit  rester  dans  son  développement  que 
le  seul  terme  yMa*  ; l’on  doit  donc  avoir  yi-’)z=  i , et  tous  les  autres 
coefficiens  deviennent  nécessairement  nuis  dans  cette  hypothèse. 

Quand  x=i,  il  vient  y, a fi',  ce  qui  donne  y,  — i,  et  les  autres 
coefficiens  nuis. 

En  général,  lorsque  a:  = n — m — i,  on  a 


y,  *— ■ 


’/3',  > = 


et  tous  les  autres  coefficiens  nuis. 
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F.n  établissant  les  mêmes  hypothèses,  et  leurs  conséquences,  dans 
l’expression  générale  de/,,,,  on  reconnaît  que 

/«,„  = ffao) , /,.,  = f(x,i), . . . = f(x,m—  1) , 

quel  que  soit  x,  et  ensuite  que 
« 

/.,,  = f(o,<) , /,.,  = f(i,<),. . ./._»_V  = f(ri — m — I,jr), 

quel  que  soit  t. 

Ou  aura  par  ce  moyeu 


/,.,  = V 4-  r /,.;  + ^'/.,;  4-  ^"'/St. 
+ y,  J..,  4-  4-  4-  F'", y,,. 


1 I ^ i 1.4 


+ F.y.,>  4 F'.r,.>  + . 4-  ^"'./3, 


• « 

« « • “f*  ^ 

P'**-— Y 

• J *4-»— *,* 

4- 

F„  /.,» 

4 

y ' r 

r « J 1,» 

4- 

v\ 

y • 

,*  1 

4 

-w  — 1, 

m 

4- 

4- 

r «14*»  J 1 ,l»t4  l 

, 4- 

^ ■4l/ll*41  • . • 

• « 

4- 

c. — ) 
r HI4-I  J m- 

■m — 1 , 

«4-1 

4- 

4- 

y "»4«k7  (,*41 

t + 

F\„r.,.„  . . . 

• « 

4 

— 0 

"»4-a  y*- 

-a» — 1 , 

4- 

• • • 

1090.  Le  moyen  que  nous  avons  indiqué  dans  le  n*  1088,  pour 
obtenir  1 expression  de  /3',  peut  suffire  potfr  chaque  cas  particulier; 
mais  cependant  il  ne  sera  pas  inutile  d’en  exposer  un  autre  d’après 
lequel  on  puisse  construire  des  formules  générales;  pour  cela  prenons 

&>=A  + A,&  + A,t3‘....+  A.~,p-'  (a), 


A,  A,,. . . .A,_,f  désignant  des  polynômes  en  a,  le  premier  du  degré  t, 
le  second  du  degré* — 1 , et  ainsi  de  suite,  jusqu’à  y,_,,dans  lequel®  ne 
doit  mouler  qu’au  degré  < — «4-1.  Représentons  par  jô',  /3'',  /3"';  etc.. 
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les  diverses  racines  de  l'équation  (i);  nous  aurons  les  suivantes) 

P"  = A 4-  A JP  + A JP'  + A 

P"'  =A  + A, fi"  + A JP"  + Ay S"\ . .+  A._,t 3"—, 

etc. , 

dont  le  nombre  sera  suffisant  pour  déterminer  les  polynômes^,  A,, 
A,,  etc. .-  il  ne  restera  plus  qu’à  mettre  pour  P',  P",  etc»,  leurs  expres- 
sions en  a.;  mais  l’équation  (a)  devant  être  identique,  indépendamment 
d’aucune  valeur  particulière  de  a,  il  suffira  d’y  substituer  pour  p une 
expression  en  série  ascendante  suivant  les  puissances  de  a;  et  par  con- 
séquent on  n’aura  qu’à  chercher  par  de  pareilles  séries  les  valeurs  des 
racines  p',  P'',  etc.,  pour  les  substituer  dans  les  valeurs  de  A,  A , , 
A.,  etc.,  en  observant  de  les  pousser  jusqu'à  la  puissance  l de  a.  dans  le 
premier  polynôme  A,  à la  puissance  / — i dans  A,,  et  ainsi  de  suite,  jus- 
qu’à A,_, , où  l’on  pourra  s'arrêter  à la  puissance  l — n-j- ■ de  a. 

Il  n’est  besoin  de  déterminer  par  celle  méthode  que  le  premier  terme 
de  chacun  des  polynômes  A,  A, , A,,  etc.,  parce  qu’on  peut  trouver  la 
relation  que  les  autres  ont  entr'eux,  à l’aide  delà  différentiation  relative 
à a,  comme  dans  le  n’g/j.  L’équation  (a)  doune  successivement 

, t\p  = 1 {A  -4-  A, P A%P‘. . . A,^,P"~'}, 

à. 4 + &A.4,  -f-  -f-  etc,  -f-  (.4,  -t-  1 4, fi  -f-  -f-  elc.)d£  _ 

ré  ,A  -4-  AA  *4“  Ajh'  "4"  etc*  ’ 

on  éliminera  de  cette  dernière  d/3,  à l’aide  delà  différentielle  immé- 
diate de  l’équation  (i);  on  fera  disparattre  les  dénominateurs  du  résultat, 
que  l’on  ordonnera  par  rapport  aux  puissances  de  P et  de  «,  puis  on 
en  chassera  , au  moyen  de  l'équation  (i),  les  puissances  de  P,  dont 
l’exposant  est  égal  an  ou  surpasse  ce  nombre;  et  égalant  ensuite  à zéro 
les  coefliciens  de  chaque  puissance  de  P,  on  aura  n — i équations  dif- 
férentielles du  premier  ordre,  entre  * et  les  polynômes  A,  A,,  A, , etc. 
Ces  polynômes  étant  mis  sous  la  forme 

A — T + Ta.  + T'a.'  -4-  T"*3 -f-  7’«a', 

A,=z  T,+  T\ct+  TV + rT°a~, 

A.=  7’.+ 'TV + 7r,a-., 

etc., 

on  en  prendra  les  différentielles  par  rapporta  a,  pour  les  substituer  dans 
les  équations  différentielles  dont  on  vient  de  parler;  et  la  comparaison 
5.  36 
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des  termes  affectes  des  mêmes  puissances  de  a,,  fera  connaître  les  rela- 
tions qu’ont  enlr’eux  les  coefficiens  T,  T'f  T",...  T,,  7’’, , etc. 

Il  ne  sera  pas  difficile  de  trouver,  d’après  ces  indications , des  mé- 
thodes applicables  à la  détermination  des  coefficiens  Vy  y,  V”,. . . Vly 
y, , etc. , du  numéro  précéd.  Si  l’on  prend  la  différentielle  du  logarithme 
de  chaque  membre  de  l’équation  aSp^V+clc.  de  ce  numéro,  que  l'on 
chasse  d$  du  résultat,  au  moyen  de  l'équation  (t)  différentiée , enfin , 
qu’on  élimine  le  produit  et  ses  puissances,  on  obtiendra  une  der- 

nière équation  , dont  chaque  terme,  égalé  séparément  à zéro,  fera  con- 
naître les  relations  des  coefficiens  y, y1,  v'y...ylt  y,,  etc. 

ioqi.  Nous  allons  parcourir  les  diverses  remarques  que  Lagrange  a 
faites  sur  les  méthodes  précédentes,  dont  il  a enrichi  l’Analyse.  Il  est 
d’abord  évident  que  l’on  peut  obtenir  pour/,,,,  autant  d'expressions  dif- 
férentes qu’il  y a de  termes,  dans  la  dernière  colonne  de  l’équation 
proposée  aux  différences,  en  éliminant  successivement  du  développe- 
ment de  &’/%',  chacun  des  produits  en  « et  j3,  qui  affectent  la  dernière 
colonne  de  l’équation  (i). 

Lorsque  celte  équation  peut  se  décomposer  en  facteurs  rationnels , 
on  les  considère  séparément,  pour  arrivera  l’expression  de  /,,,  qu’ils 
donnent  chacun  en  particulier,  expressions  qui  sont  autant  de  valeurs  par- 
ticulières de/,,,  et  dont  la  somme  fournit  la  valeur  complète  cherchée. 

Pour  éclaircir  ce  fait  analytique,  supposons  que  l’équation  (i)  soit  le 
produit  de  deux  facteurs  rationnels,  l'un  du  degré  p , l'autre  du  degré  <j; 
nous  allons  montrer  qu’en  désignant  par 

si x -f*  ü.ûl  -j-  é7,ct®. ...  A A % -1-  Byet  -f-  C%o.% % ... 

+ B >&+  C . . . > = o , + B'J3  -f-  C ,ap. . . .>  = or 

4-  + C"., 3*....) 

ces  facteurs,  l'équation  proposée  aux  différences  sera  satisfaite  séparé- 
ment par  les  deux  équations 

^i/ », ' f B x y .+n  I G t • • . • . .-f— AT i / *+p, i 

~\-B' 

i/*,<+ 1 I y i / ,-^i  ,f^.i  • • • * I B \ — 1 1 

+C",jr,',+% etc. 

■'f./,,.-M?«/,-n,,  +C,/*+.,. 

,•4-»  -f-Lv,/,_w  ,r+i  • • • « « +G'./A r_v+,  S = o, 

+£"./,,.+ etc.  ) 

l’une  de  l’ordre  p et  l’autre  de  l’ordre  et  que  par  conséquent  si  l’on 
représente  par/',,,  la  valeur  complète  tirée  de  la  première,  et  pa r 
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celle  que  donne  la  seconde,  on  aura/,,  =/',,t  -K/’',,,.  Celle  dernière 
expression  sera  complèle,  car  elle  renfermera  p-j~q  fondions  arbi- 
traires, savoir,  p provenant  de  la  valeur  de/',,,,  et  q delà  valeur  de/",  ,. 

Cherchons  d’abord  quelle  doit  être  1 équation  de  l’ordre  p qui  satis- 
fait à l’équation  proposée.  En  représentant  la  première  par 

a/"*,!  ■+■  •.•••••+  V'r+è.* 

4-  b/,iH_,  ■+•  c'y,  -ft,l<ft  • • • * 4-  My.+r-  1,1+1 
4-  c"f.  ,«4-«  • • • • • + 

4 " 

et  faisant  successivement  varier  x et  t,  pour  obtenir  ses  consécutives, 
nous  en  déduirons 

«• 4-  b/,+1.,  + c/,+J,;  + etc.  j 

4-  b>w,,,+l  + c'y,+,_,+,  > = o, 

4-  c"js+,,<+.  ’ 

aJ‘*,'+ 1 -f  b/ 

t+M'f»  4-  c/,+v+,  -f-  etc. 

4 b/  *,»4-*  4-  c 'y.+,  ;4>» 

4 


» r*+*;> 

4- 

1>JV 4-J.Ï 

4- 

etc. 

4 

*+i,i+i 

4 

4- 

etc. 

4 

«y 

4 

^ *4  • »+» 

4- 

etc. 

4- 

etc. ;• 

maintenant  si  nous  multiplions  respectivement  chacune  de  ces  équations 
par  les  coefficicns  indéterminés  Pf  Q,  Q ',  /?,  /{',  R',  etc.,  que  nous 
ajoutions  les  résultats,  nous  aurons 

*JPy.,rH  bP+aQ  >•«+.’.+  icP  4- bQ  -f-a/î  ]y,+,,,  +etc.  J 

4-(b'/’-f-aQ'}7'*,n.i-l-(c'^,+b'Q-+-bÔ'4-aiî')f,+,  1+,  (i=o; 

, 4 (c"P-f-b'Q'+a/i")r,,+.  ) 

comparant  cette  somme  avec  la  proposée,  nous  trouverons 

uPz=A,  bP+aQ=B,  cP  + hQ+aR  — C,  etc., 

bT+aQ'=  R,  c'P+b'Q-b-  bQ'-j-  a R1  = C, 

c"P-\-  b'Q'-f-  a/î"  es  C", 


r *■ 
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équations  qui  sont  précisément  celles  que  l'on  obtiendrait  en  multipliant 
l'un  par  l'autre  les  facteurs 

a -f-  ha  -j-  ca*  -f-  clc- 

4-  b'j3-f-  c'tt/S 
+ c"/3* 

P 4-  Q*+  Ra'-\-  etc. 

+ ÇP+R'ap 

-f-ZT/s* 

et  en  comparant  le  produit  avec  l’équation  (i). 

11  est  facile  de  poursuivre  le  calcul  que  nous  venons  d'indiqner,  de 
le  débarrasser  même  de  toute  induction;  enfin,  de  voir  qu’ou  en  peut 
faire  un  semblable  sur  les  équations  aux  différences  contenant  deux  va- 
riables, et  aussi  sur  les  équations  différentielles.  Il  en  résulte  bien  évi- 
demment que  l’équation  aux  différences , correspondante  à chacun  des 
facteurs  de  l'équation  (i),  satisfait  à la  proposée. 

Lors  donc  qu'on  aura  décomposé  l'équation  (1)  en  deux  facteurs, 
l'un  du  degré  p,  l’autre  du  degré  <7,  et  qu’on  sera  parvenu  aux  expres- 
sions complètes  de  , et  de  7-", ,,  on  en  déterminera  les  fonctions 
arbitraires  en  supposant  données  les  valeurs 

f,,.,  etc-,  etc., 

J\.,  f,,,  etc.,  etc. 

Pour  passer  ensuite  de  ces  valeurs  à celles  de 

J*,.»  7*.t,  etc., 7-,.,,  etc., 

il  ne  s'agira  plus  que  de  combiner  les  équations  aux  différences  ent 
y, f',.,  y avec  l'équation  j,,  —f,,,  afin  d’en  tirer,  par  l'éli- 

mination, les  expressions  des  fonctions  jr*  et  7",., , au  moyen  de  la 
fonction  y,',  et  de  ses  différences  ou  de  ses  valeurs  consécutives. 

ioqq.  Si  l’équation  (1)  se.  décomposait  en  facteurs  qui  fussent  des 
puissances  parfaites  d'autres  facteurs, l’expression  de  y,,,  obtenue  d'après 
les  remarques  précédentes,  ne  serait  plus  complète.  Si  l’on  avait,  par 
exemple,  n™=o,  ce  qui  donnerait  m facteurs  égaux  à n = o,  on  ne 
déduirait  de  chacun  d'eux  que  la  même  équation  aux  différences,  et 
par  conséquent  que  la  même  intégrale;  mais  il  faut  observer  que  l’équa- 
tion aux  différences,  correspondante  à II"  =0 , admet,  outre  la  solution 


t 
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yMi,  — tt’jL' , les  suivantes, 

JT,.,  — xx’~ '(?>',  y,,,  — x(x  — 1 )a*_*/3',  etc. , 

ou  celles-ci, 

y,.,  — xa—'p,  y,,,  = xta*-'fjr-' , etc. , 
ou  enfin  celles-ci, 

= 0**0'—,  etc., 

qui  se  tirent  de  la  première,  en  prenant,  jusqu’à  l'ordre  m — 1 indu- 
sivement,  ses  différentielles,  soit  par  rapport  à a,  soit  par  rapport  à â,  et 
en  l’aisaut  même  succéder  ces  différentiations  les  unes  aux  autres  dans 
tel  ordre  qu’on  voudra.  Ccci  est  fondé  sur  des  raisonnemens  analogues 
à ceux  du  n°  606,  d’après  lesquels  on  substitue,  au  lieu  des  valeurs 
de  a.  ou  de  /3,  qui  0>nt  égales,  d’autres  valeurs  très-peu  différentes 
entr’elles. 

Connaissant  un  nombre  m de  vfieurs  particulières  dey,,,  on  en 
aura  une  plus  générale  en  prenant  la  somme  des  produits  de  ces  valeurs 
par  des  constantes  arbitraires  différentes,  et  il  viendra 

y,t,  = rtlT/3'  -f-  dxa-'-'fc  -f-  d'x(x  — -f-  etc.  ; 

mais  pour  arriver  à l’expression  complète,  il  faudra  substituer  aux 
produits 

ax’&',  a'a.*-'/}’,  3',  etc. , « 

des  fonctions 

f...,  J y'"*-,.,,  etc.  ; 

on  aura  ainsi 

y,.,  + *7",-, s 4-  x(x—  1 -f  etc. , 

en  observant  que  les  fonctions  y,,,,  y”,, ,,  y'"t, ,,  etc.,  doivent  satisfaire 
à l’équation  aux  différences  correspondante  à 17  =0.  Les  fonctions  ar- 
bitraires qui  entreront  dans  la  composition  de  celles-ci  seront  les  mêmes; 
mai»  en  passant  dans  les  valeurs  de  elles  prendront  chacune  un 
indice  particulier.  Pour  les  déterminer,  on  se  conduira  comme  dans 
le  n*  1089;  on  les  exprimera  d’abord  au  moyen  des  premières  valeurs 

y »>  y r, i>  etc.,  y», •>  y i,i>  etc., 

y,,,  «»c.,  y.,,  y„„  etc., 

etc.. 
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et  l'on  introduira  ensuite  les  valeurs 


fs,.,  fs.,,  etc.,  j0'„  j,,,,  etc., 

en  éliminant  les  premières,  à l’aide  de  la  relation  qui  existe  entre  les 
fonctions  jr,t,  etc.,  et  des  équations  en  etc., 

déduites  de  n = o. 

Nous  n’entrerons  pas  dans  de  plus  grands  détails  sur  celte  matière, 
qui  devient  très-compliquée;  ce  que  nous  avons  dit  suffit  pour  mettre 
sur  la  voie  les  lecteurs  intclligens  qui  auront  présentes  à l’esprit  les 
diverses  remarques  semées  dans  cet  ouvrage.  Nous  passerons  aussi 
sous  silence,  par  celle  raison,  la  théorie  des  équations  entre  plusieurs 
fonctions,  que  l’on  peut  traiter  à peu  près  comme  les  équations  diffé-? 
rentielles  du  n°  Gaa , ou  comme  les  équations  aux  différences  du 

n*  1064. 


1093.  On  parvient  à des  résultats  analogues  p#ur  les  équations  aux 
différences,  contenant  quatre  ou  un  plus  grand  nombre  de  variables, 
qui  répondeul  aux  séries  récurrentes  triples,  quadruples,  etc.  Pour  se 
former  l’idée  d’une  série  récurrente  triple,  par  exemple,  il  suffit  de 
concevoir  une  fonction  qui  varie  de  trois  manières  différentes,  ou  qui 
renferme  trois  variables  indépendantes  : une  semblable  série  se  dispo- 
serait naturellement  dans  les  cases  d’un  parallélépipède,  formerait  alors 
une  table  a triple  entrée;  et  si  l’on  en  désignait  le  terme  général  par 
fs,t,ui  l’une  des  arêtes  contiguës  à un  même  angle  du  parallélépipède, 
serait  la  bande  des  x,  l’autre  celle  des  t,  et  la  troisième  celle  des  u. 

Nous  nous  bornerous  à traiter  l’équation 

Jf.,.,.  4-  Br  4-  Or 4-  Df  ■*4-V4-l,“4-l  | 

4-  C/w.w  > = o, 

4“  B'f, r,r,.+.4-  J 


contenant  une  fonction  dépendante  de  trois  variables.  En  y faisant 
jr.t  l m = aaffî'y",  et  divisant  par  aa’fb'y',  après  la  substitution,  il  viendra 


s4  4"  Ba.  + é?aj3  -f-  Dctfiy  ) 

4-  B'\ 3-f-  Cay  ; = o 

+ B"y+  Cffy  J 


d’où  l’on  tirera 

y 


<4  -f*  4"  ^ ^ *4" 

B”- f-  Cm  + C”J+~D*is  ’ 


(•), 
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cl  l'on  aura  par  conséquent  dans  l’expression 


y 


A -f-  Bu  j B* fl  -f- 

jy+C*+  Cfi+D»fi)  * 


pour  la  fonction  cherchée,  une  valeur  contenant  trois  arbitraires  a,  a 
et  (3  ; mais  celte  valeur  n’est  encore  que  particulière;  et  si  l’on  donne 
à celle  de  y la  forme 

c+  £'+—+  — 

* * «s 

' — _ , c cT~  bÊ  » 

D+ T+J+Tfi 


en  divisant  par  a/3  son  numérateur  ainsi  que  son  dénominateur,  et 
qu’ensuite  on  en  développe  la  puissance  u,  en  série  ordonnée  par  rap- 
port aux  puissances  des  quantités  ^ ^ , on  obtiendra  un  résultat  de 
la  forme 


y = V + y I + P-É  + ri  + etc. 

+ *7  + + *"•£  + «to- 
rt- r.j.  + + etc. 

+ Vtjt  + etc. 

-J-  etc. 

11  n’entrera  dans  les  coefficiens  V,  V\. . . .Vx,  etc. , que  les  constantes 
A , B , etc.,  et  l’exposant  variable  u.  Par  la  substitution  de  celte  série, 

le  produit  *xfi'y‘  ne  contiendra  plus  que  des  termes  de  la  forme  — ; 

et  par  un  raisonnement  semblable  à celui  du  n°  1089,  on  se  convaincra 
que  ces  termes  peuvent  être  remplacés  par  d’autres  de  la  forme 

Vyi (r,s),  f désignant  une  fonction  arbitraire,  ce  qui  donnera 

f(^,0  +y  %x— 1,0  +F"  +F’"[{x-5,i)+clc. 

-f-  ?,(( x , t — a)  4-  y,({x — 1 ,t — a)-f-e  te . 

-\-V &x,t— 3)+etc. 

4-etc. 

Cette  expression  peut  se  traduire  en  une  autre  qui  ne  dépende  que 
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y*, t,o>  ' y r~ i,i,o»  y*~t, i,ù>  etc., 
y*,  i— if«>  y * — ■ ,u->  ,i  » y i—t  ,i—>  ,<>  > ®tc. , 

elc. , 

contenues  dans  une  table  à double  entrée,  qui  résulte  des  seules  va- 
riations de  x et  de  l , et  qui  formerait  une  des  faces  de  la  table  paral- 
lélépipède ou  à triple  entrée.  En  effet,  lorsque  u=o,  on  a ym=  i, 
d'où  on  conclut  F==  i , et  tous  les  autres  cocfficiens  sont  nuis  ; il 
vient  donc  y,  ,t0  = f(.r,  /);  puis,  suivant  à cet  égard  la  marche  tracée 
dans  les  n°‘  io85,  86  et  87,  on  obtient 


y,.,.,  = y y,,,..  + y y*-,.,.,  + y y + y" y, + etc. 

4-  y >y, y, y, y. y, etc. 

4-  y. y y .y, etc. 

4-  y >yx, i_j,.  4-etc. 

4-  etc., 

résultat  parfaitement  analogue  à celui  du  n*  io85,  étayant  aussi  l’incon- 
vénient de  s’étendre  à l’infini,  à moins  que  trois  des  quatre  quantités  B", 
C',  C,  D , ne  s’évanouissent,  ou  que  les  valeurs  dejrSi,>tt  relatives  aux 
indices  négatifs,  ne  soient  toutes  nulles.  On  pare  à cet  inconvénient  par 
le  moyen  d’une  méthode  absolument  semblable  à celle  du  n*  1088,  et 
sur  laquelle  nous  ne  saurions  nous  arrêter. 


1094.  La  méthode  que  nous  venons  d’exposer  suppose  que  les  coeffi- 
ciens  A , B , C,  etc. , de  l’équation  aux  différences  soient  conslans  ; 
M.  Laplace,  qui  le  premier  s’est  occupé  de  ce  genre  d’équations,  a 
donné  un  procédé  uu  peu  moins  simple,  mais  aussi  à l’aide  duquel 
on  peut  intégrer  une  classe  assez  étendue  d’équations  à cocfficiens  va- 
riables. 11  a fait  remarquer,  eu  premier  lieu,  que  l'équation 


fmt*  — ’ ^ xjJ  4-1,1-t  4-  V m,y 4-  y x.i y, -3  ,ul  • • • • 4-  y,,. 


dans  laquelle  les  deux  variables  indépendantes  décroissent  de  la  même 
manière,  peut  se  changer  en  une  autre,  où  l’on  n’a  plus  à considérer 
que  la  seule  variable  x.  En  effet,  si  l’on  prend  t = x — K , K étant  une 
constante,  et  que  l’on  mette  celte  valeur  dans  les  coefficiens  U x> ,,  ü1,,,, 
Wr,it  etc.  F,,,,  que  l’on  représentera  ensuite  par  Xx,  X',,  X',,  et  fFx) 
et  que  l’on  change  jxi  en  ux,  on  aura 


u,  x=  Xxiix_,  -J-  X'xux_,  -f-  X'jtx_  3.  . . .4”  & mi 
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l'intégrale  de  celte  nouvelle  équation  donnera  l’expression  de  y,,t  lors- 
qu’on y substituera  x — t au  lieu  de  K ; et  il  faudra  regarder  les  ar- 
bitraires comme  des  fonctions  de  x — t. 

iog5.  Lorsque  les  deux  variables  ne  décroissent  pas  de  la  même  ma- 
nière, les  fonctions  arbitraires  paraissent  devoir  être  affectées  du  signe 
d’intégration  S.  Si  l’on  a,  par  exemple, 

y j,i  — y 1 — 1 1»  " 1 y s— v— ( ? 

et  que  l’on  fasse  d’abord  yti,  = ((x),  il  en  résulte  y,^t,  s=  f(x — 1)  ; 
prenant  ensuite  < = 3,  l’équation  proposée  devient 

y x,\  — y*~‘  1*  y*— *,*  > 

et  donne/,,.— d’où  l’on  conclut  A,/,_,,  = f (x  — 1 ) , 
par  conséquent  A,/,,=f(x)  et  /,,,=  2 f(x)  : passants  <=3,  on  aura 

y*,t=y*->,i  +y*->.t,  ««  y,.*  —y,.^  = 2 f(x  — i) ; 

augmentant  l’indice  x de  l’unité,  il  viendra 

b.y,,  j = 2 f(x)  et  /,.,  — 2*f(x). 

Si  l'on  continue  ainsi,  on  obtiendra /,,,  = S'f(x),  formule  peu  com- 
mode , quoiqu’il  soit  possible  d’exprimer  le  second  membre  par  une 
suite  de  termes  affectés  d’un  seul  signe  d'intégration  (961). 

1096.  Considérons  à présent  l’cquation 

/»,»  ~ ^.y,-,.<  4*  -^'%y*-%, < 4-  rf'zy*- 4-  etc. 

+ -f-  + etc., 

qui  n’est  que  du  premier  ordre  par  rapport  à la  variable  t,  et  com- 
mençons par  nous  occuper  du  cas  particulier 

y.,,  = ^»/x_.,.  4-  B. y,.,-,  4-  <?.• 

Celte  équation  suppose  que  x et  t surpassent  l’unité.  Si  nous  faisons 
successivement  x=a,  x = 3,  nous  en  tirerons 

JK.  = 4-  4-  G (a), 

y — - ■<^i/»,r  4“  Bzjrs,_ , -+-  C, (ê)  ; 

puis,  en  éliminant  de  ces  dernières  les  termes/, et/,  , , nous  obtien- 
3.  » 57 
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dions  une  résultante  dans  laquelle  l'indice  relatif  ax  ne  sera  que  i ou  3. 
Pour  nous  procurer  un  nombre  suffisant  d'équations  , nous  changerons  t 
eu  t — i dans(£),  qui  devieedra  * 

Js,i- . = 43yK,_ i + B3y3t-,  4-  (J/)r 

chassons  maintenant  des  trois  équations  (<*),  (3),  {b'),  les  quantités 
y,,,  j, , comme  des  inconnues  distinctes;  pour  cela,  multiplions  res- 
pectivement par  a.  et  fi  les  équations  (a)  et  (4") , que  nous  ajouterons 
avec  (l>) , et  nous  aurons 

y3,=.(B3 — -JrfcB3y3,_,  -h*  C,-\- G+,®  C3 

+(J3—a.)y,t,  MaB.+&43)y, A,  J,., ; 

égalant  à zéro  les  coefficiens  dey,,  et  de  y.,M , nous  obtiendrons 
A3 — a=o,  ou  a.  — A3i  a.B,-\- ^A3  — o3  ou  )S  = — B„ 
d'où  il  résultera 


Js,. — ( B,+B3)  y3,*-i 


~\~B,B3y  3i,—,—A  j C, — ( i — B,)  C3 
—A.A, y,it 


o . . . . (3).- 


Si  l'on  désigne  par  $[t)  la  fonction  évidemment  arbitraire,  cette 
équation  pourra  être  traitée  comme  ne  renfermant  plus  que  la  seule 
variable  t,  puisque  les  indices  relatifs  à x sont  les  mêmes  dans  tous 
les  termes,  ou  que  tous  ces  termes  seraient  placés  sur  une  même  ligne 
horizontale,  dans  la  table  à double  entrée,  qui  représenterait  la  série 
proposée. 

Prenant  x = 4 > l’équation  proposée  donne 


Jtx  = 4fys,r  + B4y4,_,  ■+- c* (c); 

en  diminuant  l'indice  t de  i et  a successivement , ou  aura 

J*  >-<  — 4-  B4y4t,_,-\-  C4 (<?'), 

Jl.—c  = A4y3,_t  -f-  B4y4,_ j + C4 (c"); 


ks  équations  (e),  (c),  (c'}, combinées  avec  l’équation  (3),  fourniront  le 
moyen  d’éliminer  y3fl,  ys,,-,>  y>,,-,3  et  d’arriver  à une  équation  qui  ne 
contienne  plus  que  y4_, , y4th., , > et  la  fonction  arbitraire 
y,  ,.  Celte  équation  sera 

Jl,<  — C-b«4-^3+54)7«.,_,+  [B,B3+B!,B4+B3B4)yt„_, — B,B3B4y4 
— 4 — G( 1 — B, — B3-\~B,B3)  = o (4)  , 
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en  faisant,  pour  abréger, 

A^C,  + (i  — B,)C}  -J-  A.Azy,lt  — bi- 
passons encore  à x = 5;  nous  trouverons  successivement 

Jt.:  ==  *+•  Bt j’i  -f~  C%. ..  . (d)  , 

7s.*->  = A5jr4l_,  -f-  Bijs.,-,  -+-  ...(et), 

y s,«— • — AiXi,,- • "t*  b5js,,_,  -f-  C5....(<f'), 

7s.<— i — A5y4,_3  -f-  Bsj-5i_4  + Ci..;.(d"'), 

équations  qui  serviront  à éliminer  y4j, , , 7^,..,  de  lequt- 

tion  (4),  et  conduiront  à 

7's.<  — C-®.  ■+-  é?3  -f-  /?4 -f-  b5)^-5l_, 

(B .B 3-\~  B Ji 4 -f-  B.Bi-\-B3B4  -f- 
~(B.B3B4-{-  B,B3B3-\-  BtB4Bi  -f-  B3B4B3)jrs 
"f”  BtBiB4Biyi  ,_4 

— AiD4-Ci{  i-B%—Bi-B4+B,Bf+B,B4+BiB(- B.B3B4) 
en  faisant 

b4  = A,D,  + C4(«  - b.- b,  + b,b3). 

La  composition  de  ces  équations  est  facile  à saisir;  et  si  l’on  représente 
le  dernier  résultat  par 

i i .?  *,i— » C .y  r ,i— i ■ • -A-~T y x — o (-*-)  j 

les  coelKciens  3/,,  iV,,  P, b»,  y seront  formés  d’après  la  loi 

déjà  bien  évidente  de  ceux  que  nous  avons  calculés  précédemment.  On 
peut  aussi  les  déduire  successivement  les  uns  des  autres,  en  éliminant 

7*— i.i»  7*—  i.i— ij  7*— *•>-»>  7*— i,i— ij*  • • .etc. , 

entre  l’équation 

? r — i , i y» — i , i — i7* — i .r — ■ 'B i—t  y r_  i t — i • i • "~~bc„I— o(~c— - 1,1 , 

et  les  suivantes,  dont  le  nombre  doit  être  égal  à x — i, 

y*,*  = AtyJr_l'l  H-  ”1*  Cx  9 

y x , i — i — A.  .y  t — i,i—i  “f*  B xj  x,  ? — « “f*  Çii  — 

7,.<-,  = ^7*-,,,—  + BTjr,',_3  ■+■  C,, 


Digitized  by  Google 


aga  CHAP.  III.  INTÉGRATION 

et  en  comparant  la  résultante  avec  l’équation  (x);  car  on  trouvera 

M,  = 3fx_,  -4-  B, , 

N.  = iV,_,  + BJfx_„ 

P.  = 

. . ' 

Z>,  = AJ)X_,  -j-  C,(i — ■Mx_,4'-^*— ■ — Z5*^,  *f-etc.), 

équations  qui  ne  sont  que  du  premier  ordre,  et  qui  ne  renferment  que 
la  seule  variable  x. 

La  valeur  de  yMt, , tirée  de  l’équation  (x),  contiendra  un  nombre  x 
de  constantes  arbitraires,  qui  seront  surabondantes,  puisque  la  pro- 
posée n'étant  que  du  premier  ordre , ne  doit  avoir  dans  son  intégrale 
que  la  fonction  arbitraire  f(t),  introduite  pour^,  , ; il  faudra  donc  dé- 
terminer ces  arbitraires  par  la  substitution  de  l’expression  de  y,t,3  dans 
la  proposée  et  par  la  comparaison  des  termes  semblables  en  x. 

1097.  L’équation  générale 


jr.,.  = A,y,',_t  4-  A',yM/,_;  + A',y,;,_3  + etc. 

~h  B.y,-X,  1 4-  B',y,-,.,-,  4-  B",y,^,i,_,...~\~  N., 

donne  d’abord 

S*.'<  — A,y,',_,  4-  A\y.'iïi  + Au,y,^,..;. 

4-  B,y,:,  + B', y,,,-,  4-  B",y,3,_,. . . . .-f-JV,. . . .(3), 

y 1,1  = A3y3t,—,  4“  A’3y3i 4"  A'3y3_,~3 

4*  B3y,%,  4-  B'3y.,,_.  -(-  B"3yt  ,_, 4*^i , 

fi.i—t  — A3y3,^%  4“  A'3y3_,_ , 4~  A"3yJt,^ 

# 4"  Bty%i 4"  B 3y%t 4~  B',y%  -\~N3 , 

— A3y3_,~3  4“  A 3y3  l_ 4 -f;  A"3y3  ,_i.. . 

4-  B3yt,,_.  4-  B\yt  ,_3  4-  B'3y^_, +jV, , 

etc. 

Si  l’on  multiplie  respectivement  la  troisième,  la  quatrième,  etc. , de  ces 
équations,  par  A,,  A',,  etc.,  et  qu’on  les  retranche  de  la  seconde,  en 
écrivant  le  résultat  ainsi , 

A,  y3.,-,  — A3y3i^t  — Af3y3t‘t_ 

“ A>[yt,i—  1 — A,  y3ft-,  — Al3y3t,_3 ] 

■—*  — A,y,,,^i ] 

— etc. 
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= 1 ^ iji.i-k ] 

4-  d*y% .]  . 

4-  ,], 

oa  reconnaîtra  sur-le-champ  la  possibilité  d’éliminer  les  quantités 

y»t<  d’iii-i*  • * , 

j.,,-.  — 4. y,, , 


au  moyen  de  l’équation  (a) , qui  les  donnera  successivement  en  jr  , , 

y>,i-ty  y>,i-t>  etc.,  et  de  parvenir  à un  résnltat  de  la  forme 

e*' 

y i.,  — • o,y,isr,  — Jy y,,,-.  — J',y,.;-1 = «s,, , 

dans  lequel  on  n’a  plus  à considérer  que  la  seule  variable  t,  et  qui 
s’intégre  par  les  méthodes  des  n“  io3g , 1046. 

La  même  marche  conduira  h des  équations  semblables  par  rapport 
hyt',,  y s,,  y . • y*,!-  Les  coefficiens  a,,  a',,  etc.,  seront  aisés  à former 
par  induction  ; il  n’en  sera  pas  ainsi  de  la  fonction  «,(1  ; mais  on  y 
parviendra  en  déduisant  de  l’équation 

y,,’,  = a,y*,;-i  4-  . . -4-  »».;< . • .(*), 


les  suivantes , 

R t y * — « ■ — B z(is — t y x — 1 , î — 1 I x~\ y *■ — i.*~,  ■ 

^ .y* — 1 .r — 1 • — ^ — *y  * — 1 , * 1 ^ x~^\y  t — 1 , 3 * 

etc.,  * 

dont  la  somme,  faite  membre  à membre,  est 


•4 


B, y, -y,,  4-  y*-',— * 4-  etc. 

=5  4-  B',y_ 4-  etc.] 

4-  a',-, [R. y. -y, y-,  4-  etc.] 


4-  Bj*.-y,y  4-  4*  CtC. 

Si  l’on  y substitue,  pour  les  quantités 


B, y, , 4-  4-  etc., 

B,y,_.,,M  4-  B’,jr,_,  ,_,  4-  etc., 
B, y 4-  etc., 
etc.. 
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leurs  valeurs  tirées  de  l’équation  proposée , on  la  changera  en 

y * ,i  ' — i 1 ^ 7 y i — i'  • • • A* 

— U, — — i " A xy  i , r— i ■ • • ‘ A«] 

4*  ^ ^ *y r , f — 3 • • • • AV] 


4*  4-  B'. u*— i,i— i + etc.; 

et  en  ordonnant  les  différens  termes  de  cette  dernière,  par  rapport  aux 
valeurs  successives  de  y,,,,  on  aura 

y*!*  ■ — ( ® * — • 1 ^ y * » r — > 

4-  O'r-,  — 4- 

4-  (a"*-i  — 


+ B,u,_ ,,,  4-  4~  etc. 

4-  (* — fl*— i — flV— i — etc.)At; 

comparant  avec  l’équation  (x),  on  en  conclura 

a,  = or_,  ■+■  A.  y 

A'x, 

a"s=a"x_t  — a'x_,A,  — ax_,A',  4"  A* ,, 


«...  = Bxu._K,  + 4-  etc. 

+ (i  — a,_,  — o't_,  — a",_,  — etc.)iV,. 

Les  cocfllciens  aMf  a.',,  a",,  etc.,  ne  dépendent  que  de  la  seule  variable 
x : il  n’en  est  pas  de  même  de  la  fonction  uXt,  ; mais  cependant  l’équation 
qui  la  renferme  se  traite  avec  assez  de  facilité  en  observant  que  quand 
on  prend  pour  j, ,,  une  fonction  arbitraire  de  t,  on  a aussi  «,,,  =f(t)  , 
d’où  l’on  conclut 


«... 

II 

I 

a 

’i 

V 

n 

o 

V.+Bx 

f(0 

+B\ 

f(t-,) 

4- 

etc., 

«x., 

= C, 

4"  bm 

m 

f(^.)' 

4- 

etc. , 

«x-,,r 

— G-, 

-f-*x- 

JW 

+ ^x-, 

4(<-0 

+ 

etc. , 

«x-,,.- 

-I  ===  Cr-j 

4**.- 

j(‘- 

■l)-f-^’x_ 

,^-a) 

4- 

etc. , 

etc. 

Lorsq 

u’on  met  les  valeurs  de  u,  , 

etc.,  dans  1 

l’équation  enutl,. 

obtenue  précédemment,  elle  devient 

, .0!» 
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u,  , = (i  — — ctc.)iV, 

+ {Bx  4-  B'z  + etc.  )C,_, 

-h  Bxbz^x  f(i)  (BJ>'X_,  + B',b,_,)((t — i ) 4.  etc. , 

d’où, par  la  comparaison  avec  la  valeur  hypothétique  de  uXll,  on  tire 

b,  = Bxbx_, , 

b',  = , 


C*  — (^*  "+•  H“ elc.jC,_, 4-  (i  — ax_,  — a',_,  — etc.JiV,. 

L’intégration  de  ces  équations,  et  l’addition  des  constantes,  donneront 
les  valeurs  complètes  de  b,,  b1,,  etc.,  Cx.  Les  constantes  se  détermi- 
neront en  observant  que  lorsque  x = i , on  doit  avoir  u,  , = f(t)  } 
d’où  il  suit  C,=o,  £,  = i,  b',  = o,  b'',=  o,  etc. 

L’intégration  de  l’équation  (x)  introduira  un  nombre  x de  constantes 
arbitraires  qui  pourront  être  des  fonctions  de  x;  mais  ces  fonctions 
doivent,  pour  satisfaire  à la  proposée,  cesser  d’être  arbitraires,  puisque 
l’intégrale  de  cette  dernière  ne  doit  renfermer  d’autre  arbitraire  que 
f(f).  On  les  déterminera  par  la  substitution  de  l’expression  générale  de 
jXll  dans  l’équation  proposée. 

1098.  Pour  appliquer  cette  méthode  à un  exemple  particulier,  occu- 
pons-nous de  l’équation 

j *>*  — — ^y »>i — » "H  ^y 1 1* — t » 
qui , lorsqu'on  y fait 

Jo.X  = J 1*1  ==  0r%\\  ==  O * /î,I  = O y ClC.  y 

fournil  celle  labié  à double  entree 


I 

2 

3 

4 

5 x 

1 

I 

O 

O 

0 

0 etc. 

2 

2 

2 

O 

0 

0 

5 

4 

8 

4 

O 

0 

4 

8 

34 

34 

’ 8 

O 

5 

l6 

G4 

9e 

64 

l6 

6 

52 

160 

3ao 

3ao 

160 

7 

64 

384 

960 

1280 

960 
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Nous  aurons,  dans  cet  exemple, 

A,  — a , A' t = o , etc.,  B,  = o,  B'.szza,  B",~  o,'  etc,; 

-les  équations  du  numéro  précédent  nous  donneront 

a,  = a,_,  -j-  a , -v  , An,  = -f-  a, 

a',  = a'T_,  — a a,_, , / V ia’,=  — aax, 

a",  = o",_, — 2u'«_,,>  et  / Aa",—  — au',, 

d’où  nous  conclurons 

l 

a,  = c •+•  a2 1 = c + ax  5=  c ■+•  a[x] , 

et  seulement  a,_t  = a(x — 1),  en  ne  faisant  commencer  l’équation  pro- 
posée que  lorsque  x=  i.  Nous  aurons  ensuite 


a',  = c'  — 42[x]  = c'  — 4 H , 

et  il  faudra  encore  supprimer  la  constante  c',  pour  que  2V»_,  = o, 
lorsque  x = 1 ; passant  à 

• 3 

a''.  = c"+82^  = e"  + 8^. 


et  supprimant  c ",  nous  aurons  celte  suite  de  valeurs 


ox  = a 


a* 


etc. , 


dont  la  loi  est  évidente.  Il  ne  nous  reste  plus  que  l’équation 

uIt,  ==  a dans  laquelle  on  doit  regarder  t comme  constant.  Nous 
en  tirerons  uX},  — y. a';  et  comme  uXi,  doit  s’évanouir  quand  x=i,  il 
faut  que  y — o. 

Ces  divers  résultats  nous  conduisent  à l’équation 


J'.t— »[«]  + a*[oJ  O]/.,,-.  — as[o]  [r]/„,_ j J _ o 

— i t j 

-f-  a<[o]  [x]jXl,_4  — etc.  J 

à laquelle  on  satisfait  en  prenant  jrm,,  = A‘,  la  fonction  A étant  donnée 
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par  l’équation 


I — [o]  [xj  J + [o]  [xj  ~ — [ô]  [x)  + etc.  = o i 


*97 


qui,  n'étant  autre  chose  que  = o,  et  ne  donnant  par  conséquent 

pour  A que  la  seule  valeur  A=  a,  ne  mène  qu’à  une  expression  par- 
ticulière de  c’est  pourquoi  nous  ferous  ym% , = n,,^*.  La  substitu- 
tion de  cette  valeur  changera  l’équation  ci-dessus  en 

n,,;  — [o]  0]rL,;_t  + [o]  [xjn,.,_  — [o] 

4-  tôj[x]nXiI_4  — etc. 

qui  revient  à A*ntl,  = o (883);  mais  on  satisfait  à celte  équation  en 
prenant  pour  n,,,  une  fonction  qui,  par  rapport  à t,  soit  rationnelle  et 
entière  et  du  degré  x — i.  On  pourra  donc  donner  à la  fonction  n,,, 
la  forme 

* * 

n,.,  = c, jo]  [<-'rj  + c~(o]  [/— ï]  4-  C"7[o}\t-7]  + etc.  (984); 

substituant  ensuite  dans  l’expression  de/,,;,  puis  cette  dernière  dans 
l’équation  proposée,  en  observant  que  • 


-x-M  x— 1 à-x+r  *— t — *4*  _ 

[o]  [<— 1]  =.  [oj  [1—2  j + [o]  [i— 3]  , 

>144  x—»  - r-H  x— a -a-fî  _ ^ 

[o]  [t-i]  = [o]  [/-a]  + [o]  [t-2] , 

. etc.; 

et  faisant  varier,  par  rapport  à x,  les  arbitraires  CMf  C ,,  etc.,  il 
viendra 


C$\  [t—Z\+(C,+C.  )[o][< — a]  + etc. 

' = cjo]  [t-2}+(C',+ CI_Jo][t-2]+(C',+  C._ JLop-ÏJ  + etc. 

La  comparaison  des  termes  semblables  donnera 

C,=  C,  <7,+  C,  = C.+  C,_X,  C', 4-  C',  = C",4-  C,_,,  etc. , 
ce  qui  se  réduit  à C,-=zCM,  C',  = C,_t,  etc., 

d’où  l’on  doit  conclure  CI—c , C,-=c’,  etc., 

c et  c'  désignant  ici  des  constantes;  pour  determiuer  ces  dernières,  on 
3.  ‘ * 38 
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prendra  dans  la  première  ligne  de  la  table  de  la  page  3q5,  les  valeurs 

de  J-,.,,  etc. 

Quand  x = 1 , on  a 

*— • _ Xm~l 

[o]  [< — .]  = i , [o]  [<-.]  = o,  [o]  [I— «]  = o,  etc., 

d’où  il  résulte  j,t,  — e.X,  jr = a c,  et  par  conséquent  c=t;  quand 

x=a,  il.  vient  _y,(1=:  a'(i  [o]  [<• — >]  + c0»  expression  doù  Ion  tire 
j,',  — ac'  et  c'=o,  puisque,  dans  la  table,  jrti,  = o.  En  poursuivant 
de  celle  manière,  on  trouvera  successivement  c"  — o,  c"'  = o,  et  ou 
obtiendra 

J,.<  = a1"'  W [<—']» 

pour  le  terme  général  de  la  série  comprise  dans  la  table  citée. 

La  complication  de  la  méthode  que  nous  venons  d’exposer,  ne  pa- 
yait être  <^ue  qu’à  celle  du  sujet;  cette  méthode  a d'ailleurs,  sur  celle 
du  n’  io85,  qui  parait  beaucoup  plus  simple,  l'avantage  d’offrir  un 
Véritable  •procédé  d’intégration , fondé  sur  la  nature  même  des  équa- 
tions aux  différences  partielles,  tandis  que  le  succès  de  l’autre  ne  tient 
qu’à  l’effet  d'une  substitution  particulière  aux  équations  du  premier  de- 
gré à coelliciens  constans;  je  regrette,  pour  celte  raison,  de  ne  pou- 
voir m’étendre  davantage  sur  les  diverses  applications  que  M.  Laplace 
a faites  de  sa  méthode,  et  d’èlre  obligé  de  renvoyer  à son  Mémoire; 
mais  pour  terminer  cette  matière,  je  vais  rapporter  une  méthode  pro- 
posée par  M.  Paoli,  dans  laquelle  se  trouve  comprise  celle  de  Lagrange, 
et  qui  s’applique  à un  genre  d’équations  dont  l’ordre  est  indéterminé. 


1099.  Soit  proposé  d’intégrer  l'équation 

J*,‘  ==  B * . »— 1 4~ 

4-  4'zjrm-,, .4- 


•+  Xxfx.i-, 

•+A  xjx—t  l—X 


dont  l’ordre,  relativement  à la  variable  t , change  à chaque  valeur  de  x. 
Supposons  que  l’intégrale  cherchée  ait  la  forme 


* * x • 

J*,,  = ma'  [«,]  + nb‘ [&,]  -+-  pc‘  [y,]  4-  etc. , 

x 

dans  laquelle  [a,J  = “**»-■“»-» et  ainsi  des  autres,  et  les 

quantités  a,  b,  n,  p ,....  désignent  des  constantes.  Tirant  de 
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cette  expression  les  valeurs  de y._,,  yT> etc.,  pour  les  substituer 
dans  la  proposée,  nous  aurons 

«“*'[«*]  + + pc'  [>,]  -+*  etc. 

= mUta—'l*;] -f-  mX,a!~\a.^ 

+ mA’.a'  [*._,]  4-  • • . .+  mX'jt 

4-  nBJt-'V 3J 4-  nXxb—[i 8J 

+ **■*  [CT]  4-  «5'>-[CT]-  • • •+  »A'^-*[â,lT] 

+ PB^~'  |>J + pXxc—  [>J 

4-  pA',&  4-  4-  pX'i/-*[y._, j- 

4*  etc.  ; , 

ayant  introduit  un  nombre  suffisant  de  fonctions  indéterminées  a,, 

2*>  etc.,  dans  l'équation  proposée,  nous  y pourrons  satisfaire  en  posant 

= mBjt~ '[«J 4“  mXxa'~ *[«,]  “ 

4-  mA'^a'  [*,_,]  4-  . . .4-  mr^i“[ï,_t  j, 

nA'[/3J  = nB. »-'[&] 4-  nXJbr-  [&] 

4-  [£,_,]  4-  nB',b‘-‘[fi._,] nX', 

p<?[y.]  ==  pSxc—  [>,] 4-  '[>.] 

4-  M'.c’  [>,_,]  4-  pB'.d-'  [>_,] 4-  pX7,c,-*[j'„_J , 

etc. 

Les  quantités  /w,  n,  etc.,  disparaissent  de  ces  équations,  parla  seule 
division , et  demeurent  par  conséquent  arbitraires  ; on  peut  aussi  chasser 

les  fonctions  1>_,]  , [4»->]  , [>*_,]  , etc. , puisque 

[* j = «*[C,j , [C = /3x[^::i  > 0/] = ^[>*-0 

Les  équations  simplifiées  par  ces  réductions  donneront  respectivement 
v/'x  4-  . . +X',aT‘ 

*•  — 1 — Xta-‘  ’ 

fl  _ X,  + K',b-'....+.X'Ib-* 

P‘  ~ ~ 1 - ’ 

A+fi'.r,...,+.v',ck'  ' ’ 

>*  — - r^i}'C-....-x,c-‘  ’ 

etc.  , 


4 
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d'où  l’on  déduira  les  valeurs  de  [«,]  , [/3,]  , [7,]  , etc.;  mais  pour  faire 
usage  de  celles-ci,  il  faudra  les  réduire  en  séries  descendantes,  sui- 
vant les  puissances  de  a,  b,  c,  etc.  Si  l’on  a 

[a  j = A + A' a-'  + A’a—  4-  A’"a~3  4-  etc. , 

[/3,*]  — A + A'b~'  -f  A’b~'  4 Amb~'  4-  etc., 

OJ  = A 4-  J<r'  4-  A*c—  4-  A’"c-3  4-  etc.,' 

• etc. , 

on  en  conclura 

ym-t  = A ( ma!  4 ' 4 ~ p<?  4"  etc.) 

4-  A'{nut~'  4-  4-  P<?~'  4*  etc.)  . 

4-  A'{md~%  4-  nb>~%  -f-  P<?~ ' 4"  etc.) 

»4*  etc.  ; 

et  en  raisonnant  ici  comme  dans  Je  n*  io85,  on  transformera  cette  ex- 
pression dans  la  suivante , 

J.,,  — A<p(t)  4-  A'v(t-i)  4-  4-  etc. , 

qui  sera  l’intégrale  complète  de  l'équation  proposée  aux  différences. 

La  méthode  ci-dessus  se  réduit  visiblement  à foire  r,.,  = «'[*,]  ; à 
tirer  de  la  substitution,  dans  l’équation  proposée,  la  valeur  de  et ,,  et 

à convertir  ensuite  [*,)  en  une  série  de  la  forme 

A 4-  A' or'  4-  A"a~‘  4-  Amar'  4-  etc., 
d'où  l’on  déduit  sur-le-champ 

J,.,  = Atp(t)  4-  A'ç(t-i)  4-  An<p(i — a)  4-  A"‘<p{t—5)  4-  etc. 

1100.  Prenons  pour  premier  exemple  l'équation 

J.,.  = 4-jr_i,;_*+, , 

qui  engendre  la  série 
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lorsqu’on  fait  j,,,=  i,  j-Xl,=o,  _y,_,=o,  etc.  Chaque  terme  de 
cette  série  est  égal  à celui  qui  le  précède  dans  la  colonne  où  il  est 
-placé,  multiplié  par  x et  augmenté  de  celui  qui,  dans  la  colonne  pré- 
cédente, s’en  trouve  éloigné  de  x~i  rangs  horizontaux:  pour,  le 
troisième  terme  de  la  septième  ligne,  par  exemple,  on  a x=3,  t—j 
et  t—x  -f-  i =»5,  et  par  là  on  trouve 

Jt.r  = 3 X a5  + i5  = go. 

* 

Faisant,  comme  le  prescrit  la  règle  ci-dessus,  Jf,,,—  a' [a,],  l’équa- 
tion proposée  se  change  en  «,=  xa~ 'a,  -J-  a~ et  donne 

a — Jr-f-t 

<t.  — — , d’où  l'on  conclut 

i — ia  1 ’ 


r ï ■ a—+'g-Ma-*^ .a» 

^ *-*  (i  — (x — fi — (x— a)a“']. . . . (i— a- ’) 

a- ;'(*-<> __ 

(i— (T'Ri — aar‘)(^i — 3o-1) (i — x a-1)’ 

Soit 


(i — a-1)!! — 2o— 'X> — 3a  *).... (i — xa~’)  " 


-.A+A'a-'-\-Jla-'+A",a-3+  etc.  ; 


on  aura  premièrement  A=x  i ; puis,  pour  développer  le  premier  membre, 
on  mettra  le  dénominateur  sous  la  forme 


î -f-  Pa~ ' -f-  Qa~%  -I-  Ra~ * -f-  etc. , 

en  posant 

P — — i — a — 3... .—  x , 

Q = i.a  -+-  i.3 •+-  a. 3 -f-  etc.  j 

R — — i.a.5  — etc., 
etc. 


Ces  quantité»,  qui  sont  les  produits  indique's  par  la  lettre  A , dans  les 
n°*  g85  et  ioa5,  peuvent  s’exprimer  par  la  somme  des  puissances  de 
la  progression  i,  a,  3,  4>  etc.,  au  moyen  des  formules  du  a*  96, 
qui  donnent  * 


P = — 

<?=- 

R = — 
etc.; 


S.+  PS, 


S.—S‘ 


Sj  + PS,+  QS,  . 

“3 


S, -S, S. 


9 

3 
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et  on  aura  ensuite , pour  déterminer  A , A A ",  Am,  etc. , les 

équations  . 

A — i , 

PA  + A'  = o, 

4-  4 - A"  — o, 

RA  + 4-  P-**  4-  Am  = o , 

etc. 


Au  lieu  de  tirer  immédiatement  de  ces  dernières  équations  les  va- 
leurs des  coefliciens  A,  A' , A'',  A etc.  , il  sera  plus  commode  de 
comparer  chacune  Je  ces  équations  à sa  correspondante,  dans  la  suite 
de  celles  du  n’  96;  on  aura  ainsi 

P+  S,  = P+£, 

Q +iPS.+iS.  = Q + p£+ï, 

R ■+■  i 1 + î PS*  ~\-\S,=zR-{-Q~^-\-PJ^-^-^i 
etc. , . 


d'où  J'on  couclura 

A „ 

1 "=■*■» 


AT  S.,çS, 

A — a ■*"  S‘  a » 

A ' .Vj  1 n St  1 /St  . r.  «9,\  S, 

■7  = J + S‘3  +{j+S‘  7JJ’ 


" À 


2 = ,T¥r  + -s'éT  + (r+^f)fe  + «"-  <*). 


• 

(*)  Ces  formules  ne  sont  qu'un  cas  particulier  de  celles  que  donne  M.  Paoli , pour 
réduire  en  série,  par  le  moyen  de  sommes  de  puissances,  une  fraction  rationnelle , 
formulesstrop  élégantes  pour  ne  pas  trouver  place  ici. 

Si  l'on  a la  fraction 


(1 — at)(i — ba)(i — ci) 

(1 — a';)(i — b'»)(i — c'z) 


= A + Az  + A‘z'  4 A'z'  4 etc. , 


et  qu'on  prenne  les  logarithmes,  il  viendra 


l(i — as)4l(t — hs)4K> — n) 
— l(i — a'i) — l(i — b'i) — l(i — c't) 


} = l(A  + Az+  A’z'  4 A’z*  4 etc.); 
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et  par  conséquent 


3o5 


[*.)  = + 5.  + Q + S,i>-  W'-'>-+,,c., 

puis,  en  difîerentianr , on  obtiendra  1 
- a b c 1 


■ — a 2.  î — lu  i— et’ 


+ 


4 


iX  + 


X+  aA’z  + ZX  t*  + etc. 

~ A 4 Ai- 1-  vra'+^+etc:  * 


t— a't~i — b't  ’ 1— et 

tel  tenues  du  premier  membre  étant  développés  en  série , il  en  résulte 

a'  4 a'’z  4 a'3t*  + etc. 

4 b'  4 b'*t  + b'3t*  + etc. 

4-  c'  4-  c'1*  4"  c'!t’  4 etc. 

A*  4 n X z 4 ZX z*  4 etc.  * 


— a — a’z  — aJt*  — etc, 

— b — b*z  — bV  — etc 

— c — c*t  — c’a*  - — etc 


A + Xz  + AV 4 ^Tt34etc.  " 


et  si  l’on  fait 


s, 

s. 

s. 


a'  4 b'  4 tf a — b — c. 

a'*4  b'*  + c'* — a*—  b‘—  c* 

a'4  b'3  4 c5 — a3  — b3—  c3 


on  aura 


d’où  l’on  tirera 
X = AS,, 
a A"  = A'S,  4 AS, 


•te., 

_ A’ 4 a./s  4 ZXi?  4 etc, 

A 4 X *4  >é”ta4^**34  ë 


5,  4 5,t  + ■?,»»  4 etc.  = 


etc. 


a A’  — XS,  4 AS, , • 

ZX  = A'S,  4 XS,  4 AS,, 

4^*’—  XS,  4 AS,  4 XS,  4 ASit 

m 


= S„ 

1*1 . c ,£r 

“7 +i‘â' 


^“+o 


I Ç 5,  I (S%  , ç 5,VS, 

~5+S‘Z+\J+S'â)z‘ 

- 4 +5'  ? + U + 5'  *k  + LJ  + 3 +U  + 5'  ïJfJi  * 

r*  . o f » r 


m 4*1 


4 5. 


+ [f’+s4’+(f +s'5,)§3It:  + “• 
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par  le  moyen  de  celte  dernière  expression,  on  aura 


= r1-’) 

?L)-a)  + 


Ces  formules  sont  principalement  applicables,  lorsque  les  quantités 
«,  b,  c a',  b',  e' 

constituent  des  séries  dont  on  peut  obtenir  facilement  la  somme,  lorsque  leun  diffé- 
rences premières,  par  exemple,  sont  constantes;  dans  ce  cas,  on  peut  aussi  trouver 
immédiatement  les  coefüciens  des  puissances  de  i , dans  le  développement  du  produit 

(«—«*)  (i— ba)(i  — ex),  etc., 

par  un  moyen  que  nous  allons  exposer,  parce  qu'il  peut  être  utile  dans  plusieurs  occa- 
sions , ainsi  que  l'a  montré  Lagrange. 


Soit  a,  a + k,  o-f-aA,  a + ^Ar,  x)A, 

une  suite  de  quantités  croissant  par  une  dilîérence  constante  et  égale  à A;  on  fera 

(x  + °)  (*  + a 4-  A)  (x  -f-  a -f-  aA) [x  4-  a -f-  ( m — 1 )A] 

c=  x"  +Wx"-‘+A’x—1  + A"xm~s + ^t-) . 

* 

ai  Ton  substitue  x+A  à x,  dans  les  deux  membres  de  cette  équation  , elle  deviendra 

(x  + a + A)  (x  + a + aA)  (x  + a + 3A) (x  + a + mA) 

= (x  + A)-  + A'(x  + A)—  + A\x  + A)—*. ...  + AW ; 

en  comparant  son  premier  membre  avec  celui  de  la  précédente,  on  voit  sans  peine  que 
le  second, 

4.  /,)-  -f^(r  + A)—  + A"  (x  -f-  A)— ;f-  AM 

= (x-  4-  AxT~'  4-  A’*"-' 4-  ^c-n  f + “ + . 

^ J x+ a • 

développant  cette  nouvelle  équation,  on  obtiendra  successivement 


et 


(x  + o){Cx4- *)-  + vT(x  4-  A)—  + A’(x+  A)"-* 4-  A<.1} 

= (x  4-  a 4-  mh)  {x”  + A'x^~‘  + A ’x"-* 4.  ,/(.,}  ( 


4.  “ kx"  4-  k'xm~'  4-  mC'n— 0(m— a) 

> »-a  ^ i.a.3 

+ «x»  + “ nAx’-'  + 

1 I .3 


A’x”-*  4-  etc. 
ah'xm~‘  4-  etc. 
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Si  l’on  fait  x = o , les  sommes  S,  , S, , S, , etc. , s'évanouiront , et  il 
ne  restera  que  = ç(t),  en  sorte  que  la  détermination  de  la  fonc- 


+ 

A xn  4" 

Hpi  Akxr~'  4- 

(m— i)(m — a) 

I .3 

Ak'x“~‘  4-  «te. 

4 

AaxT-'  + 

m — 1 

t 

Aakxm-‘  4-  «te. 

+ 

A‘xm-'  + 

m — a 
1 

A’kx’"~‘  4-  etc. 

e=  a**-'  4- 
+ 
+ 

A!  x"*  4* 

ax"  4 
mkx m 4 

4* 

+ 

Aux^mmy  4 
A 4 
Amk 4 

« 

A’anf'-'  4-  et  g. 
A”xm~‘  4-  etc. 

4-  etc. 
Axm~'  4-  etc. 
A’a xm~%  4“  etc. 
'A"mkx“~‘  4-  etc. 

Celte  dernière 

équation  devant  être  identique, 

donne 

mk  4-  a + A'  — /f  + a ■+■  mk , 

^LrP~!'>k'  + jak  + Ak  + Aa+A’  =zA’+Aa  + A’mk, 

m(m— t)(m  — 3)  ^ m(m—  1)  ak,  (m—  i)(m  — a) 

i.a.3  'r  i.a  -r  î.a 

4-  —^06  + — ifI+/o  + r=a(,+  it'a  + ifmJ, 

etc. , 

d'où  l'on  déduit  " 

,,  m , m(m  — i)  i . 

i î.a 

x4"  = m~‘  Xa  4-  (m~lXw~a)  X’k  + ak  i m(m— t)(m— a) 

i i.a  ”r  i.a  "■  î.a. 3 * 

34-  = 4*«  + ("—^^-3)  ^ + (m-.)(m-a)  ^ 

1 1.3  1.3 

Cm-1- 1 ) (m — a)(m — 5)  m(m— Q (m— a)  ^ 

"r  î.a. 3 i.a.3 

, m(m— i)(m— a)(m— 3)  „ 

+ 1*13:4 

etc. 

La  loi  de  en  expressions  est  déjà  assez  évidente  ponr  nous  dispenser  d'aller  plus 
loin.  Nous  observerons  que , pour  les  ramener  à celles  de  Lagrange , il  faudrait  faire 
a •=  1 , k — 1 , et  écrire  m — 1 au  lieu  de  m ( Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin  , 
année  1771  , page  ia£).  Les  A désigneraient  alors  les  produits  indiqués  dans  le* 
n"  983  et  ioa5. 

5,  39 
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tion  tp  dépendra  de  la  colonne  qui  précéderait  la  première  de  la  table 

de  la  page  3oo,  et  qui  n’est  pas  donnée. 

Maintenant,  voyons  comment  nous  passerons  de  1 une  a 1 autre  i faisons 
x = i ; l’équation  proposée  nous  donnera  y,,i^=y,,$—t  ~hy*,  ■>  d où 
y.  , = y,  , y,  , ce  qui  nous  montre  que  la  valeur  de  y..,  doit  tou- 
jours être  nulle,  tant  que  / est  un  nombre  entier  positif  différent  de 
l’unité,  puisque  la  table  citée  donne,  dans  tous  ces  cas,  y,.,=  i. 
Pour  obtenir  les  valeurs  de  y,,,,  lorsque  t est  nul  ou  négatif,  il  faut 
continuer  en  arrière  la  série  résultante  de  l’équation  proposée,  ce  qui 
s'effectuera  en  formant,  par  le  moyeu  de  celle  équation,  le  tableau  sui- 
vant : 


y,.o= 

y>.>=y,.Æy.,, 

y‘...==2y,, _,-fy,,_,  | 

/.,.=2y.,,4-y,,, 

y* . .=3;'j  . - ■+/. . -• 

J,s,.=3y,,,-fy.„ 

etc. 

etc. 

etc. 

A la  troisième  ligne  de  la  troisième  colonne , on  trouve  l'équation 
y,  , = 3y3,,  -f-  y,,„  qui,  par  le  moyen  des  valeurs  de ys, ,,ys,, , tirées 
de  la  table,  donne  y,,.=o;  cette  valeur,  substituée  dans  la  seconde 
ligne  delà  deuxième  colonne,  qui  est  ytt,  = ayg„  +y,,,,  conduit  à 
y,,.  =o.  En  prolongeant  plus  loin  le  tableau,  on  trouverait  dans  la 
quatrième  Colonne,  à la  quatrième  ligne,  yA  équation 

de  laquelle  il  résulte  ys, , = o ; celte  valeur,  mise  dans  la  troisième 
ligne  de  la  deuxième  colonne,  montre  que  y,,_,=  o;  et  par  la  se- 
conde ligne  de  la  première  colonne,  on  a alors  y,  ,_,  = o;  puis  par 
la  première  ligne  de  la  même  colonne,  y.,»—  0.  On  s'assurera,  par  la 
même  voie,  que  les  valeurs  dey,,,  sont  toutes  nulles  lorsque  / est  nul 
ou  négatif;  on  conclura  donc  de  là  quey,,l=y,t, — y,  ,=  i : c’est 
la  seule  valeur  dey,,,  qui  ne  soit  pas  nulle. 

Cela  posé,  puisque  y„,,  = <p(/),  on  aura  , 


f(t  — i)==r..;-t»  <p(z  — a)  =y„,_1,  etc., 

et  d’après  ce  qui  précède,  l’expression  dey,,,  rapportée  snr  la  pag.  3o4, 
se  réduit,  pour  chaque  cas  particulier  de  la  question  qui  nous  occupe, 
au  seul  terme  dans  lequel  * 

r(x-i) 

TO— I=l> 


t — 


il  vient  alors 


Di 


4-  * = * — ~~  — » ; 
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mettant  cette  valeur  dans  l’expression  générale  du  coefficient  don- 

née plus  haut , ou  obtiendra 


J.,.— 


__  ^i— — t 


t — j x(x 1) 1 

S 


■s, 


S,_^T-  0—1 
t— i j(x— 1)— 1 


•î.  . c S ,\ 

a ' a)t  — ix(j—  0— i 


+( 


— i *(*—!)—  1 


+ etc. 


Soit,  pour  appliquer  celte  formule,  x=  3 , t — 8;  les  quatre  ternies 
écrits  ci-dessus  suffiroul  pour  ce  cas  particulier,  puisqu’on  a /n+i=4; 
et  on  trouvera 


S,  =6,  Sê=i4,  *$»;=•  56,  ^=98, 


d'où  l'on  de'duira 


».•  = ¥ + — +(7  + «8)^ 


+[»  + a.  14+  (7  + i8)a]  |=^  = 3ot.* 


1 10t.  C’est  par  le  moyen  des  équations  aux  différences,  que  M.  Laplace 
s'est  proposé  d 'éclaircir  la  difficulté  qui  s'est  élevée  sur  la  nature  des 
fonctions  arbitraires,  qui  complètent  les  intégrales  des  équations  diffé- 
rentielles partielles,  et  dont  nous  avons  parlé  dans  le  n*  804. 

La  plus  grande  partie  de  cette  discussion  ayant  roulé  sur  l'équation 
différentielle  partielle  des  cordes  vibrantes,  qui  est 


d*y  d’y 

d_ts  lit4  * 

M.  Laplace  a formé,  par  analogie,  l’équation  aux  différences 
— V,.,  ==  — 2/,,,  4-7V—  > 


qui  n’est  autre  chose  que 

==  Js , I— 1 > 

qui  se  réduit  d'ailleurs  à 

>,*  = ./».<•*-<  "4" ï*A—v  C*)# 

et  à laquelle  satisfait 

J*,i  = -4*  0 + 4C*  — 0 (a)> 

qni  est  l'intégrale  complète  de  l’équation  différentielle  partielle- 


Sur  U nature 
de»  fonction» 
arbitraires  de» 
intégrale»  aux 
dtfli  rcntiiUc* 
partielle*. 
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Cette  intégrale,  rapportée  à l'équation  aux  différences,  et  assujélîe 
aux  conditions  qui  résultent  des  circonstances  physiques  du  problème 
des  cordes  vibrantes,  est  d’abord  réduite  par  M.  Laplace,  à la  forme 

J.  , — $>(•*•  + 0 + ?(■*—  0 C2')  » 

afin  de  satisfaire  à la  condition  ^^-'  = o,  quel  que  soit  x,  lorsque 

i = o;  et  il  ne  s’agit  plus  que  de  déterminer  la  fonction  ç de  manière 
que  y,_,  s'évanouisse,  quel  que  soit  l,  lorsque  x = o ou  =n. 

Si  l'on  fait  t — o,  dans  l’équation  (a'),  on  en  tire  0(x)  = d'où 

" 1 0 = 
et 

J ==  “4“  T J T—I,v  (l  )• 

Posant  alors 

x = o et  /■„,,  = o,  on  a d’abord  =* — y,,;, 

\ 

au  moyen  de  quoi  toutes  les  valeurs  à indices  négatifs  se  déduisent  de 
celles  qui  ont  des  indices  positifs.  Faisant  ensuite 

x = n et  y.,,  = o,  il  vient  y.+;,.  = —y.-;,.; 

puis  changeant  t en  n-j-t  dans  celte  dernière,  t en  n-f-f  dans  le  ré- 
sultat, et  ainsi  de  suite,  on  formera  les  valeurs 

■ y —*  .•  — y te  y 

clc. , 

desquelles  on  conclura  aisément 

1U+4 , o .7*1 , c y 

y t**-*- 1 y* -ï-t , o y «—(.o  j 

ainsi  toutes  les  valeurs  des  quantités  jrIt.  ne  dépendront  que  de  celles 
qui  répondent  aux  indices  compris  entre  o et  «;  et  avec  l’équation  (i') 
on  eu  déduira  les  valeurs  quelconques  de  y,,,. 

Voici  maintenant  la  construction  géométrique  des  relations  précédentes. 
fig.  s Ayant  pris  le  polygone  ABC  DE , Jlg.  8,  tel  que  la  distance  AE  de 
ses  extrémités  soit  égale  as,  mais  d ailleurs  entièrement  arbitraire , et 
1 ayant  posé  sur  la  ligne  -AX , ou  se  comptent  les  x,  les  ordonnées  de 
ce  polygone  représenteront  les  valeurs  de  y,  .,  depuis  x = o jusqu  a 
. x=«.  Ou  le  placera  ensuite  au-dessous  de  la  ligne  des  x,  de  naanièro 
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<fue  le  point  E demeure  à la  même  place  , et  que  par  conséquent  les 
ordonnées  se  succèdent  dans  un  ordre  inverse,  puis  on  le  remettra  dans 
sa  première  position.  En  continuant  ainsi , tant  dans  le  seus  des  x né- 
gatifs que  des  x positifs,  on  formera  un  polygone  indéfini,  dont  les  or- 
données satisferont  aux  conditions 


ï’,’>  Tl, ct  Jlu+  ■>+»,.=  — T—l,., 

et  on  aura  les  grandeurs  de 

y * ■ »/*+(,•  l " t y * — » , • , 

en  prenant  la  demi-somme  des  ordonnées  correspondantes  aux  abscisses 
x -f-<  et  x — t. 

T • 

noa.  Cette  construction,  dès  qu'on  n’y  assujetti  plus  les  variables 
x et  t à changer,  par  des  différences  égales  à l’unité,  devient  celle 
qu’Euler  a donnée  pour  l'équation  différentielle  parliello 

d’y  d*y 
dx*  dt*  ' 


L’accord  des  deux  procédés  parait  d'abord  tout  simple,  puisque  l’in-» 
tégrale 

J,.,  = -+-  ^(x  — /) 

satisfaisant  à la  fois  à l’équation  aux  différences  et  à l’équation  diffé-* 
rcntielle,  il  semble,  en  conséquence,  que  les  fonctions  peuvent  être 
discontinues,  aussi  bien  dans  un  cas  que  dans  l’autre , c’est-à-dire  qu’on 
peut  prendre  comme  on  veut  la  courbe  ou  le  contour  qui  tient  lieu  du 
polygone  ABCDE , lorsque  les  différences  des  variables  deviennent 
infiniment  petites. 

Pour  effectuer  ce  passage,  on  peut  changer  x en  ax\  t en  al’-,  alors  les 
différences  des  nouvelles  variables  x'  et  i'  étant  i,  seront  infiniment 

petites,  si  on  suppose  que  a soit  infini,  ce  qui  revient  à regarder  les  in- 
dices x et  t comme  infinis,  ainsi  que  le  fait  M.  Laplace;  ou  bien  en- 
core, il  est  facile  de  s’assurer  que  la  correspondance  des  équations  (i) 
et  (2)  subsisterait  avec  tout  ce  qui  s’en  suit,  quand  même  on  ferait 
varier  x et  t , par  des  différences  quelconques  /»,  ce  qui  changerait  l’équa- 
tion (1)  en 

j*+k.r  y*,*  j*— ».i  j “ ’ 3/1,1 

dont  la  limite  est  bien  évidemment 


5,0  Cil AP.  III.  INTÉGRATION 

Cela  posé,  M.  Laplace  met  à la  discontinuité  des  fonctions  arbitrai^* 
une  restriction  fondée  sur  ce  que  l'équation 


y*,i  — *y*—  n«  > 

revenant  à 

j,,,  —y*,,  = à ~ 2J*.*  +/#-«,.) » ou ^ r &'sy*— i 

doit,  dans  le  passage  des  différences  aux  différentielles,  se  changer  en 
df  a dx’*  > 


équation  qui  ne  satisfait  à la  condition  = o,  quel  que  soit  x,  lorsque 

t=o  , qu'autant  que  le  second  membre  -£~r  dx*,  demeure  infiniment  pe- 
tit du  second  ordre,  ce  qui  exige  que  la  quantité .+y,..i 
dont  il  dérive  puisse  devenir  infiniment  petite  de  cet  ordre,  c’est-à-dire 
que  deux  élémens  contigus  du  polygone  primitif  ne  fassent  point  entr'eux 
d'angle  fini,  et  qu’ainsi  il  ne  soit  formé,  au  plus,  que  de  courbes  qui  sc 
touchent, 

noâ.  Ces  conclusions , que  M.  Laplace  a généralisées,  n’ont  point 
été  admises  par  Euler,  ni  par  Lagrange,  ni  par  M.  Monge.  Arbogast, 
dans  le  Mémoire  que  j'ai  cité  au  n*  804,  y oppose  d’abord  l'identité 
d'intégrale  pour  l’équation  aux  différences,  et  l’équation  différentielle, 
identité  de  laquelle  on  doit  inférer  «qu’il  n’e6t  pas  nécessaire  d'arrondir 
» les  angles  (du  polygone  primitif  ) pour  passer  d'une  équation  à l'autre  » : 

Ensuite,  que  si  l'on  développe,  au  moyen  du  théorème  de  Taylor, 
l’équation  (1),  en  y remplaçant  par  h la  différence  1,  commune  auç 
deux  variables  indépendantes  x et  t,  on  parvient  à l’équation 


. Él&s  JL  x.  ctc  — il_i_ 

dr*  ^ Üx*  3-4+CtC' — dt*  de  3.4+elC-> 


qui  sc  vérifie,  quelle  que  soit  h,  à cause  que  l'équation  différentielle 
partielle 


*»"«  % = %=.  «c-  (779), 


ainsi  l'cquation  aux  différences  et  l’équation  différentielle  ayant  lieu  en 
même  temps,  doivent  être  satisfaites  de  la  même  manière  : 

Enfin,  que  la  génération  des  coefficiens  différentiels  d’une  fonction 
quelconque  f(.r),  par  le  développement  de  f(x-f-A)  ( a et  18),  u'en- 
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traîne  pas  nécessairement  l’existence  de  trois  valeurs  consécutives,  pour 
la  formation  de  ^ , et  ainsi  des  autres. 

A ces  raisons,  j'ajouterai  que  Lagrange,  qui,  apres  avoir  embrassé 
l'opinion  d'Euler  sur  la  discontinuité  des  fonctions  arbitraires,  s’en  était 
éloigné  encore  plus  que  M.  Laplaee,  y est  revenu  tout-à-fait,  dans  la 
deuxième  édition  de  sa  Mécanir/ue  analytique  (t.  Ier,  p.  418),  et  s'accorde 
sur  ce  sujet,  entièrement  avec  M.  Monge. 

Pour  compléter  sur  ce  point  l’histoire  de  la  science,  il  ne  sera  peut-' 
être  pas  inutile  de  dire  que  l'opinion  à laquelle  s'est  fixé  M.  Laplaee, 
a été  proposée  d’abord  par  Condorcet  (voy.  les  Mém.  de  t Acad,  des 
Sciences  de  Paris , année  1771,  p.  69).  11  l'appuyait  sur  l'élimination 
des  fonctions  arbitraires,  qui  suppose  que  ces  fonctions  ont  des  valeurs 
communes  dans  le  passage  aux  différentielles  successives , d'où  il  con- 
cluait que  leur  forme  ne  doit  pas  changer  brusquement  d’un  ordre  à 
l’autre,  c’est-à-dire  d’un  point  au  suivant;  mais  je  renverrai  au  Mémoire 
d'Arbogast,  pour  l’examen  de  celte  dernière  condition;  et  j’annoncerai' 
aussi  qu’en  reprenant  un  cas  singulier  du  problème  des  cordes  vibrantes, 

* M.  Poisson,  dans  un  Mémoire  qu’il  vient  de  lire  à l’Académie  des 
Sciences,  établit  que  ce  cas  ne  peut  être  résolu  exactement,  à moins 
qu'on  ne  limite  la  discontinuité  des  fonctkms,  comme  le  fait  M.  Laplaee. 

1104.  Condorcet,  à qui  l’on  doit  la  théorie  générale  des  équations  Da  «pnionir 
de  condition  relatives  à l’intégrabilité  des  fonctions  .différentielles , a 
donné  les  équations  de  condition  qui  doivent  avoir  lieu  pour  qu’une  r>»biià« 
fonction- aux  différences  soit  intégrable;  nous  avons  remis  jusqu’à  présent 
à traiter  cet  objet,  parce  qu'il  est  plus  curieux  qu'utile. 

Soit  / une  fonction  quelconque  des  variables  x,  y,  a,  et  de  leurs 
différences  jusqu  a l’ordre  n inclusivement;  si  on  la  regarde  comme  la 
différence  complète  d'une  fonction  V t , Ax  étant  indéterminé,  aussi  bien 
que  les  différences  des  autres  variables,  on  aura 


V = AL„  d F=  dAF,  = Ad  F, , 

d'où  l’on  déduira  successivement 


àV 

AaV, 

AV  __ 

AH.V 

AV  _ ACsV, 

AV  _ 

A\V, 

dx 

dr  » 

dAx- 

dAc  * 

dA‘jr  dA'x  1 

Aa3x 

dA'x 

<ir  __ 

da/' 

AV 

AaV, 

AV  __ 

AV  _ 

AaV, 

ày 

djr  > 

dAy  — 

(Uy  » 

AùAy  Atfy  * 

da‘y 

<\cJy 

cl  r,_ 

AaV, 

AV  _ 

AaV, 

AV  _ A AV, 

• AV  __ 

da  Vt 

da 

da  » 

dAs 

dA’x  — ’ dÂ'x  ’ 

dA** 

ca  z 
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mais  en  transposant  la  caractéristique  A,  dans  -gj-'(page  97 , note) , on 


obtient  A g;  Puis  en  observant  que 


AV  = g dx  + g dAx  + S dA*x  + S ^%x  + elc’ 

+ % + elC‘ 

+ ds  4-  etc., 

av,  = g'  ^ + a£ 1 dA*  + a&  dA‘x + a&  dA1x  + elc‘ 

+ ^ d/  + e,c- 

4-  g d;  + etc.. 


prenant  ensuite  les  différences  de  chaque  terme  de  celte  deruiere  ex- 
pression, qui  donnent 

A djc  = A g*  dr  + g dAX  + A g’dAx> 


AdgdAx=  A dg.dAx4-g  dA-X  4-  A g-dA’*, 

etc. , 


dx 

d r, 

dAx  ' 


dx 

d r, 

1 dAx’ 


pour  former  le  développement  de  AdF,,  et  comparant  enfin  ce  déve- 
loppement terme  à terme , avec  celui  de  AV , on  aura  les  équations 
suivantes , 


d V A AV, 

-ar  = A~dr» 

dr  _ A dr, 

dÂT  — dAX  "* 

d_r  dr^ 

dA“x  ' ' dA“x  "■ 


dx 

d V 

dAx 

dr  . dr,  dr, 

dA^x  dAfx  dA’x 


dr,  , A dr, 

+ a-^4-, 


dx 

4-  A^ 

^ û dAX  » 

, A AV, 

■+•  AdFi’ 


parejillement , par  rapport  aux  variables  7 et  z , 


dy  dy  ’ 

dr  A ^ a dr' 

127  = A dÿ  + 17  + 
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01 J 


dV  . èVt 

dà*y 

dV  _ - dVt 
<£?y  dAty 


d yt 

ÔAy 

.*z.  + Ap., 

àù  y àày  $ 


ÈÎL 

d^y 


AV 

TT 

AV 

dds 

AV 

<ÎZ*x 

AV 

dAJs 


ÉL. 

dz 
dV, 
i dAx. 


,àV,.. 
+ ~àT  + A 


TT* 


AV,  ,AV  AV, 

^dZ^+d^r  + A 


AV, 


dAz 

dV. 


‘srr  + dri  + * 


dAi  , 

dVt 

dA'x  * 


Il  reste  maintenant  à éliminer  les  coefficiens  différentiels  de  Vt  \ on 
y parvient,- de  proche  en  proche,  par  un  procédé  semblable  à celui 
qu’on  a mis  en  usage  dans  le  n*  55a.  En  prenant  d'abord  la  différence 
de  la  seconde  des  équations  relatives  à la  variable  x,  on  a le  résultat 


A AV  _ 

û dAx  — A 


qui  devient 


AV 

dAx 


dAx 
AP ^ 

dAx 


A AV>  . A.  àV' 

A-dT  + A 


dx  » 


, AV  , a 

+ dl  + A 


AV 
dx  * 


. il  •>  ..  AV  .AV 

eu  vertu  de  la  première  équation  = A 

Prenant  ensuite  la  différence  seconde  de  la  troisième  équation , 
on  aura 

A*  A1  -4-  A*  ^ + A’  , 

dA'x  ■ <La*x  ■ dAx  ■ dAx  ’ 

équation  de  laquelle  on  éliminera  les'  termes  A*  A’  par  le 

moyen  de  celle  que  nous  venons  d’obtenir  et  de  sa  différence,  ce  qui 
donnera  ' * 


A-^.=A>^ 
àù,*x  dû*x 


dx  dx  dx 

. a AV  a t AV 

4-  A — h- A* 


1 dAx  r “ dAx 

I 1 ’ ' • 

Si  l'on  prend  encore  la  différence  troisième  de  la  quatrième  équation , 
qu’on  en  chasse  les  termes  A’  A<  à l’aide  de  la  précédente 

S,  ‘ ' 4o  , 


Digitized  by  Google 


5,4  ' €HAP.  llf.  INTÉGRATION 

et  de  sa  différence , ou  obtiendra 
9 


+ Ï + +5A 

dA  'x  dâle  ^ d»  1 de' 


— A 


à£ 

UXc 


— 2 A' 


,dr 

djs 

d F 

dAjt 


, A5  àr 
+ A u 


— A3- 


d V 
dAx 

I a * , A3  dr 

+ A dZ^+A  d^* 


En  suivant  la  marche  que  nous  venons  de  tracer  , et  en  observant  que 
puisque  V est  de  l'ordre,/,  V,  dok  être  de  l'ordre  n—  i , d’où  il  suit 

nue  ¥-*■  = o , on  arrivera  enfin  à 
J dA*x  * , — ’ . 


zp  etc. 


Il  est  visible  que  les  équations  relatives  aux  antres  variables  s,  doivent 
être  absolument  de  la  même  forme  ; mais  que  s’il  y avait  une  variable 
dont  la  différence  première  fût  constante,  elle  ne  fournirait  point  d'équa- 
tion de  condition. 

On  déduirait  aisément  de  ce  qui  précède  les  équations  qui  doivent 
avoir  lieu  pour  que  la  fonction  V soit  la  différence  seconde  d'une  fonc- 
tion y„,  en  formant  d'abord  celles  qui  doivent  avoir  lieu  pour  que  T, 
soit  la  différence  première  de  V et  qui  sont  semblables  aux  précé- 
dentes , mais  seulement  de  l'ordre  n — 1 ; puis  chassant  ensuite  les  coeffi- 
ciens  différentiels  de  y, , par  le  moyen  des  expressions  de  leurs  diffé- 
rences, que  l’on  obtiendrait  à pen  près  comme  ci-dessu9.  Nous  laissons 
au  lecteur,  que  celle  matière  pourrait  intéresser,  le  soin  de  développer 
ces  calculs,  qui  n’exigent  qne  de  la  patience  et  de  l’attention;  nous  ne 
nous  arrêterons  pas  non  pins  à montrer  comment  on  peut  trouver  les 
équations  de  condition  relatives  à l'intégrabilité  des  équations  aux  dif- 
férences ; car  il  est  évicïfcnt  que  si  y =o  désigne  l’équation  proposée, 
il  faut  chercher  les  équations  de  condition  relatives  à la  fonction  My , 
qui  doivent  être  employées' à la  déterfrrinafion  dn  facteur  M , après  avoir 
été  réduites,  autant  qu'il  est  possible,  par  la  suppression  des  terme» 
dont  1 équation  F — Q et  ses  différences,  indiquent  la  nuilitç. 
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I jo5.  Noos  avons  déjà  fait  remarquer,  dans  le  dernier  chapitre  du  se- 
cond volume  de  cet  Ouvrage  (85 1),  l'analogie  que  les  équations  decondi. 
lion  relatives  aux  différentielles,  ont  avec  les  équations  qui  donnent  les 
maximums  et  les  minimums  des  formules  intégrales  indéterminées-,  il 
existe  une  semblable  liaison  entre  les  équations  de  condition  relatives 
aux  différences  £t  celles  qui  donnent  les  maximums  et  les  minimums 
des  fonctions  indéterminées,  exprimées  par  des  intégrales  aux  diffé- 
rences. 

En  prenant  la  variation  dé  ces  fodctiOéto,  on*  SZVts:  1SV-,  et 
lorsqu’on  cherche  leurs  maximums  ou  leurs  minimums  ; U faut  que 
’S.SV  — a;  mais  il  convient  de  séparer  l’expression  de  ?.$ V eu  deux 
parties  , en  intégrant  .autant  qu'il  est  possible  les  divers  termes  de  SV, 
ce  qui  fournit  deux  espèces  de  résultats,  les  uns  dégagés  du  signe  2» 
et  les  autres  qui  ne  peuvent  admettre  d’intégration  tan{  qu’on  «‘assigne 
aucune  relation  particulière  entre  les  variables  qui  entrent  dans  la  fonc* 
lion  V,  On  doit  égaler  séparément  à zéro  chacune  de  ces  parties,  pour 
obtenir  les  équations  qui  déterminenl  la  forme  de  ki  fonction  cher- 
chée et  celles  >qui  sont  relatives  aux  limites  de  l'intégrale. 

S’il  s’agissait  de  chercher  les  conditions  d’après  lesquelles  la  fonc«  * 
lion  V doit  être  une  différence  exacte,  on  verrait  facilement  que 
dans  cette  hypothèse  SV  doit  être  pareillement  tùie  différence  exacte  , 
sans  qu’il  soit  besoin , pour  la  rendre  intégrable,  de  supposer  aucuue 
relation  entre  les  variables  de  la  fonction  V.  Il  suit  de  là  qn’après  avoir 
intégré  autant  qu’il  est  possible  chaque  terme  de  S V , la  partie  qui  reste 
sous  le  Signé  2 doit  s’évauouir  d’ elle-même  , ce  qui  fournit  évidem- 
ment des  équations  de  condition  absolument  semblables  à celles  qui 
résultent  delà  même  partie  de  la  même  formule,  pour  les  maximums 
et  les  minimums.  Quant  à la  partie  dégagée  du  signe  2,  ce  n’est  autre 
chose  que  la  fonction  primitive  de  "S.SV ; et  si  ou  l'intègre  par  rap- 
port à la  caractéristique  S,  le  résultat  sera  l’expression  de  "S.V. 

Eu  prenant,  comme  ci-dessus, 

i le  • 

àV  = 77  dx  + dL  dAx  + dA*x  + etc’  + + elc» 

on  eu  conclura 

SV  = ~ Sx  + AS*  + ^ A'Sx  -f-  etc.  -f-  ^ + etc. 

k ' 

Si  l’on  intègre,  par  rapport  au  signe  2 , d’après  les  formules  du  n*  q5q. 


Digitizéd  by  Google 


5,6  CHAP.  ffl.  INTÉGRATION 

chaque  terme  de  cette  dernière  expression , on  aura  successivement 


= >5  ^ ^ ië  s*- . 


x a/* 


±ir 

ZA  ï^ï  Aj'Jti 


etc. 


Il  en  serait  de  même  à l’égard  des  autres  variables  jr,  z.,  etc.;  et  e» 
ne  considérant  que  les  termes  qui  demeurant  soumis  au  sigue  S,  ou  for- 
mera l'équation 


S ^-a  £ •••=»*■  £ "■ 


a 7^  J'/**;;*  -+-a"  ^ £^* 


êr 


= 6, 


/Ay 


> - 


dans  laquelle  il  faudra  réduire  les  variations  J\r  , <fx,  , . . . • «f  x„,  «*Vv 
Jj-, , etc.,  au  ptus  petit  nombre  possible.  Celte  réduction  s'opère  sur- 
le-champ,  en  substituant  aux  quantités 


IV  . 

77» 

les  suivantes 

tr,M 

/7(7.)  » 


tr_ 

1 ~ÏAx 


.JA**» 


» J^O-O  • A, 

JÂi(n — ,)  » — a)* 


etc. , 

■ K 

etc. . 


qui  en  désignent  les  valeurs  ultérieures,  lorsque  x se  change  enx.J 
X„_, , x._, , etc. , parce  qu’il  est  évident  que  Z -j.-  «fx  ne  diffère  de 
2 Vjy  «fx.  que  d'uue  constante,  que  Z -<j.—  /x,  ne  diffère  de. .. 


2 Jjg  que  d'une  constante,  et  ainsi  des  autres  termes  rela- 

i)  * 

tifs  à x,  et  de  cetrx  que  donnent  les  antres  variables.  D'après  ces  considé- 
rations, il  ne  restera  que  les  seules  variations  indépendantes  <f  r,,  etc.,, 
dont  il  faudra  par  conséquent  égaler  séparément  à zéro  les  coefficiensj. 
on  aura  donc,  par  rapport  à la  variable  x,  l'équation 

/ i _ii. 

7*(i»)  Su*(n— î)  ^ êa*a(n — a)“‘  ÏA‘x 
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Maintenant  on  sait  que 


— a) 


»("—!)  A 3 tJ" 

, A.  *r 

tx  + 1 te  +. 

1.3  ^ tx  *” 

•+  A -Tri 

yy 

A — - -4- 

A*,r 

.+  A"  — — 
^ Mc  » 

tCsx  ^ 

1 A iùx  ‘ * • 

A*  l— . . . 

ty 

■+*’ïfx 

etc. , 


et  la  substitution  de  ces  valeurs,  dans  1 équation  précédente,  fait  pré- 
cisément retomber  sur  l’équation  de  condition  relative  à x,  obtenue 
daus  le  numéro  précédent. 


1106.  La  question  la  plus  générale  qu'on  puisse  se  proposer  sur  les 

variations,  par  rapport  aux  différences,  consiste  à trouver  la  variatiou 
d’une  fonction  qui  n’est  donnée  que  par  une  équation  aux  différences. 
Pour  la  résoudre,  ou  multiplie  la  variation  de  l’équation  proposée  par  un 
facteur; on  intègre  ensuite  le  résultat  par  parties  , comme  ci-dessus;  et  ett 
égalant  séparément  à zéro  les  termes  qui  contiennent  encore,  sous  le' 
signe  2,  la  variation  de  la  fonction  cherchée,  on  se  procure  une  équa- 
tion aux  différences  et  du  premier  degré,  qui  sert  à déterminer  le  fac- 
teur. Ce  calcul  est  trop  facile  à effectuer,  d'après  celui  du  n°  857,  pour 
qu’il  soit  besoin  de  nous  y arrêter.  • * 

1107.  Pour  donner  un  exemple  de  l’applic3tiorf  du  Calcul  des  diffé-” 
rences  à la  recherche  des  maximums  et  des  minirguins ,-  nous  résou- 
drons, d'après  Lagrange,  celte  question  : Prouver,  entre  tous  les  poly- 
gones r/iü  ont  un  même  nombre  de  côtés  donnés  , celui  dont  l’aiie  est  la 
plus  grande.  Soit  AMM'M",  etc.,  ftp.  9 , ce  polygone,  rapporté  à une  FIC 
ligne  AB y menée  par  l’un  de  ses  angles;  la  différence  de  son  aire  est 

le  trapèze  PMM'P',  dont  l'aire,  mesurée  par  PP',  aura 

pour  expression  [jr  + { A/)A.r  ; celle  de  l’aire  du  polygone  entier  sera 
en  conséquence  l’intégrale  2(y  -f-  ; Ay)Ax,  prise  entre  les  limites  mar- 
quées par  les  points  extrêmes  du  polygone  : on  aura , de  plus 

M\T  ==  \J~PP'+  MR  — y/Ax*  + A/\ 

Maintenant,  les  conditions  de  la  question  proposée  donneront  les  « 
équations 

S 2(/  + i Ar)Asr  = 0 , . £ \ ùsxx  4-  A/*  = o , 


3i3  CHÀP.  m.  INTÉGRATION 

dont  la  première  exprime  que  l'aire  du  polygone  cherché  doit  être  un 
maximum  ou  un  minimum,  et  la  seconde,  que  ses  côtés  sont  invariables. 
En  développant  ces  équations,  on  obtient 

2{A x(J>  -+•  v AJ»  + (j  + i A»Aj\r)}  = o , 

AxA/x  4-  AyAfo  _ ^ . 

V'ûx*  Ay*  ’ 

on  conclut  de  la  seconde  de  celles-ci , A/x  = — • • substituant 

X ' 

dans  la  première,  on  la  change  en 

2 (AxJ>  + (5  Ax-./  g - i §£)  Ujr ')  = o -,  . 


et  faisant,  pour  abréger. 


- A jc 
a 


Ay  1 Aya  _ 

J Ax  a Ax 


il  restera  à intégrer  par  parties  la  fonction  ïA Jj\  On  en  déduira 

ïsAjy  = sjy  — 2 as  . jy. , 

résultat  qu'on  transformera  en  s/y — 2As/.jy,  si  l’on  désigne  par  s, 
la  valeur  que  prend  z lorsqu’on  y met  x — Ax,  au  lieu  de  x;  et  1* 
première  équation  du  problème  deviendra 

+ 2(Ax  — As,  )J>  = o. 

Dans  le  cas  où  le  polygone  coupe  l'axe  en  deux  points,  c’est-à-dire 
on  la  ligne  AB  passe  par  deux  angles  opposés,  la  première  et  la  der- 
nière ordonnées  sont  nulles,  ainsi  que  leurs  différences , et  l’on  a jy=o; 
il  ne  reste  que  l’équation 

2(Ax—  As,)jy  = 0, 

qui  donne  Ax  — As/  = o,  ou  x — z(=C,  ce  qui  revient  à..., 
x -f-  Ax  — s — C , et  fournît  par  conséquent  l'équation 

x + Ax  — î-  Ax+^4--^-*  = C, 

a Ax  ' 2 ax 


En  la  multipliant  par  sAx,  il  viendra 

(ax  -f-  Ax)Ax-f-  (27  4-  A»Ay  = aCAx, 
dont  l'intégrale  est 

x*  +7*  = a Cx  -f-  C , 
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équation  appartenant  à un  cercle  dont  le  centre  est  placé  sur  l’axe  des  x, 
et  qui  se  réduit  à x* +/*  = aCx,  lorsqu’on  veut  que  x et  y soient 
nuis  eu  même  temps.  11  résulte  de  là  que  le  polygone  demandé  doit  être 
inscrit  dans  une  demi-circonférence  de  cercle. 

Si  la  partie  de  l’axe  des  abscisses,  comprise  entre  les  deux  points  ex- 
trêmes du  polygone , c’est-à-dire  si  la  base  de  ce  polygone  était  donnée, 
le  dernier  àx,  serait  nécessairement  nul;  et  comme  l'équation 

Ad\r  = — > donne  cïx  — — 2 ^ > ü faudrait  que  la  valeur" 

totale  de  l’intégrale  2 G*1  nulle  aussi  bien  que  celle  de 


2 { AxJ>  4-  ( àx  - / g.  _ i ££)  A J/j  ; 

or  on  peut  appliquer  évidemment  ici  ce  qui  a été  dit  n°  873,  sur  la1 
combinaison  des  conditions  simultanées  auxquels  les  maximums  et  les 
minimums  des  intégrales  aux  différentielles  pouvaient  être  assujélis,  et1 
l'on  aura  en  conséquence 


S {A + A*  + *g-^-^Aj>-}  = 0,. 

k désignant  le  coefficient  indéterminé  par  lequel  ou  a multiplié  la  for- 
mule S avant  de  l'ajouter  à celle  que  donne  la  condition  primi-' 
tivc  du  maximum.  Si  l’on  fait,  comme  ci-dessus. 


A-âï  + lAx 

AT  1 2 


, r „ 1 Aya  _ 3 

* Ac  2 Àx  , 


on’obtiendra  encore  l’équation  a:-f-  A.*  — sœ  <7,  de  laquelle  on  ti- 
rera ensuite 


— 2ÀA/  + (aj?-f-Ax)Ax  -J-  (s \y-\- = aC&x, 

— a kj  jc*-f-/’=aCir -f-  G : 

cette  dernière  équation  est  celle  d’un  cercle  dont  le  centre  est  situé 
d’une  manière  quelconqne  par  rapport  aux  coordonnées  : ainsi  parmi 
tous  les  polygones  que  Von  peut  construire  sur  des  côtés  donnés , celui 
qui  sera  inscriptiblc  dans  un  cercle  renfermera  le  plus  d’aire. 


j 108.  Si  les  côtés  du  polygone  ne  sont  pas  donnés  cbacnn  en  parti- 
culier, mais  qu’on  en  ait  seulement  la  somme,  alors  l’équation.  . . . . 
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5K> 

à y' Ax*  4-  A/*=o  doit  être  remplacée  par  JX  V A*'*  4"  Aj*  = 0,  ou  par 

5 AxA<tx  4-  AyaJy  __  n 
V'Ax"+ûÿi  ' 

équation  qui  doit  être  combinée  avec  celle  du  maximum , 

2 { Axdy  4-  i AxA//  + O + i A/)Aj\r}  = o , 
comme  nous  l'avons  indiqué  plus  haut , et  d’après  laquelle  on  a 

kAy 


X {Axjy  4-  (i  Ax  4-  7^=)  *0 


4-(r4-^A74- 


kAx 


'j  AcTx)  =o. 


Pour  abréger,  faisons 
- Ax  4 


V/ax‘4aJ'*'  ' 

kAx 


a-  ” ’ ÿAx*  -f  ty* 
nous  aurons 


— — = 3,  j4--A/+  = w { 

y J i a J ^/ax‘4  Aj* 


•2(Axjy  4“  *Ajy  4"  mA  J\r)  = o ; 

en  iute'grant  cette  équation  par  parties,  de  même  que  celle  du  numéro 
précédent,  elle  donnera 

zSj  4-  n«fx  4”  2 {(Ax — Az,)J 'jr  — A«(<fx}  = o p 

d'où  l’on  déduira 

Ax— As,  =o.  An,  = o,  x — s,  = C,  ul=CJ 


on 


X+^X-T7àm==c^  J+i*r  + 


kAx 


— Cé 


t/ÂV-f-Aj*  ■ J » J V/^x*4Aj“ 

Si  on  multiplie  la  première  de  ces  équations  par  aAx,  la  seconde  par 
aA/,  puis  qu’on  les  ajoute,  on  formera  la  suivante, 

(ax  4-  Ax)Ax  4-  {y  4-  A/)  A/  = aC’Ax  4-  a CA/ , 

dont  l’intégrale  est 

x*  -t-/*=aCx  4-  a C’y  4-  C'*, 

et  appartient  à un  cercle  quelconque.  Faisant  aussi  disparaître  les  radi- 
caux dans  les  équations  d’où  celle-ci  est  tirée,  on  obtiendra 

ti’Ax* 


Ax*  -f-  fiy* 


■{C—  J—  ïA/)'j 
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en  ajoutant  ces  résultats,  il  viendra 

**  = (C-x-i  Ax)*  + (C — y — j A_y)‘ 

= C*  + <7‘—  aCx  — uC'y  + x'  +y“ 

— ( C — x)Ax — (C' — j)ty  + 5 ûx*  -f-  i Ay  ; 

mais  par  l’intégrale  déjà  obtenue,  on  a 

— a Cx—  a Cj+x%  4- y = C"*, 

— a(C  — x)Ax  — a(C— jr)tÿ  + Ax*  4“  Ay*  2=0  } 
il  restera  donc  seulement 

*•  = C*  4-  C'  -f-  C'*  — i (Ax*  4-  Ay), 

résultat  d’après  lequel  il  est  visible  que  la  quantité  Ax*-f-Ay  doit  être 
constante,  et  que  par  conséquent  les  côtés  du  polygone  cherché  doivent 
être  tous  égaux. 

Les  termes  zSy  et  uJ'x  s’évanouissent  d’eux-mêmes,  lorsque  les.poinls 
extrêmes  du  polygone  sont  donnés  ; mais  dans  le  cas  où  la  base  seule 
serait  donnée,  c'est-à-dire  où  l’on  aurait  la  dernière  valeur  de  x—a, 
la  première  étant  zéro  , il  faudrait,  pour  faire  disparaître  le  premier  de  i 

ces  termes , prendre  z = o , lorsque  x = a,  ce  qui , en  ver  lu  de  l’équation 

x — zl  — C, 

donnerait  C—  a,  et  conduirait  à l’équation 

x* 4-y  = aax  aC>  4-  C". 

Il  suit  de  là  que,  parmi  tous  les  polygones  ifun  même  nombre  de  côtés 
et  d'un  même  périmètre , celui  qui  renferme  le  plus  d'aire , est  le  poly- 
gone régulier  inscrit  au  cercle. 


« 


5. 
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CHAPITRE  IV. 


Théorie  des  suites,  tirce  de  la  considération  de  leurs  Fonctions 

génératrices. 

,ioo  Lrs  chapitres  précédens  ont  dît  montrer  que  ce  que  le  Calcul 
aux  différences  offrait  de  plus  achevé,  consistait  dans  les  formules  d in- 
terpolation, dans  quelques  séries  générales  pour  l’intégration  des  fonc- 
tions d’une  seule  variable,  et  dans  l'intégration  des  équations  du  premier 
degré  à coefficiens  constaus.  M.  I.aplace,  en  .779,  parvint  à tirer  ces 
diverses  théories  d’une  même  source,  savoir,  de  la  considération  de 
' ce  qu’il  appela  les  fonctions  génératrices;  sous  ce  nouvean  point  do 

vue  elles  présentent  un  ensemble  aussi  simple  que  lumineux,  et  consti- 
tuent une  nouvelle  espèce  de  calcul  qu’il  peut  être  utile  de  cultiver. 
Nous  allons  donc  le  faire  connaître  dans  ce  chapitre,  qui,  pour  être 
entendu,  n’exigera  , sur  les  différences  et  sur  les  intégrales,  que  les  no- 
tions* les  plus  simples,  et  pourra  ainsi  former  un  traité  élémentaire  sur 

ce  sujet. 

P..  Fon-iton.  Une  série  quelconque  étant  représentée  par 

«ritrie  seule  t»- 

« =jr.  + j>1  + rs  • • • • +?>'*  +M'*' + erc-  ; . 

le  second  membre  est  le  développement  du  premier , suivant  les  puis- 
sances de  la  variable  t,  u est  la  fonction  génératrice  de  ce  second 
membre;  mai»  parce  qu’il  est  contenu  implicitement  dans  so» terme  gé- 
néral  y J’,  nous  dirons  que  u est  la  fonction  génératrice  de  y,  qui  sera 
le  coefficient  de  f dans  le  développement  de  la  fonction  u,  et  de  là 
nah  un  calcul  direct,  quand  on  veut  déterminer  les  coefficiens  par  le 
moyen  des  fonctions  génératrices , et  un  calcul  inverse,  quand  on  veut 
remonter,  des  coefficiens,  aux  fonctions  génératrices. 

11 10.  La  première  question-  qui  va  nous  occuper  aura  pour  but  de 
déduire  du  coefficient  y,,  relatif  à la  fonction  génératrice  u,  celui  de 
qnelques  autres  fonctions  liées  à celle-là  d’une  manière  fort  simple.- 


P 


Digitized  by  Google 


DES  FONCTIONS  GÉNÉRATRICÉS.  Sa3 

i*.  II  est  visible  que  le  coefficient  de  t’  doit  être  égal  à yx-<  dans  ut, 
à T-*-,  dans  ut‘ , et  en  géne'ral  dans  ulm, 

a*.  Le  même  coefficient  de  t*  doit  être  égal  à jr,+,  dans  le  dévelop- 
pement de  y > à y,+x  dans  celui  de  et  en  général  à yI+.  dans  celui 

de  ? o 
D’après  cela,  le  coefficient  de  t?  dans  nQ  — i^,  ou  ~ — u,  est  évi- 
demment égal  à y,+,  — y,,  ou  à Aym;  puis  à cause  que 

= OC1-1)» 

on  aura  pour  le  coefficient  de  t r,  dans  le*  développement  de  cette  der- 
nière fonction,  Ay,+,  — Ay,,  ou  A %ym,  etc. 

En  continuant  ainsi,  on  reconnaîtra  sans  peine  que  le  coefficient  de  t’, 
dans  u Ç-  — est  égal  à A 'y^ 

11  suit  de  là  aussi  que  uQ — est  la  fonction  génératrice  de  A'y,, 
et  que  utm  Q-  — est  celle  de  A'yt_~.  * 

3*.  Passons  à la  fonction  plus  générale 


dans  laquelle  a,  a',  a",  ....ofo,  représentent  des  constantes;  le  coeffi- 
cient de  t ' dans  le  développement  de  cette  fonction  que  l’on  peut 
mettre  sous  la  forme 


, a'u  . o’o 
OU  + — -f-  -JT- 


sera,  d’après  ce  qui  précède, 

oy,  + a'y*+<  + <r*+ + 

Comme  celte  dernière  expression  revient  souvent,  M.  Laplace  la  dé- 
signe par  v/*  ; et  en  conséquence , la  fonction  génératrice  de  v/*  est 


V 
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H compose  ensuite,  avec  vy*>  l'expression 

avy,  + + a''VJ,+ + ^"V/*-*-. , 

qu'il  désigne  par  v'y,,  et  dont  la  fonction  génératrice  est 


Ensuivant  cette  notation,  il  forme  une  suite  d'expressions  VÎ7V—V!T«> 
dont  les  fonctions  génératrices  sont  respectivement 

« («4-  7 H-  ~ + ?-•--+  Çj- 

4*.  Ces  résultats,  combinés  avec  les  précédens,  font  voir  que  la 
fonction  génératrice  de  l'expression  AV’/*-.  est 

.“•(*+7+F--+r)rCi-)'» 

et  de  même,  que  celle  de  AV/*+.  €St 

?(*+T+?--+m--)' 


1 1 1 1 . Il  suit  de  là  que  rien  n’est  plus  facile  que  d’obtenir  le  coeffi- 
cient de  t’  dans  le  développement  de  us*,  si  s désigne  une  fonction 

quelconque  de  j-;  il  suffit  pour  cela  de  développer  s' suivant  les  puis- 
sances de  -,  et  en  représentant  un  terme  quelconque  de  ce  dernier  dé- 
veloppement par  le  terme  affecté  de  f dans  le  produit  , aura 
pour  coefficient  celui  de  t*+"  dans  u,  multiplié  par  K,  ou  Ky,+m, 
ce  qui  revient  à changer  la  puissance  n de  - en  /*+.•  On  voit  par  là 
qu’en  écrivant  dans  sr,  y,  au  lieu  de  f-,  et  développant  ensuite  suivant 

les  puissances  de  il  n’y  aura  qu’à  changer  (/,)•  en  y,,  (/,)’  en 
/»+!,••  • • (/.)“  en  y,+m,  pour  avoir  le  développement  du  terme  géné^ 
ral  de  us*. 

Soit,  par  exemple,  s =j-—  x;  on  aura  s*  s=Q  îJ-,  substituant 
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J*  à - , développant  ensuite,  eLfaisant  le  changement  indique,  il  viendra 


r — Pr  < P(P— ')  - PCP—  >)(/>— a) 

^ *+p-‘  + 1.2-^ flsTB y*+r-3  ■+■  etc. , 

pour  le  terme  général  du  développement  de  u Q — i)',  c’est-à-dire 

l'expression  de  A % (numéro  précédent),  ce  qui  s’accorde  avec  le  n*  883. 

On  formerait  d’une  manière  analogue  le  développement  de  vpv 
en  prenant 

,-fl_ f.  £ + £ a.*» 

i na.  On  introduira  les  différences  de  y,  au  lieu  des  valeurs  succes- 
sives de  cette  fonction,  si  l’on  développe  s ’ suivant  les  puissances  de 

f—  i,  en  sor,e  qu’un  terme  quelconque  XQ  — ijde  ce  développe- 
ment donne  XuQ~  i)  ; KAy,,  sera  le  coefficient  de  ««dans  ce  der- 
nier; et  puisqu’il  faut  substituer  A"/,  à Q — i)",  il  est  visible  qu’il 
suffit  de  changer  d’abord  j — i en  Ay„  ou  (-em-f  Ay„  puis  de  dé- 
velopper le  résultat  suivant  les  puissances  de  Aj, , et  d’écrire  ensuite 
A%>  ou  J-,  au  l>eu  de  (A /,)*,  A/,  au  lieu  de  (A_y„)>,  et  en  géné- 
ral, A y,  au  lieu  de  (Ay,.)". 

Si  l’on  prend,  par  exemple,  s = i,  qu’on  écrive  s=  i -J-  I — 4 , et 
qu’on  développe  { 1 -f-  Q — i)}'  suivant  les  puissances  de  i ; en  Éli- 
sant les  cbangemens  indiqués  ci-dessus,  on  obtiendra 

•r.  + ? Ar. + *r. + iy.+.cc., 

pour  l’expression  du  terme  général  de£ , et  par  conséquent  de  î îo), 
ce  qui  s'accorde  avec  le  n’  88a. 

in5.  Le  développement  de  2%  s’obtient  avec  la  même  facilité,  en 
observant  que  s’il  a z pour  fonction  génératrice , le  coefficient  /„  qui 

revient  à A'S^y,,  aura  pour  fonction  génératrice  a Q-  ■—  iY  (mo), 
et  que  par  conséquent  on  pourra  poser 

a(j-i)'=«. 


P(P— ')(p— a) 


Digitized  by  Google 


CH  AP.  IV.  THÉORIE 

avec  la  restriction  cependant  de  ne  prendre  dans  le  développement  du 
premier  membre  que  les  termes  où  l’exposant  de  t n est  pas  négatif, 
puisqu’on  n’en  suppose  pas  de  tels  dans  le  secoud  ; mais  alors  le  dévelop- 
pement de  a étant  de  la  forme 

A + Bt  -f-  Ce. . . .-t-  Ne—  + Pe  ■+•  etc. , 


celui  de  a Q deviendrait  la  série 


A.B -A-Ç- 
V -t~  r.Tre  • 


+ Ç+  •P'+ete., 


dont  les  p premiers  termes  ne  sauraient  entrer  dansa,  lorsqu’on  se  borne 
aux  indices  positifs  de  j.  Si  donc  on  veut  rendre  complètement  exacte 
l’équation  posée  ci-dessus,  il  faudra  écrire 


•+  % + etc. , 


et  alors  A,  A'„  A1,, A’r_„  seront  les  p constantes  arbitraire#  qui 

entrent  dans  l’intégrale  2 ry,  (961). 

Oa  tirera  de  là,  abstraction  faite  de  ces  constantes, 


z 


il  ne  s’agira  plus  que  de  passer  de  la  fonction  génératrice  au  coefficient, 
d’après  les  préceptes  donnés  dans  les  numéros  précédées. 

Ce  résultat  rend  évidente  l’analogie' des  intégrales  avec  les  puissances 
négatives,  déjà  remarquée  dans  le  n*  966;  car  il  montre  qu’on  peut , 
en  changeant  seulement  le  signe  de  l’exposant  p,  passer  de  la  fonction 

génératrice  de  JVyx,  égale  à uQ  — iJ,  à celle  de  2 "y,,  égale  à«Q-  — 1)  ’• 
et  réciproquement. 

Après  avoir  montré  comment  la  considération  des  fonctions  géné- 
ratrices conduit  aux  formules  fondamentales  du  Calcul  aux  différences, 
entrons  dans  quelques  détails  sur  les  applications. 

1114.  L’interpolation  des  suites  n’est,  au.fond,  que  la  manière  de 
passer  du  terme  y,  et  de  ceux  qui  le  précèdent  ou  qui  le  suivent,  à un 
terme dans  lequel  n représente  un  nombre  quelconque;  or, 

est  évidemment  le  coefficient  de  t‘  dans  £ ; toutes  les  manières  de 
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développer  — doivent  donc  fournir  des  formules  propres  à l’interpola- 
tion. On  a déjà  vu,  dans  le  n*  ma,  la  plus  simple  de  ces  manières, 
qui  consiste  à développer  -f-  — ')]'">  suivant  les  puissances  de 

i — i : en  voici  encore  quelques  autres. 

Soit,  premièrement,  ^ = i +* ~r,  et  qu’on  développe  ^ suivant  les 
puissances  de  a,  par  le  moyen  du  théorème  du  n*  109;  on  trouvera 

ü = n f I -f-  - « 4-  n(n+3f-~-)  tt.  . ”("+3r— ) (n+Sr-a)  ^ 

t*  l'i  i.a  l.a.3 

, n(n+4r— i)(n+4r— a)(n+4<-— 3)_4  , ) 

H --j-j 4-  etc.  j. 

Mais  de  ^ = 1 4-  ai,  on  tire  a = t' Q — 1);  et  puisque  le  coefficient 
de  t*  est  dans  ua,  dans  n»*,  et  ainsi  de  suite  (mo),- 


on  aura 


=.r.  + ; AT~  + 


n(n+3r — i)(>H-3r — 3) 
1.3.3  . 


-f  r,(n+4r-<)(n+Jr-aXn+4j^  +etC->, 

formule  qui,  par  le  changement  de  x en  n — r,  de  «en  r,  de/*en  1 et 
de/*+,  en  A'u.»  devient  celle  du  n*ga5. 

m 5.  Secondement,  si  l’on  prend  r^i  — t)’=  3',  ef  qu’on  cherche 
la  valeur  de  — en  3,  on  aura  des  formules  analogues  à celles  des 
. n"*  got  et  90a.  Pour  développer i-  suivant  les  puissances  de  z,  il  faut 
observer  que  ^ est  le  coefficient  de  te*  dans  le  développement  de  la 
fraction — •' — , puis  chercher  à introduire  z an  lieu  de  t,  sans  faire  en- 

trer  dans  le  résultat  les  radicaux  que  donnerait  l'équation  proposée 
entre  t et  z.  Or,  en  multipliant  par  1 — az  les  deux  termes  de  la  fraction 

— ~j,  on  aura ' ~ — ; et  comme  l’éqnalion  t/i  — 1)  = s 

,_ï  , — * (j  4-  <)  4-  «* 

donne  J4*=34îi  il  viendra  ■ — blTli — • mais  il  est  facile  de 
r 1 (1 — *)• — «s’ 
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5î« 

voir  que 

i 1 i az  _i_ — . -i a -f-  etc.  : 

(,_«)>—«  (i  — <o*  (i  — «)*  ^ C*  — *)  C1  — *) 

il  reste  donc  à développer  chacune  des  fractions  du  second  membre  de 
cette  équation,  et  à rassembler  les  quantités  qui  multiplient  a*  dans  le 
résultat  final. 

JL,e  coefficient  de  ar  dans  le  développement  de  ^ est , a_3_  # ,rd»r' 
en  faisant  <t  — o , après  les  différentiations , ce  qui  donne 

î .a. 3. . . .r 

Par  celte  formule,  le  coefficient  de  «■"  est 

dans 


n+  i 
t 

B(n-t-i)(n+a) 

i.a.3 


('— )’  ’ 


dans 


(•— 0'  * 

(n-.W"+0("+0("+3)  daos 

i .a.5. 4*5  C1 — *)6  9 

♦ etc.  ; 

en  nommant  donc  Z le  coefficient  de  a",  dans  le  développement  de 

! , uous  aurons 

(»— «)*—•“  * 

„ n + i , n(n  + i)Cn+a).  , fn— i)n(n+Q  (n+a)  (»»-h3) 

Z = “I 1 rTX3 ZH  i .a. 3. 4. 5 * 


(n — a)(n — i)n(n4-0(»-M)  (|H-3)(n+4)  , 


~ i. a. 3. 4. 5. 6. 7 


— s5  ■+■  etc.  ; 


expression  qu’il  est  facile  de  cbanger  en 

„ n4-i  . (n+0[(n+0*— O _ , (n-f ») K.+i)*— 0 [("+0‘— 43 

z — 1 — 1 no a : rxrp 

, (n+or(n-i-o,-or("-PO,-43C("-f-o,-93 , elc> 

1.3. 3.4. 5. 6. 7 ~ 

Si  l'on  y met  n — 1 , au  lieu  de  n , elle  donnera  le  coefficient  de  *’  dans 
le  développement  de  ^ savoir» 
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mais  il  est  e'vident  que  le  coefficient  de  «*,  dans  le  développement  de 


I — mt 


(i ou  de  iT-.7=z- est  z-z'i>  et  Sue 

par  conséquent 

£=u(Z-Z<0; 

la  question  proposée  revient  donc  à chercher  le  coefficient  de  t*  dans 
le  second  membre  de  celte® équation  , celui  de  la  même  puissance  de  t 
dans  le  premier  étant  y,+..  Or,  un  terme  quelconque  de  uZ  pouvant 

être  représenté  par  Kuz'  — Kue  Çj — 1^  , donnera,  d’après  le  n*  1 1 10, 

K^'yr_ , tandis  qu’un  terme  quelconque  de  ulZ1,  représenté  par  K ut:', 
donnera  K A‘yi_,_l  ; on  aura  donc 


Çf±0 


+ 


(n+OQ+  ,)■-,] 

T7âT3 


A'y*-, 


— 7 Jm-t 


. (n+OC(n  + »)--,][(n+lV-43  ..  , etc 

i.a.3.4.5  ^ etc. 

i.a.3  -7x— 


n(n*— i)(n‘— 4) 


A*y,_,  — etc. 


1 .a. 3. 4. S 

Nous  déduirons  de  la  valeur  précédente  de  -p  de  nouvelles  expres- 
sions de  yI+m,  en  y changeant  n en  n — 1 ; cav  en  désignant  par  Z"  ce 
que  devient  dans  ce  cas  Z',  qui  représente  ce  que  devient  alors  Z,  nous 
transformerons  l’équation 


l = Z-Z't 


en 


ji-  = Z'  — Z"t  ; 

de  cette  dernière  nous  tirerons  — = — Z",  et  prenant  la  moitié  de 

la  somme  des  deux  valeurs  de  4 , nous  aurons 

t"  * f 

i = i Z — i Z''  -f  - ( . + t)  ( i — « ) Z'. 

t"  a a 1 a ' y \ « / 

Mettons  pour  Z,  Z'  et  Z",  leurs  valeurs,  nous  obtiendrons 


-Z  — - Z"  = - j"'4'  ■■  -f 

a a ait1 

=*+£«+ 

5. 


n(n  + >)(n-f  a) 

i.a.3 

1 tn  — 1 . (n  — a)(n — i)n 


etc.  J 

etc,  J 
»’(«*  — 0(«* — 4) 

* ■ — *J  “ 

4» 


i.a.3 

”*("*—  O -»  ■ " V"  --A"  ~ ■»/.»  I . 
i.a.3.4  i. a. 3. 4. 5. 6 ‘ Cl 
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pois  chassant  s y il  viendra 

+ ïS$^‘,(r-0'+“-} 

+ i"([  +0  — ‘)+  V.-T  '(*  0 

-t^SgrMr-  ■)’+«'•)• 

et  formant  les  coefïiciens  de  P,  pour  chaque  membre,  d après  les 
règles  du  u*  mo,  on  en  conclura 


=r. + ~ A%-  + vEf  *r~ 

-4-^7  (A/»  + A/*-<)  + i "TTâX  *+■ A^*— ) 

+ ; (^!r — + A!r*-0  4-  etc. , 

formule  semblable  à celle  du  n*  901. 

Si  l’on  en  prend  la  différence  en  faisant  varier  n de  l'unité , on  aura 

Ar*+.  = 1 (an+  i)A*7x_,  + 77J73 

. (an  +.|Kn_±jXi+  ■)"  (»~  !j  A.^_,  + etc. 

*2  > .3  3.4.5  ^ 

4-  ; (Ar-  4-  Ar~)  + î (A!r.-.  4-  A3.r*-.) 

+ 5 + A^-’>  + c,c- : 

écrivons  maintenant^',  au  lieu  de  A?-*»  el  ~ 77 1 - au  l*eu  de  ”>  n0A* 
changerons  ce  dernier  résultat  en 

= ; (A  +/•-■) + ; + ‘■y~> 

+;  W—  + "/.-.)+'«• 


n*(n»-l> 


+ ÎA r'. 


. ■>  A3V- 

2.4.6 


W(n'-—  >)(»'*— fl)  . 5 , . . 

T MX87j“  a-/  *-3  4-  «le- , 


formule  qui  rentre  dans  celle  du  n°  902. 


r 
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m6.  Nous  allons  parvenir,  dans  cet  article,  à une  formule  d'inter- 
polation plus  générale  que  les  précédentes,  et  qui  convient  à toutes  les 
séries  qui  tendent  sans  cesse  à devenir  récurrentes.  Soit 


, O . C , «■ 

; = a+r  + F + 7‘ 


r £«i — i 


L. 

[Ut  f 


* 

la  question  se  rédnit  à trouver  une  expression  de  — , ordonnée  suivant 
les  puissances  de  s,  et  qui  ne  contienne  que  des  puissances  de  l-  infé- 
rieures à La  méthode  qui  s'offre  la  première  est  l’élimination  des 


puissances  p etc.  dep,  suivant  le  procédé  indiqué  dans  le 

n*  1088;  mais  cette  méthode  devient  impraticable  lorsque  le  nombre  n 
est  un  peu  grand;  et  pour  arriver  à un  développement  général , il  faut 
avoir  recours  à d’autres  artifices  analytiques  : voici  celui  que  M,  Laplace 
emploie. 

En  multipliant  le  numérateur  et  lerlénominateor  de  la  fraction  — ^ par 

1 7 

(a  — s)9“  + ifl— • + cfl— . ...+  pQ  + q, 


et  substituant,  dans  le  nouveau  numérateur  seulement,  pour  s sa  va- 
leur, il  vient 


46- 


(i  — ^ (afl”  + 66“-'  + cÜ“-‘  + eS"-K  ..+  fi i+q  — »5“) 

les  deux  termes  de  cette  fraction  étant  divisés  par  i — -,  elle  prend  la 
forme 


69— < -f-  c9— * -f-el— ’. . . .+  pi  4-  9]  ] 


c5"4-69”-,4-c9— 4-e9“-J 4 pi+<j  — 19“* 


Maintenant,  la  quantité  ~ pouvant  être  considérée  comme  le  coefli- 
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cicnt  de  8"  dans  le  développement  de j,  sera  aussi  le  coefficient 

l“F 

de  8"  dans  le  développement  de  la  fonction  précédente,  développe- 
ment qui  ue  dépend  que  de  celui  de 

» '■*  

ai-  + iB"-'  -f-  e6*~*  + *«”_J + pS  + q — *#*’ 

Faisons,  pour  abréger, 

arjm  + 48““'  ■+■  cüm~‘  4~  e8"~3. . . .+  p9- f-  q = 

nous  aurons 

expression  dans  laquelle  il  reste  à développer,  suivant  les  puissance* 
de  8,  les  quantités 

* ' ' J_  etc 

y j yi  > ~ÿi  i fi» 

On  y parviendra  en  décomposant  la  fraction  y en  fractions  simples, 

suivant  les  procédés  du  n*  375 , et  convertissant  chacune  de  ces  der- 
nières en  séries;  alors  si  l’on  désigne  par  Z,_,,f,  le  coefficient  de  6r, 
formé  par  la  réunion  des  termes  correspondans  de  ces  séries,  les  coefli- 
ciens  de  8”  dans  les  quantité* 

1 î6“  £6*- 

ÿ > y%  i y*  9 y\  y ClC'  > 


seront  respectivement 

Zc  „ , , Z, , Z3,_ s»»3,  etc.; 

le  coefficient  total  de  6*,  dans  le  développement  de  sera  donc 

Z.jlt  ■+■  ZI|S_B s + Z,  ....«s*  + Zj^jnï3  H-  etc. 

Substituant  cette  série  dans  l’expression  de  ^ , on  obtiendra 

i = 4[Z.,._.+I  + zZ,  ._„+I  + s*Z,,.-j.+,  4-  etc.] 

4“  4”  zZft„ — 4“  ^ ZB(- — 3m+i  4“  etc.] 

4-  c[Z.  „_.,+3  4-  zZ.  «_,m+,  4-  i’Z,,_s«+i  4~  etc.] 
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, H"  wi+i  "f"  etc.] 

~h  c[Z*,,-m+,  4~  4-  etc.] 

4_  2.  f e[^.,.-«+i  + ._„+1  4-  z‘Z,,.-3m+,  4-  etc.] 


4~  p?rr  y[Z,,_m+,  4“  4"  s«—i  4*  etc.]. 

t Les  quantités 

«j,  4-  ^r,-,  4-  4-  qy.+m , 

«VJ,  4-  *VJ,+.  4-  «VJ,- 4-  '/VJ,-» , 

«v*j,  4-  £v!r,+.  4-  «VJ  x+»*  • • • 4-  7Vj,+, , 

etc., 

ont  été  désignées  respectivement  par  vj»>  v’j,,  v!/"»>  etc.,  dans  le 
n°  nio,  et  il  suit  aussi  de  ce  numéro,  que  le  coefficient  de  t*,  dans 

la  fonction  — est  v J,-,  \ si  donc  on  multiplie  par  u l’expression 

de  pr  > trouvée  ci-dessus,  on  aura  celle  de  — , fonction  génératrice  de 

J,-»  > et  prenant  les  coefficiens  du  second  membre , suivant  la  re- 
marque que  nous  venons  de  faire,  on  en  déduira  cette  formule 


J,+.  = 

j,{£Z„._ 

-m-+- 1 “4“  cZ.,m — w-t-i 

4- 

eZ„,. 

-«4-3  ‘ * 

• •4- 

<jZ. 

} 

4- 

»,■—  •"•4- 

.-h 

eZ,.. 

— an»  4- 3°  • 

• •4- 

çZ,'._ 

- } 

4- 

V*J,{^»,._ 

-»»— 14* 

• + 

eZ,. 

— 3at+J‘  * 

çZk,_ 

+ 

, a — *14-1  “4“  w-f»  * • 

• •4- 

HZ”,— 

) 

4- 

VJ,—i{£-/>, 

,*■ — *■ 

»+»•  • 

• ■4- 

?z.._ 

in — 1 

) 

4- 

J,+.{cZ., 

s— n-f  t • • • • "I  ^^9, 

n — > 

} 

4- 

— 4~  </Z,: 

n— m — 

} 

4-7J,-^_,Z. 4-7vj,+»-iZ1, i I j/V  J,— m— iZtK_ s»+i4"etc. 


Les  diverses  séries  dont  cette  expression  est  composée  étant  ordon- 
nées suivant  les  quantités  y/,,  V • • VJr-i)  v!/"*-.»  etc.,  sont  con- 
vergentes toutes  les  fois  que  ces  quantités  vont  en  décroissant,  à mesure 
que  l’exposant  de  leur  caractéristique  augmente;  on  en  tirera,  par  con- 
séquent des  valeurs  dej,+.,  qui  seront  d’autant  plus  approchées , que 
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la  convergence  sera  pins  rapide.  Ces  valeurs  seraient  entièrement  exactes, 
si  l'on  avait  v[yt=o,  puisqu  alors  chacune  des  séries  qui  les  forment 
ne  renfermerait  qu’un  nombre  de  termes  limité. 

L’équation  v'j‘m  = o développée,  revenant  à 

av~'j.  4-  4-  cV'y.+t — + w~y*+*=o , 

appartient  à une  série  récurrente  dont  le  terme  général  serait  exprimé 
par  Vr~'jr  (io5o),  ce  qui  fait  voir  que  la  formule  d’interpolation  ob- 
tenue ci-dessus,  donnera  l’expression  du  terme  général  de  toutes  les 
séries  qui,  par  des  combinaisons  d’un  nombre  m de  termes,  effectuées 
d’après  les  formules  y/,,  V'j'i , etc.,  conduiront  enfin  à une  série 
récurrente. 

Si  l’on  avait  simplement  yyM  = o , ou 

«j.  4-  *r*+.  4-  çr*+» — 4-  2T.+»  = ° » 

on  en  conclurait 

aj.  4-  4-  ÇT.+.-  • ■ •+  <ZT.+»  = o , 

m 

en  changeant  x en  n;  et  faisant  x — o dans  la  valeur  de  il  eu 

résulterait 

j r.=r.{«  o,i — m-4-l  4-  CZ3>«_«+,  -f~  eZ,  i-m+J  • • • • ”4"  vz...} 

4-  j.{cZ0>_„+,  4-  

4 - Jr«{eZ,i„_„+, 4"  </Z'im_,} 

4-  ty »-,Z.i,_,+l.  • 

Cette  dernière  expression  offre  l’intégrale  complète  de  l’équation  aux 
différences  posée  précédemment  ;y0,  y, , y„. . . -Jm-,,  en  sont  les  cons- 
tantes arbitraires. 

Si  l’on  se  proposait  l’équation  y*^,  = o , la  formule  générale  donne- 
rait pour  ce  cas  un  résultat  dans  lequel  entreraient,  comme  arbitraires, 
les  quantités  J.,  vj', , y,  , y 7,. . . , y/„_,  : leur  nombre  est  égal 

à a m,  parce  que  l’équation  y 'y,  = o monte  à l’ordre  marqué  par  2m  ; 
car  sou  développement  est 


a{afs 

4- 

4-  cjr,+ 

■ . - 4-  ?/*+-  } 

4- 

4-  tyi+t 

4- 

4-  c[aj-,+. 

4-  h ' i+i 

4- 

. . .4- 

4- 

4“ 

’ 1 “ *0  X-t-IW-V-B  • 

•••4"  } 

11  en  serait  de  même  des  équations  plus  élevées  y3j'x=o,  y‘/,=o,  etc. 
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ii  17.  En  faisan»  _r,==y,  4-/'»»  on  parviendra  encore,  par  les  for- 
mules précédentes,  à l’intégrale  de  l’équation  vmf* -f-  X,  = o , dans 
laquelle  X . désigne  une  fonction  quelconque  de  x : la  fonction  géné- 
ratrice «deviendra,  dans  cette  hypothèse,  u ■=  u",  «'  et  «''  repré- 

sentant les  fonctions  génératrices  dey.  et  de  Supposons  que  u"i'=A, 
et  que  AT.+.  soit  le  coefficient  de  t*+t  dans  le  développement  de  A ; 
nous  aurons  X,+m  = (1110)  ; maïs 


> i'r 

i'  (ut-  + 4r~'  4.  et"— + e)'  * 

et  le  coefficient  de  dans  le  développement  de  cette  fonction , sera 
évidemment  le  même  que  celui  de  6*+’-“'  dans  le  développement  de 

....  **  0 

* j 1 

(«bm  M*-*  + cb™-* + q )'  > OU  ae  Jr,  y 

coefficient  qui,  d’après  le  numéro  précédent,  sera  désigné  par 

Z,_,  11  suit  de  là  que  coefficient  de  dans  u",  ou 

dans  4 , sera 
2»  7 


•^x+i — mj^i— 1,0  *4“  •^■1+» — m/— ■ 1 • • • • ^0^1— i.i+tj-a,  ) 

et  reviendra  par  conséquent  à ZA',Z,_,  en  prenant  l'intégrale 

depuis  r—  o jusqu’à  r^=a'-+^«— ms  ; maintenant,  si  l’on  écrit  dans  l’ex- 
pression générale  de  j-r+,  du  numéro  précédent, ; y. -f-  y’^.y  puis 
qu’on  fasse  x = o,  et  qu’on  mette  pour  y',  sa  valeur  2ArZ,_,._-(_r 
on  aura  ■ ’> 

y.  + zyz,., = 

"•+'  “f”  ■ .4* 

V7.{£Z,  4-  .«Z,,. 

-Mt+I'  • • •'*  “t- 

[+  4-  cZ, . . 4-  7Z,_,  ,_wl+mJ 

iJit^Z,  4-  yZ.._,} 

“f"  V’  y,{cZ,_l._m+1 ••'••‘ri-  1 

4“  </J’n,—  ,Z. ,—m+r  “H  IJVJ'm— |Z,  4“ 

Cette  série  s’arrêtera  toutes  les  fois  qu’on  aura  v7,=o,  ou  V‘JJ,-j-V'jJl.—Q, 
ou  enfin  vy.-f-  A".  = 0 : elle  donnera  alors  l’intégrale  de  cette  dernière 
équation;  et  les  quantités  , VJ'.,  • • • -J, , VJ,,  etc.,  tiendrout  lieu 
des  constantes  arbitraires. 
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1 1 18.  Tout  ce  qui  précède  repose  sur  le  développement  en  série  de  la 
fonction  (i  116) , recherche  qui  renferme  implicitement  celle  du  terme 
général  d'une  suite  récurrente  ; c'est  pourquoi  nous  allons  nous  en  occu- 
per en  détail.  Nous  prendrons,  au  lieu  de  la  fraction  —,  la  fraction 
U et  V étant  des  fonctions  rationnelles  et  entières  de  x , l’une  du 

degré  s — i,  l'autre  du  degré  s.  Supposant  que  à)*,  nous 

aurons,  parle  n*  38o, 


U _ A A . ' A^,  P 

y (r— a)’  ‘ (x— a)*~ 1 ‘ (x— a)"-*  x — a Q ’ 

•t  les  constantes  A,  A,,.\ . .A._, , seront  données  par  les  équations 


A 

A. 

A, 


U 

ë’ 

_ » j v 

~~  î.dx  a-Q» 

- -■  1 d.  ” 
i . a . dx"  a Q” 


U 


_ 1 ,i«-i  « 

7"  i . a . 3.  . (n  — i yir"*"1  * ^ 9 

u et  tf  étant  ce  que  deviennent  U et  Q,  lorsqu’on  y change  ar  en  a, 
substitution  qu’il  faut  faire  aussi  dans 


1 j V i V i U 

dxd,Ç’  dx*  “ ’Ç»’  ••aprrd  ’Ç» 

après  les  différentiations. 

Le  coefficient  d©  a?,  dans  le  développement  de  ordonné 

suivant  les  puissances  positives  de  x,  sera 

n(n  -t-  i)(n  4-  a) . . > . (n  + r — i)  A _ 


î .a. 3. . . .r 


a"*-' 1 


dans  celui  de  ; — ~ — , sera 
(x— B)"-'  • ■ 


■ (»— »)"("  + 0 (n-f-r  — a)  A, 


î .a. 3. . . .r 


dans  celui  de  -, — — * 


{x-ay 


— , sera 


=F 
etc.  j 


(n  — a)(a  — Qn(n  -f-  i).  ■ ,(n  + r — 3)  A, 

i.a.3  ....r  * * 


X 

t. 

\ 

♦ 
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en  réunissant  ces  diverses  parties,  et  faisant  usage  de  la  notation  du 
a • 983,  il  viendra 

w(^=[»  + '’—  Ojw;S=[»  + r—  aj  2^=;=P[B+r—  3]^: 

• -m$4 

Mettant  pour  les  numérateurs  A , A, . .A,_, , leurs  valeurs , on  aura 

M ~î°3  » d.-.  i/) 

or+*  dx*~‘  ‘y  J’ 

que  l'on  peut  écrire  ainsi  : 

-•-‘■■if  rn+f-^Tl  u ,_r-kr  O l i V ,~*r  l j.  V 

C°3[^=  „«->  -=*=  WCn— ']S^‘  drd  • ÿ= F L°jt«-  5Pd‘  • ÿ 

\ _IÜ_L_d—  îH- 

*\ «'+‘dx*»'Q  'Ç  j» 

en  observant, #pour  e premier  terme,  que 

[o]  [n-\-r — 1]  =À  n+-~jj  = — = [n+r— ,]  [o]  , 

TOC"-']  C«-0 

pour  le  second,  que  » 

— r *-4-r_a  • — • 

3 j[ôj=C23ÙL±i=23=j:ôi c^_ , [ô],' 

[rjn-a]  C«-«3 

et  de  même  des  termes  suivans.  Cela  posé,  puisque 


Çn-fr— i] 


==fcinM*_ 


1 , 


il  est  visible  que  le  développement  ci-dessus  revient  k 

pourvu  qu’après  les  différentiations  on  change  x en  a.  Voilà  donc  une 

5.  43 
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expression  fort  simple  du  coefficient  de  ^ dans  la  partie  du  développe- 
ment de  ÿ.,  qui  résulte  du  facteur  (x— a)-  de  son  dénominateur.  Si 

l’on  suppose  que  ce  dénominateur  se  décompose  dans  les  facteurs 
(x  — a)%  (x—by,  (x  — c)’,  etc.,  on  obtiendra  de  semblables  expres- 
sions pour  les  parties  résultantes  des  facteurs  (X-  by,  (x  c)  > 
et  le  terme  général  du  développement  de  la  fraction  rationnelle 

j,,  ordonne  suivant  les  puissances  positives  de  x,  sera  par  conséquent 

[°]  dJ^  byie-cy. . . . r 

-f+'  ! - _ V 

[°]  dj.f-1  d'  •j.'+qj; — a)‘(x—cy  . . .,  r 

-!+■  , ü * 

— .W 

etc.r 

pourvu  qu’après  les  différentiations  on  substitue , au  lieu  de  x,  a dans 
lh  première  ligne , b dans  la  seconde  , c dans-  la  troisième , etc. 

Quand  même  les  quantités  a,  b,  c , etc.,  seraient  imaginaires,  on 
n’en  parviendrait  pas  moins  au  terme  général  demandé  : if  contiendrait 
à la  vérité  des  expressions  imaginaires;  mais  on  s’en  débarrasserait  eu 
combinant  convenablement  les  termes  fournis  par  un  meme  couple  de 
facteurs  imaginaires. 

ii  19.  En- appliquant  ce  qui  précède  à la  fraction* 

«0"  -J-  &$*■"'  -4-  . . -J :pQ 

du  n°  in6,  il  faut  supposer  que 

a8-  4.  /,6--'  + c-G— *. ...  .+  />0  H-  q — a(0—  a)(0— £)(?— >)  ClC.j 

et  prenant 

F = u'(6—  «'(6 — »)'  etc?  »’ 

le  coefficient  de  0r,  Ou  Z,_,,r  aura  pour  expression 


««-‘(j— S)'(t — Y?  etc. 

4_ _1_. 

«)’(e— -/)■  etc. 

I 1 

f*6>+'(Ô_«)'(8_s)  etc. 

-)r  e^c'  » 


1 . a . b . . . . (*— 


d— 
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en  observant  de  faire,  après  la  différentiation , fi  = * dans  la  pre- 
mière ligne,  6=/3  dans  la  seconde,  0 = > dans  la  troisième,  et  ainsi 
de  suite. 


uao.  La  décomposition  de  la  fraction  génératrice  d’une  série  récur* 
rente,  en  fractions  partielles,  exigeant  la  résolution  d’une  équation  algé- 
brique, et  introduisant,  en  conséquence,  des  irrationnelles  dans  un  sujet 
qui  réellement  n’en  comporte  pas  ( voyez  le  Compl.  des  Èlêm.  dAlg.), 
n’est,  au  fond,  qu’une  méthode  indirecte;  car  en  considérant  que  la 
fraction  rationnelle  quelconque 

• -A,  4 A, ic  4-  A%  r*  -f-  A,!3. . . . -f-  At_,xn~' 

B , q-  B, x Bm x'  4 B31?...  . -f-  B,  t* 

revient  à 

{A.  -f-  A,  jc.  . . .-f-  A, (/?.  -f-  .4 

on  voit  que  la  question  est  liée  immédiatement  à celle  du  développe- 
ment du  polynôme 

(a  4-  èx  4-  «**  4-  dx*  4-  etc.)"  {Int.  19  et  ao) , 

et  ne  repose  que  sur  des  expressions  rationnelles. 

On  pourrait  la  traiter  aussi  par  les  procédés  indiqués  dans  les  n»!  taa 
et  suiv. , ou  par  la  formule  au  moyen  de  laquelle  Lagrange  exprime 
le  terme  général  du  développement  de  la  fraction 


Hy) 

«—  y+9(.y) 


(no); 


mais  en  doit  observer  que  cette  formule  exige  aussi  qu’on  sache  dé- 
velopper les  puissances  da  polynôme  cité  plus  haut. 


liai.  Dans  la  note  XI  de  son  Traité  de  la  Résolution  des  Équa- 
tions numériques , Lagrange  applique  sa  formule  au  développement  des 
fractions  de  la  forme 

P+  Q*  

(1  — ajc  co,  » 4 J? j“  * 


auxquelles  on  peut  réduire  tous  les  groupes  fournis  par  les  facteurs  ima- 
ginaires du  dénominateur  d’une  fraction  rationnelle  quelconque  y (583). 
Occupons-nous,  en  premier  lieu,  de 

P4C>* 

1 — ux  co*»  q-x-  * 
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P+Qx 


“*  + 


54  O 

et  dütinons-lui  la  forme 
1 

2 cos  « 

2C05»  * 2C06« 

nous  aurons 

f(x)  = P+Qx,  <*)  = —,  a=ï^> 

d’où  nous  déduirons 

’ f(«)  = -P-fÇa, 

*(-)*  = 7^7.  > *W  = ^>  etc-> 


^CO: 

Pa 

f (o)»(o)  Pa-’*1 


Ç>g— »« 
a cos»  * 


t(a)t(ay  _ Pa-'*'  Qg—+' 

a"+‘  4 cos  •*  ”■  4®°*“’* 

etc.  ; 

passant  aux  coefflciens  différentiels,  et  les  substituant  dans  la  formule  gé- 
nérale, que  nous  diviserons  par  2 cos  «,  nous  obtiendrons,  pour  le  coeffi- 
cient de  x",  l'expression 


P\a— 


(n— i)d"*  , (n — 5)(n— 


^ gjç  I 

lacos»  (acos»)‘  a(acos  »)J  * / 


■4-  Q /-£!  - ■ (—4X«-3)a-~  i 

' ^ l acos  « (a co*  •)’  ' a(«cos  •)’  f * 

mettant  au  lieu  de  m sa  valeur — - — , nons  parviendrons  à 

acos « ' 1 

P {(acos  o>)*  — — ■ (acosa»)*-* -f- (acos»)*~+ 

(a— 5)(n — 4)(n — S)  , , - , v 

“ 1 TTüX- — • (acos  ")  + etc.}  _ 

-f  Q {(acos  »)~  — n-~  (acos»)-»  -f-  £l=yan-3>  (acos  •)-» 

- ^rdL—  (=eos«)-'  -f  etc.}  , 

expression  qui  ne  doit  point  contenir  de  puissances  négatives  de  cos», 
puisque  le  développement  cherchén'cn  saurait  renfermer  de  telles. 

On  la  simplifie  beaucoup  en  la  comparant  avec  la  formule 

siunx=  sinx  { a'-'cosx"-1 — 2— ’cosx1— ’-f-  Cn~3)(°— 4)  a—5COii*-5  _ 

Cn— 4)(* — 5M" — 6)  . . .1 

T^r a-'cosx^»  -f-  etc.)  „ • 
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obtenue  dans  le  n'  io5a  ; caron  voit  alors  que  la  série  qui  multiplie  P 
n’est  autre  chose  que  le  développement  de  et  que  celle  qui 

multiplie  Q répond  à a'?  n~  : on  a donc  pour  le  terme  général  du  dé- 
veloppement de  la  fraction  ( x;,  cette  expression  très-simple 


\P 


«in  (a  -f-  1)1 


• x «in*  ) 7 


qu’Euler  a donnée  le  premier,  dans  son  Introduction  à l'Analyse  de 
l'ùijini. 

La  formule  générale  s’applique  également  aux  fractions 


P+Qx 


■Qx 


etc. 


(1 — axcoa*-t-  a"')17  (i  — axcos  m 4-  x*)*  7 

Arbogast  a reconnu , mais  sans  le  dire  expressément , que  le  déve- 
loppement assigné  par  Lagrange,  à la  première  de  ces  fractions,  était 
fautif  (Du  Calcul  des  Dérivations , p.  18a);  l’erreur  vient  de  ce  que,  pour 


f(x) 


, il  faut  écrire  . 


donner  à cette  fraction  la  forme  r i — t-ï=s 

La— x+e(r)j* 

i — É__  . îLlt-Q f — et  que  dans  son  calcul,  Lagrange,  au 

(acos.)*  (_1 j ■ ‘ J.V  ^ ’ 6 6 ’ 

\acod  « accw  * ) - 

lieu  du  facteur  , a seulement  employé  ■rjco~  , ce  qui  rend 

trop  forts  d’une  unité  tous  les  exposans  de  la  quantité  acosa  ; en  sorte 
que  le  véritable  résultat,  ainsi  que  me  l'a  appris  feu  M.  Français,  ami 
et  collaborateur  d'Arbogast,  est 

(n  i)na-"— 1 , (n — 5)(n — a)(n  - 1 )o“* 


p t(«+i  )o~*~' 
1 (acos  0)* 

Ht  q { ("L'.r 


(2C0S  »)J 
(n — a)(n — i)n~ 
Lacos  -)-1 


* a(acos  •)* 

, (n— 4)(h— 5)(n— a)a— -»■ 
2(acos  »)• 


— etc.J 

■b 


etc. 


et  mettant  pour  a sa  valeur  — ! — , il-  viendra 
r 2 co  s » 7 

P {(n  -f-  i)(acos«)"  — (n — i)/i(acosoi)*~* 

+ (3COSa)).-4  _ etc.} 

i-f-  Q {n  ( acos  et  )*~  ’ — (n  — a)frj — îXacosa»)*-1 

-f-  ~ — (acos s*)"-5  — etc.}  , 

en  observant  de  ne  faire  entrer  dans  celte  expression  aucune  des  puis- 
sances négatives  de  cossu. 


54*  CHAP.  IV.  THÉORIE 

naa.  Reprenons  le  Calcul  des  fonctions  génératrices.  M.  Laplaee 
donne  encore  au  développement  de  — une  nouvelle  forme  qui  le  con- 
duit à une  formule  d'interpolation  dépendante  à la  fois  des  différences 
et  des  fonctions  désignées  par  la  caractéristique  y,  mais  forcé  par  l'abon- 
dance des  matières,  d’omettre  plusieurs  détails  intéressans,  nous  ren- 
voyons pour  ceux-ci  au  Mémoire  même  d'où  ce  qui  précède  est  tiré, 
ou  à la  première  partie  de  la  Théorie  analytique  des  Probabilités , et 
nous  allons  passer  à l'usage  des  fonctions  génératrices  dans  la  transfor- 
mation des  suites. 

Trt.»ronn3-  Toute  suite  n’étant  autre  chose  qu’un  développement  de  la  fonction, 
lit* d»  nuta.  prise  depuis  x = o jusqu’à  x infini,  il  est  évident  que  les  diverses 
manières  d'exprimer  ce  développement  fourniront  des  suites  équiva- 
lentes, ou  des  transformées  de  la  même  suite.  Soit  la  suite 

J . +7,  +JV  •••  + /,  -f-JW.  + etc.  , 

et  faisons 

«=/.  *h + etc.; 

il  est  facile  de  voir , par  le  n°  1 1 10 , que  le  coefficient  de  P,  dans  la  fonc- 

( ' * 

lion  , exprimera  la  somme  des  termes  de  la  suite  proposée,  depuis 

,_‘i  ... 

y,  inclusivement  jusqu  a l’infini.  En  multipliant  les  deux  termes  de 
celte  fraction  par 

*-i-  b + c- 4-c-f-  etc.. .. — (a  4-  £ + £•+-  ^--f-etc.  ) , 

on  rend  le  numérateur  divisible  par  i—  f-,  et  il  se  change  en 
b -f-  c c 4*  clc. 

-J-  j-  (c  -f-  e + etc.)  -f-  - (e  4-  etc.)  -f-  etc. 

puis  posant 

a -f*  ^ rf*  C *4"  ® + clc.  5S  K y 
ctc-  ~ » 

on  aura  • 

à 4-  c -J-  e -f-  etc.  + p (c  + e + etc.)  -f-  — (e  + etc.)  -f-  etc. 
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équation  dont  le  second  membre,  développe  par  rapport  à z,  prend 
la  forme 


b -f-  c -f-  e -f-  etc. 


l+f  (c  + e 4-  etc.)  1 


■ etc. 


mais  le  coefficient  de  t’  dans  ~ étant  égal  à v'y,+,  (11 10),  le  même 
coefficient,  dans  le  développement  de  la  formule  ci-dessus,  sera 


(H-H-H-etc.)  {^-  + 4-  -g-  4-  4-  etc.} 

4-  (H-e+ete.)  [*£î  + ^ 4-  ^pr  + 4-  etc.} 

4-  (H-etc.)  4-  4-  + %=  4-  etc.) 

4-  etc. 


Cette  nouvelle  série,  équivaleute  à la  proposée,  depuis yx  jusqu’à  l’in- 
fini, deviendra  convergente,  si  les  quantités  VJ*>  V‘fx>  etc.  vont  en 
décroissant  ; elle  s’arrêtera  même  si  l’on  a \'j-M=zo,  et  donnera  alors  la 
somme  des  suites  récurrentes.  En  faisant  a:=o,  on  transformerait  la 
série  proposée,  h partir  de  son  origine. 

En  général,  si  s représente  une  fonction  quelconque  de  }-,  et  que 

l’on  désigne  par  rtjrx,  üy,,  n y.,  etc.,  les  coefficiens  de  C”  dans  uz 
uz% , us],  etc.,  on  parviendra  à ordonner,  suivant  les  puissances  de  s, 

le  développement  de  - “ — , en  multipliant  les  deux  termes  de  cette 

fraction.  par  K — z , K étant  une  quantité  égale  à ce  que  devient  z 
lorsque  t=  1,  aCn  que  K — z soit  divisible  par  1 — -. 
Représentons  par 

74~74-4t4-7t4-  etc. 


le  quotient  de  la  division;  nous  aurons 

-4 -J?(* +*+£+£+«•) 

l 

‘ + £('+î  + r.+ÿ.  + *"-> 

4-  «le.  -r 
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et  passant  des  fonctions  génératrices  aux  coefliciens , suivant  la  con- 
vention établie  ci-dessus,  nous  obtiendrons 


_S>z_  ju  _222>_  + 

A ^ A'  ‘ 


4-  etc. 


+ + ^ +etc. 


SJixi  _j_  1*1 
etc. 


etc. 


Pour  avoir  toute  la  série,  c'est-à-dire  l’intégrale  Xjrt , prise  depuis 
x = o jusqu  a x infini,  il  faut  faire,  dans  la  formule  ci-dessus  x=o. 

ua3.  Je  ne  puis  quitter  ce  sujet,  sans  faire  connaître  une  transfor- 
mation purement  algébrique  et  fort  simple,  qu’Euler  a employée  avec 
succès,  dans  son  Calcul  différentiel  ; elle  consiste  à faire,  dans  la  série 


S = ax  -f-  bx * 4"  ex3  •+■  dx4  -f-  ex1  ■+■  etc. , 


x 


i±y 


En  prenant  le  signe  •+■ , 


on  a 


x = 7 — 7*  + y — 4.  y _ / + etc.; 

x*=y—  ay»  -H  5y  — 4y  4-  V — Gy  4.  etc., 

tr’=y—  3y  4*  fy5  — iot®  4-  «V  — ai /*  4-  etc., 

jr<=y— -4y  4-  iqrs  — 2oj7  4-  35/'  — 5fy • 4-  etc., 

etc.. 


d'où  l'on  dédnit 


« 

1 

à 

II 

«G 

7*  4-  a 

y-  n 

y 4 * « 

4-  b 

— 2b 

4-  3à 

— 4* 

+ P 

— 3c 

-f-  6c 

4-  d 

1 + 

7*  — etc. 


Les  coefficiens  des  puissances  dey,  dans  cette  série,  sont  les  diffé- 
rences du  premier  terme  a de  la  série 

fl4-ô4.c4-d4-e4-  etc. 


qu’on  obtient  en  faisant  ar=i  dans  la  proposée}  et  l’on  conclut  de 
là  que 

S = ay  4-  üa  .7*  4-  y 4*  A’a.y4  4-  etc. 
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Celte  dernière  série  sera  convergente  si  les  différences  des  coefEciens 
des  termes  de  la  première  vont  en  décroissant. 

Lorsqu’on  fait  X : 
mée  en 


•« 


- , — , on  a r=  , et  la  série  est  transfor- 

i y i — -.r 


S — a 


Art.r^-r;-|-  av« .r^-r,  -f-A’a.,— ï-^-f-etc. 
i— x (i — x)*  1 (i—  x)‘  1 (i — x)'  1 


Quand  la  série  <7+  b-\-  c + d -f-  e -f-  elc.  a des  différences  constantes, 
on  obtient  exactement  la  somme  S.  Si  l'on  avait,  par  exemple, 

4-r  -f-  1 5x*  -f-  4ox’  -f-  85jc4  -f-  1 56xs  -f-  a5gx‘  -|-  etc.  , 

on  trouverait,  en  prenant  les  différences  des  coefEciens  numériques, 

o = 4 > Aa  = n,  A’o=i4,  A’a  = 6,  A4a  = o,  etc. 

ce  qui  donnerait 

c _ 4r  i i 1 x’  , i ^x1  , Gx! 

13  i— x"*"  (î— x/ "+‘  + 

* x’4-4r1  — jr4 x(i +x*)f4 — x) 

— (.-x)4  ~ (,_*)♦  • 


Non-seulement  on  arrive  de  celte  manière  à la  limite  de  la  série 
proposée,  ou  à sa  fonction  génératrice,  mais  on  trouve  encore  la 
somme  d'un  nombre  quelconque  de  ses  termes.  En  effet,  la  série  pro- 
posée étant 

5 = ax-^-ix,^-cx,  + dx*. . . . -f- px"+'  -f-  y x"+ * -(-  rx,+ 5 -f-  sx"'*' 1 -4-  e te . , 
on  aura 

pxM*'  -f-  qx ,+‘  + rx’*s  -f-  rx**4  -f-  etc. 

= ^{Fr^+V-(T^+A^’(T^Ôî+etc’}î 

et  en  relranchaul  cette  partie  de  l’expression  totale  de  S,  il  viendra, 
pour  la  somme  des  termes , depuis  le  premier  jusqu’à  celui  qui  est  mul- 
tiplié par  x*,  inclusivement,  < 

(«— x»  + (Ao  x'i\p)  + (A'o— x*A7>)  ~-p  -f-  etc. 

Avec  un  peu  d’attention , on  reconnaît  facilement  que  la  série  trans- 
formée n’est  convergeute  par  elle-même  que  dans  un  très-petit  nombre 
3.  44 
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<le  cas,  lorsque  les  différences  Aa , A*o,  A5a,  etc.,  ne  décroissent  pas 
très-rapidement  ; mais  si  l'on  donne  à x le  signe  — , la  série  propo- 
sée et  la  transformée  deviendront  respectivement 


S = ax  — bx%  -{-ex3  — d.c*  + ex * —etc. , 


s = * ~Aa  ■ (TïTr  + ■ ^ ■ (TÎ •* ) 


— , — A’a.r- 
a)‘  (l 


(•  + ■*)' 


+ etc.  y 


en  changeant  le  signe  de  chaque  terme  j et  la  seconde  sera  convergente 
lorsqu’on  y supposera  jt=i  et  ar<i  : le  premier  de  ces  cas  mérite 
une  attention  particulière. 

j 1 34.  On  a , quand  x = 1 , 

S — a — b c — d e — ele., 

S s=  — i Aa  + i A*a  — A’a  + etc.  , 

et  par  ces  formules  ou  trouve  les  limites  d’un  grand  nombre  de  sériés 
divergentes. 

Si  l’on  propose,  par  exemple,.  è 

1 — r-f-i  — 1 4-  1—  t 4-  etc.r 

1 — a 4"  3 — 4 "h  ^ — 6 -f“  etc. , 

1 — 44-9  — 16  4-  a5  — 36  4-  etc.r 
etc., 

en  trouve  pour  la  première  série  a=  1 , Aa  = o,  A*a  as  o,  etfe.4 

et  par  conséquent  comme  on  l’a  vu  dans  le  n*  6 de  l'Intro- 

duction (*);  pour  la  deuxième  série  «=1 , Aa=i , A*a=o,  etc.,  A'=j; 
pour  la  troisième  a=i,  Aa  = 3,  A*a=a,  A’«  = o,  etc.,  Szzzo,  etc.- 
On  arriverait  encore  h la  limite  cherchée , si  la  série  transformée 
était  de  celles  que  l’on  sait  sommer;  mais,  sans  nous  arrêter  à ces 
exemples-,  passons  à la  série  excessivement  divergente, 

r—  r.a  4-  i.J.3—  1.3.3,4  4*  i.a.S.4.5  — etc. 

Pour  obtenir  les  différences  du  premier  terme , on  formera  la  table 
suivante. 


(*)  Ce-  n'est  là  qu’une  de»  limites  dont  cette  série  est  susceptible  ( voyez  la  note 
de  la  page  1 60 
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Terni  &■. 

Différ.  1"". 

Différ.  a**. 

Différ.  3M 

1 

2 

1 

6 

4 

3 

24 

*•8 

>4 

I 1 

1 30 

9° 

78 

64 

730 

600 

5o4 

426 

5o4o 

4530 

3730 

3ai6 

4o  3 ao 

55a8o 

5og6<f 

37240 

36 3880 

Ô3256o 

287280 

3565ao 

3628800 

3365930 

3943360 

3Ü56o8o 

etc. 

O a aura,  d’après  cc  tableau, 

o i ',3  il  , 53  3og  , ong  1G687 

15  — â 4 8 H?  **"  5a  64  ia8  a5S 

, i483aa  1468407  , i6oiq53i  1 908994 1 1 , 

”■  5ia  1004  ‘ ao48  4°9^  "T*®®*» 


série  un  peu  moins  divergente  que  la  proposée.  Réunissons  les  deux 
premiers  termes,  et  représentons  le  reste  par  S1;  nous  aurons 

et  en  transformant  la  série  S1,  comme  la  proposée,  nous  en  diminuerons 
la  divergence,  car  nous  trouverons 

™ 3 5 , ai  99  , 6 1 5 44° 1 1 36585 

a*  â*  2*  a,Q  a1'  a'*  ’’  alS 

, 342207  , 35653a3  4°8665a5  , 

p-  H 5= 3= *“  elc- 

Les  deux  premiers  termes  de  cette  série,  réduits  à un  seul,  donnent 

^ -f- S,,j  en  désignant  par  S"  l'assemblage  de  tous  les  autres; 

et  transformant  encore  la  série  5",  il  viendra 

ai  i5  . i5q  4® 9 . 8341  a6a83  338835 

•J  — 'Jï  ^ a>»  “r  a*i  au  ■”  av 

-‘-^F+etc.  . , 


Réunissant  dans  cette  dernière  les  quatre  premiers  termes,  et  désignant 
le  reste  par  S"1,  nous  aurons 


CM  __  '55  843  , cm 

*>  — TT  + TîT13  J 


„ _ 5a4l 


S"  z= 


26283 


a“‘ 


-+•  etfc. 
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Si  l'on  s'arrête  après  les  quatre  premiers  termes  «le  5"',  on  aura 

gm  __  f j’oj,  l’on  conclura  5 ==  0,40082038, 

résultat  qui  n'csl  encore  exact  que  dans  les  deux  premiers  chiffres  dé- 
eimaux,  à cause  de  l’extrême  divergence  de  la  série  proposée.  Nous 
donnerons  dans  la  suite  un  nioj'en  plus  expéditif  pour  obtenir  la  va- 
leur approchée  de  S,  qui'est  o,4o305a6377 , lorsqu’on  se  borne  à 
dix  décimales. 


ii25.  La  transformation  qui  nous  occupe  étant  appliquée  aux  séries 


i 


I 


g + etc.  , 
— -+-  etc.  . 

ii  1 r 


dont  la  première  exprime  le  logarithme  népérien  de  a , et  la  seconde 
la  longueur  de  la  huitième  partie  de  la  circonférence  du  cercle  (/ni.  29 
et  45),  conduit  à des  résultats  fort  élégans. 

Eu  prenant  la  différence  des  termes  de  la  première,  on  trouve 


diff.  1"",  — - - , — 
diff.  2"  , 
diff.  3“  , 

diff  4°  , 
etc., 

et  l’on  en  conduF 


O » 

1 

3 ’ 


3-4  ’ 

_i_  j_ 

a. 3.4  ’ ' 3. 


4^ 


a. 3 


1 

a 

4X6 

a. 3 


> ***•> 
, etc.. 


“ 4 » JX4.5*  3. 4. 5. 6 » etC 


2.3  4 


5 * ‘ a.3.4~5.t> 


-g,  etc.» 


‘S-5  + r4  + Ô + 4^6  + ^X  + a,C’ 

On  obtient  pour  la  seconde  série , 

diff  i'">  , 

am.  1 , , g > 


a 

O 


a 

5.7  > 

diff  2-,  + TX5  * + " ' 


7-9 


etc. 


3.5.7  ’ + 5-74g  ’ c,c'’' 


diff.  5“ 


a-4.6  a.4_J>_ 

..3.5.7»  ~”3. 5. 7. 9 * elc’ 
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c i - i , i.»  , i.a.3  1.3. 3. 4 

à — ; T j a T 5 i;  „ T 5 i;  „ „ T 


ou 


3.5.3  ~ 3.5.7. 3 ' 3. 5. 7. g. a 


etc., 


i.3.3  , 1.3. 3. 4 

S5.7.9 

La  même  méthode  donne  facilement  la  limite  de  la  série 


35  = 1 + * + O + 5X7  + 3X^9  + clc' 


la  — 13  —J—  14  — 15+16  — I7  + 18  — I9  + etc., 

parce  que  les  différences  des  logarithmes  consécutifs  vont  en  décrois- 
sant; mais  pour  abréger  l'opération,  il  faut  former  immédiatement  la 
valeur  du  résultat  des  huit  premiers  termes  de  celle  série,  valeur  qu'on 
trouve  égale  à — o,5giioo5.  Nous  supprimerons  le  détail  du  reste  du 
calcul,  qui  n’ofl're  aucune  dillicullé,  et  nous  dirons  seulement  qu’Euler 
a trouvé  pour  résultat  0,4891606;  la  différence  de  ce  nombre  avec  le 
précédent  est  0,0980601,  et,  comme  logarithme,  répond  au  nombre 
J,a533i5  : telle  est  la  limite  de  la  série  proposée. 


na6.  Les  théorèmes  des  n"*  g3a,  940,  963,  9 66  et  968,  se  dé- 
duisent , avec  la  plus  grande  facilité , de  la  théorie  des  fonctions  gé- 
nératrices. 

11  est  visible  que 


Dcveloppr- 
mens  «tr*  rl  1 /Fe- 
rmer». dt*«  dit 
ftrcnlieJI*»  rt 
4c»  intcgtale*. 


■ G - 0" = “ t0 + ï - 0'~ 1 Y* 

on  tire  de  là 

» (rO  - 0+^0-)'+ «T» 

les  cocfficiens  de  dans  le  développement  des  termes 


“(r-1)’  -G -O1'  “G -O’’  clc-' 

fournis  par  le  second  membre,  seront  respectivement 


A>,r  etc.. 


et  par  conséquent  on  obtiendra  le  coefficient  de  <*  dans  le  développement 
de  ce  membre,  en  développant  la  quantité  {(i+A/x)* — 1}“,  pourvu  qn’on 
applique  à la  caractéristique  Aies  exposans  des  puissances  de  A/„(ma). 
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Mais  d'un  autre  côté,  le  coefficient  de  l ■*,  dans  le  développement  de 
^ — u,  est  égal  à — y,  ; désignant  celte  nouvelle  espèce  de  diffé- 
rence par  la  caractéristique  b'y, , les  coefficiens  de  (*,  dans  le  déve- 
loppement des  fonctions 

u (f  *)  » “(r-—)'  “(f—)5'  elc* 

seront  respectivement 

a>-„  A'%,  A "y.,  etc.  ; 

et  nous  conclurons  de  là  que 

A'-j,  = {(»-+-  Ar,)"—  1 }"  ( i ) ; 

celte  formule  rentre  dans  celle  du  n*  940,  lorsqu’on  fait  dans  celle-ci 
À=i,et  comprend  par  conséquent  celle  du  u°  930,  pour  la  même 
valeur  de  h. 

Si  la  caractéristique  2'  représente  l’intégrale  relative  aux  différences 
marquées -par  A',  dans  lesquelles  x varie  de  la  quantité  n,  les  consi- 
dérations du  n*  n «3,  appliquées  à ce  cas,  feront  voir  que  2 ’mym  est 

le  coefficient  de  t‘  dans  le  développement  de  la  fonction  u — 1 ^ , 

abstraction  faite  des  constantes  arbitraires  introduites  par  l’intégration; 
et  comme  on  a 

“ (f-0”‘=  “ {(*  + r - 0‘- 1 P 

on  en  conclura,  de  même  que  ci-dessus, 

= {(*  + Ajr,)’—  1 }—  (a)  ; 

mais  il  faudra  observer  de  changer  les  puissances  négatives  de  àjr*t 
en  termes  de  la  forme  2 yt>  %‘y,,  etc.,  parce  que  le  coefficient  -de  l* , 

dans  le  développement  de  , est  2 y,  (ui5).  Avec  cette  at- 

tention, l’équation  que  nous  venons  d’obtenir  comprend  celles  des 
n"*  963,  966  et  9G8. 

Si  l’on  change  a:  en  j- , la  quantité  x'  variera  de  k,  lorsque  x variera 

de  l’unité,  et  ni  sera  la  variation  de  x',  relativement  à la  caracté- 
ristique à',  c’est-à-dire  que  x1  deviendra  x'-j-Â  dans  Ay„,  et  x'+nk 
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dans  A il  est  visible  que  les  équations  (i)  et  (a)  subsisteront  en- 
core dans  celte  hypothèse  : nous  pouvons  donc  les  regarder  comme 
ayant  lieu  lorsque  x devient  x-f-Æ,  par  rapport  à la  caractéristique  A, 
pourvu  que  nous  supposions  qu’il  se  change  en  x-f -nk,  par  rapport 
à la  caractéristique  A'.  Si  nous  concevons  main  tenant  que  k représente 
une  quantité  infiniment  petite,  ou  l’accroissement  <Lr , et  que  n soit 
infiniment  grand,  nous  pourrons  écrire  ndx=Æ,  « désignant  une  quan- 
tité finie,  et  changer  Ay,  en  dy,;  mais  les  équations  (i)  et  (a)  deve- 
nant alors 

A •y.  = {(■  + àj.y—  i 
2 {(•  1}“> 

doivent  être  ramenées  à l'homogénéité,  conformément  aux  lois  du 
Calcul  différentiel.  Pour  y parvenir , il  suffit  de  remarquer  que 

(t  +dy)*  = enl(,+a^, 

en  supprimant , pour  plus  de  simplicité , l’indice  de  jr.  Développant 
ensuite  l’exposant  de  e,  on  arrive  à l'équation 

»K.+W  = £(^-(4ï+«e.)> 

dont  le  second  membre  se  réduit  à son  premier  terme,  lorsque  dx  et 
dy  sont  infiuiment  petits  ainsi , dans  l’hypothèse  présente. 


tAr 

(i  -f-  dy)"=s:  e •£. 


Par  le  moyen  de  cette  valeur,  on  a 


A'y  — 
x'y  =s 


1 


(5), 

(4), 


en  observant  de  transporter  à la  caractéristique  d les  exposans  dedy, 
et  de  changer  les  puissances  négatives  en  intégrales.  Ces  équations  sont 
les  mêmes  que  celles  du  n*  9G8. 

Considérons  l’accroissement  n comme  infiniment  petit,  ou  comme 
dzr  , A'"j,  se  changera  en  d^y,  2'y,  en  ~f“jdx",  et  ( 1 + Ay,)’  en 

fi  -+-  AyŸ’  ~ en  écrivant  dx  pour  n.  Le  développement  de 

eette  expression  est  i -f-  drl  (t  -f-  Ay)-f-  etc. ; substituant  dans  les 
équations  (t)  et  (a),  elles  donnent 
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g = {l(i  + A/)}-  (5), 

/^={ÏÏTT^)]= 

équations  semblables  à celles  des  n“*  937  et  967. 

La  roule  qui  vient  de  nous  conduire  à ces  formules  a l'avantage  de 
nous-découvrir  la  cause  de  l’analogie  des  puissances  avec  les  différences 
et  les  intégrales,  puisqu’elle  nous  montre  que  les  fonctions  généra- 
trices des  différences  de  7, , sont  les  produits  de  la  fonction  u par  les 

puissances  positives  de  la  quantité  i — 1,  tandis  que  celles  des  inté- 
grales sont  les  produits  de  u par  les  puissances  négatives  de  la  même 
quantité. 

1127.  M.  Laplace  a obtenu,  ainsi  qu’il  suit,  pour  les  séries  de  la 
forme , 

7.  +7.fl<  4-7.°*** +7*"1*'  + etc. 

des  formules  analogues  à celles  du  numéro  précédent.  En  nommant  u 
la  somme  de  celte  suite , ou  la  fonction  génératrice  de  JT/f,  on  a 
l’équation  identique 

“ (ï -i)"= “ {«■  0 + 0 - « r » 

et  d’après  le  numéro  précédent,  le  coefficient  de  f*,  dans  la  fonction 
u — 1)  , sera  égal  à A '".a’y.,  en  supposant  que  x varie  de  la  quan- 
tité n.  Mais  le  coefficient  de  la  puissance  x de  /,  daus  le  développe- 
ment de  uQj  — 1)  , est  a1  b: y, , ainsi  qu’il  est  facile  de  s'en  convaincre, 
en  observant  que  le  coefficient  de  t?  dans  — 1),  ou  — u,  est 

€1  ^’v 

— — <**7*  = — 7»)  — a'&J,  j et  continuant  ainsi  de  proche 

en  proche.  Si  donc  on  développe  suivant  les  puissances  de  ^ — 1,  le 

second  membre  de  l’équation  identique  posée  plus  liant,  on  pourra  , 
dans  le  passage  des  fonctions  génératrices  aux  coefficiens,  remplacer 

les  puissances  de  — 1 par  celles  de  A y,,  multipliées  par  le  facteur 

commun  a’,  et  transporter,  après  le  développement  , les  exposans  des 
puissances  de  A y,  k la  caractéristique  A.  Avec  cette  attention , ou  aura 
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l’éqnalion 

+ Ar,)*—  i }■  (7)  ; 

puis  en* écrivant  — m,  au  lieu  de  ni,  on  aura  encore,  comme  dans  le 
numéro  précédent, 

= '{o*(,+ûy 

Si  l'on  substitue  rx ' à x,  et  qu’on  désigne  par  y'  ce  que  devient 
alors  y,  la  différence  de  x1  sera  ~ : en  supposant  r infini,  celle  difl'é- 

rence  se  changera  en  dx';  on  aura  üy,  ==  d/7;  on  fera  ensuite  af=p, 
pour  obtenir  a*=p*'  et  aTy,’=zpx'y’ . Maintenant,  si  l’on  prend  n in- 
finiment grand,  et  qu’on  pose  ” = a,  la  quantité  a pourra  être  finie, 

et  exprimer  le  changement  qu'éprouve  x',  lorsque  x devient  x-+-n, 
d’où  il  résulte  que  A '“•pz'y>,  X’,.pÆ'y',  désignent  pour  l’ordre  m la  dif- 
férence et  l’intégrale  de  la  fonction  px'y' , lorsque  x1  se  change  en  x'-f-a. 
Remplaçant,  dans  les  équations  (7)  et  (8),  A y,  par  dy1,  il  viendra 

A'-.py  =/,'>«(.  + dy 


s'“.p*y  = 


{/>*(*  1 j“’ 


et  ramenant  la  quantité  (i+d/7)"  à l’homogénéité,  comme  dans  le 

Ar* 

*j— > ... 

numéro  précédent,  on  aura  (i4-d7-')*  = e , d’où  il  suit 


/ rtr'  s* 
= p*'(n*e  J'‘  — 1) 


A '".p*y  = p‘\p*c 
2 = 


AS  v" 

(,,*.■  ’U'— 1) 


(9), 

(.0). 


Si,  dans  les  équations  (7)  et  (8),  l’on  suppose  n infiniment  petit, 
c’est-à-dire  qu’on  y substitue  d.r,  A'” . a’y,  sc  changera  en  d".a%,  et 

X en  ■^J’"‘a’y, dx"  ; et  puisque 

a'(i  -+-A/.)*  = 1 -f-  dx  { 1 «(  1 + A y,)}  (tiaC), 

« 

on  en  conclura 

= «*{•«(« (")» 

/- . a'y.dxr  = C'f)’ 

3.  45 
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Telles  sont  les  formules  que  nous  avons  annoncées  dans  le  n*  96g,  où 
nous  avons  donné,  d'après  Euler,  un  cas  particulier  de  celle  qui  est 
marquée  (10).  Les  théorèmes  désignés  par  (7),  (8),  (9),  (jo),  (11) 
et  (1  a),  appartiennent  à M.  Laplace,  qui  a considérablement  étendu 
cette  matière,  daus  la  première  partie  de  sa  Théorie  analytique  des 
Probabilités. 


1128.  Aux  formules  rapportées  précédemment,  il  en  a joint  de 
nouvelles,  qu'il  a obtenues  en  considérant  les  produits  de  plusieurs 
fonctions  génératrices,  ainsi  qu’il  suit. 

Soit  u fonction  Je  1,  et  y,  coefficient  de  t *•, 

u'  de  t1,  y'x  de  <'*, 

u"  de  t",  y ",  de  t"’, 

etc.  ; 

on  aura  J,/./ « pour  le  coefficient  de  t*t''t"*  etc.,  dans  Je  dévelop- 
pement de  uu'u"  etc.  ; le  dernier  produit  sera  donc  la  fonction  géné- 
ratrice de  y.ÿ.y",  etc.;  et  par  conséquent  -7““.  celle  de 

7.+I/,+,/.+l  etc.  ; d’où  il  résulte  que 


uu'u*  etc. 
tt'f  etc. 


— itit'ii1  clC. , 


ou  uuu  etc. 


■ { 


t(t‘  etc. 


est  la  fonction  génératrice  de 

7.+,/.+,/r+.  etc.  — y.y'.y",  etc.  = a .y.y'^f,  etc., 
et  que 

uu'u"  etc.  j^‘— 1}  est  celle  de  Csr.y,y',y1',  etc. 


Maintenant,  si  l’on  désigne  par  2 la  fonction  génératrice  de 

1".y,y' Ty" , etc. , celle  du  produit^x/',y,  etc.,  égal  à Cs't" .y,ÿ' xy",t\c., 
sera , d’après  ce  qui  précède  , 

3f  WSZ-'}'l 

on  pourra  donc  poser 

nu'u"elc.=  z{f7~-,}\  d’où  z—  uu’u"  etc. 

Telle  est  la  fonction  génératrice  de  T’.yty'Iy"I  etc. , qui  ne  diffère  en- 
core de  celle  de  .y,y‘ ,y” , etc.  que  par  le  signe  de  l’exposant  n,  ce 

qui  est  tout-à-fait  semblable  à ce  qu’on  a vu  dans  le  n’  11 13.  Ces  deux 
remarques  mènent  à des  formules  très-élégautes. 
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nag.  En  ne  considérant  d'abord  que  les  deux  variables  y,  et  y',, 
la  fonction  génératrice  uu'  Q(,  — ij  peut  se  mettre  sous  la  forme 

-(G- ■)+*(}'-»■. 

et  par  son  développement,  donne  l’équation  identique 

-G-)1— '(G-y+HC— )“G-') 

où  l’on  voit  que  les  produits 

“’C1-1  )"=“'•  “G-0"> 

<G-rG-y='G-y-%-)“ 

etc., 

sont , d’après  le  numéro  précédent , les  fonctions  génératrices  des 
produits 

ÿA'y.y  &y  »û"-y,+1 , A‘/,A— %+, , etc. 

Si  donc,  dans  l’équation  identique  posée  ci-dessus,  on  passe  des 
fonctions  génératrices  anx  coclüciens  correspondans,  on  aura 

AV,/,  = /.A/,  4-  Y A/,A—  >v-,  4-  A*/,A— /,+,  4-  etc.  ; 

et  si  l’on  change  n en  — n,  il  viendra 

ZVj,/,=/,2%  — 5 A/,2™-/,+,  4-  A*/,^+%+1— etc., 

formules  qui  rentrent  dans  celles  des  n°l  96a  et  961. 

n3o.  La  formule  indiquée  dans  le  u"  920,  n’est  qu’une  conséquence 
très-simple  de  la  théorie  précédente  ; car  en  passant  des  fonctions  gé- 
nératrices à leurs  coefliciens,  l’équation  identique 

uu'u" etc.  {(>+-,— elc-— •'}  * 
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donne 

A* .y. y' ,j" , etc.  = {(1  -f-  A)(i  -f-  A')(i  + A1')  etc.  — i } ’y s y' .y  * , 

pourvu  que  dans  chaque  terme  du  développement  du  second  membre 
de  cette  équation  on  applique  les  caractéristiques  A aux  variables  mar- 
quées du  même  nombre  d’accens,  et  qu’on  multiplie  ce  terme  par  le 
produit  des  variables  dont  il  ne  renferme  point  la  caractéristique.  Ainsi  f 
dans  le  cas  de  trois  variables^,,  y',,  y",,  il  faudra  écrire 

$ 

fxy,ày,  pour  A',  pour  A'AV,  etc. 

Le  changement  de  n en  — n,  avec  les  modifications  convenables 
dans  les  caractéristiques,  donnera  l’expression  de  X"  y.ÿ.y1',  etc. 

u3i.  Lorsqu’il  s’agit  des  différentielles,  si  on  les  considère  comme 
des  différences  infiniment  petites,  et  qu’en  conséquence  on  en  néglige 
les  ordres  supérieurs  par  rapport  aux  ordres  inférieurs,  il  faudra,  dans 
le  passage  de  la  caractéristique  A à la  caractéristique  d , changer  l’ex- 
pression 

(i +A)(i +A')(i  + A")etc. — i en  d + d'-f-  d1'  -f-  etc. , 
et  l’on  aura 

à'  T.y'.f*  Oc-  = {d  + d'  + d"  + etc.}*/./,/',  etc. , 
sous  les  conditions  énoncées  dans  le  numéro  précédent. 

Pour  deux  variables,  il  vient 

d"  -y.  jJ.  =y'À‘y.-\-  " «Ir'.d— y.  -+-  ^=^d*/,d— y,+ etc. , 

formule  semblable  à celle  du  n*  91  ; et  mettant  — n à la  place  de  n, 
on  obtient  l’expression 

f’y  ,y.  =y'.f"y . — " ty.f-'-y.  + ^^—d  y.r*y.  — etc. , 

qui,  mise  sous  la  forme 

fy.y,àx^=y.fytix‘  — " ^7'  f—*jr,dxr*' 
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comprend,  comme  cas  particulier  le  développement  de  /'■ATtlr",  donné 
dans  le  n*  485. 

11  Sa.  En  observant  que 

uu'u  etc.  ||V»r».  etc  — 1 } 

clc-  {(,+r— OX’+p— ~ O**®10—  *}'. 

indiquant  par  'A  la  différence  prise  en  faisant  varier  a:  de  A dans y,, 
de  U dans  y',,  de  h"  dans  y",,  etc.,  et  passant  des  fonctions  généra' 
trices  aux  coefliciens,  On  aura 

'A'.y.f.y",  etc.  = {(.  + A)*(i  + A'H.  + A")*' etc 

d’où,  par  le  changement  de  « en  — n,  on  conclura  l’expression  de 
'2 '.y, y’, y",  etc. 

n33.  Si  l’on  réduit  à une  seule  les  différences  A,  h’,  A",  e te.,  et 
qu’on  fasse  x 1 A =^-7,  **  e*  * ®,an^  des  quantités  finies,  x 

et  h deviendront  infinies;  les  caractéristiques  A,  A',  A",  elc. , qui 
se  rapportent  à des  différences  correspondantes  à l'accroissement  1 pour.r, 
indiqueront  des  différences  infiniment  petites,  et  devront  par  conséquent 
être  remplacées  par  la  caractéristique  d.  Alors  comme 

«*  d»'./ 

(t  + àyj)^  * = e , (1  ia6) 


M.  Laplace  change  l’expression  précédente  de  '&'-y,y'xy"m  elc.  en 

{_  drmf  dr'wt  Hk"»/  va 


d’où  l’on  déduirait  l’expression  de  '3.'.y„f„f„  etc.,  en  rendant  né- 
gatif l’exposant  n.  L’une  et  l’autre  de  ces  expressions  supposent  que 
l’accroissement  de  x'  est  égal  à a. 

n34.  Soit  a une  fonction  de  deux  variables  t et  t',  dont  le  déve- 
loppemeut  ait  la  forme  de  deux  tari» 

Un. 

y.,,  4-  y., J + 4-  s,,.? + y.,.  1‘  + etc. 

+ + Ji.M' + + + elc. 

+ + JT.,.»'’ 4-  7._., ,<*—/'•  + etc. 

’ +y.- -f-  etc. 


+ ?.,.?!  + etc.. 
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y,  „ désignant  le  coefficient  de  aura  u pour  fonction  génératrice. 
Si  l’on. représente  par  A xy,T,  la  différence  de  la  fonction  yx,, , prise  seu- 
lement par  rapport  à la  variable  x,  la  fonction  génératrice  de  cette 

différence  sera  uQ- — i);  celle  de  As,yXi„  sera  de  même  uQ  — i^. 
Il  est  facile  de  conclure  de  là  que  la  fonction  génératrice  de  A ,Ax,yr  ,,, 
ou  de  A 1+1  y,„  est  u Q- — ')0 — 0 ’ el  tluen  général  ce^e  de...' 

sera  uQ-  ,)*g  - .)"• 

Dans  le  cas  actuel,  l’expression  yy r x,  sera  le  symbole  d’nne  quantité 
de  la  forme 

-i-  Cy.+,«  + etc. 


etc. 
etc. , 


+ B'y.  + Cj,+ 

ri-  C"yX  2,^  - 

l’expression  y‘y,„ , celui  d’une  quantité  composée  en  Vy*,r>>  comme 
la  précédente  l’est  en  y,  et  ainsi  de  suite  ; la  fonction  génératrice  de 
l’expression  générale  v’/t,r  sera  visiblement  de  la  forme 

\A  + t + ? ir elc- 


+ 7 + /T  ' 


etc. 

etc. 

etc. 


en  sorte  que 


, . -e-o-G-ofn::) 

4-  elc. 

sera  la  fonction  génératrice  de  A 

t Cela  posé,  lorsque  s désignera  une  fonction  des  quantités  j-  et  , et 

que  son  développement,  suivant  les  puissances  de  ces  quantités,  aura 
un  terme  général  de  la  forme  le  coefficient  de  et* dans  ~£,sera 

Ky,„.„+,i  et  il  s'ensuit  que  le  coefficient  de  et'*  dans  as*,  sera... 
V"y,.*,  > si  s a la  forme  convenable.  Ob  voit  par  là  que  ymyx„,  s’ob- 
tiendra en  écrivant  dans  s“,  y,  au  lieu  de  ~ , y.,  au  lieu  de  p , et  en 
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développant  le  résultat  suivant  les  puissances  de  yx  et  de  ytl,  puis 
changeant  les  produits  yx)'(  y„Y  en  Kyx+,x,+^  ; bien  entendu  qu’un 

terme  tout  constant  K,  équivalant  à K(y,)\ y,,)",  doit  être  remplacé 
par  Ky 

Pour  introduire  dans  le  calcul  les  différences  de  yr,„,  il  faut  déve- 
lopper  s"  suivant  les  puissances  des  quantités  - — i , -,  — i ; un  terme 

quelconque  du  résultat  étant  désigné  par  — 0(? — 0 et  nlu^“ 
tipliépar  u,  sera  Ku  Çj  — *)  (p  — *)  > et  donnera  lieu  à un  développe- 
ment  dans  lequel  le  coefficient  de  f'r*'  sera  exprimé  par  K A y,,*.  H suit 

de  là  que  la  quantité  se  formera,  dans  ce  cas,  en  substituant 

A xy,,,i  au  lieu  de  ^ — i , et  Ax,y,„  au  lieu  de  p — i dans  s , et  déve- 
loppant alors  suivant  les  puissances  de  Axyxx, , Ax,yxx,,  puis  en 
transportant  à la  caractéristique  A les  expogans  de  ces  puissances,  et 

• ,+f/ 

mettant  ainsi  A yx  „ , à la  place  de  (A,r,  „)'(Ax,yx  X,Y. 

*,**  * * ’ 

Si  l’on  désigne  par  2 ys,x>  l’intégrale  du  coefficient  yXiX, , prise 

un  nombre  r de  fois  par  rapport  à x seul,  et  un  nombre  / de  fois 
par  rapport  à x'  seul,  et  que  l’on  représente  par  s la  fonction  généra- 
trice de  cette  intégrale,  celle  de  sa  différence sera,  d’après  ce  qu’on 

vient  de  voir,  s A — > et  l’on  aura  Par  conséquent 


. foi 


Q—ïQ-r 


connaissant  ainsi  la  fonction  génératrice  de  2 y,,„,  on  aura  cette 

intégrale  en  passant  des  fonctions  génératrices  aux  coefTiciens.  Nous 
observerons  qu’à  cause  des  quantités  arbitraires  qu’elle  doit  comporter, 
il  faut  écrire 


a,  b,  c, étant  des  fonctions  arbitraires  de  et  a',  b', 


m * 
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des  fonctions  arbitraires  de  t ; d’où  l'on  conclut 

ut't''’  4-  af-'C  + be-*.C' 4-  qf’’  4-  a't't"'-' 4-  q'f 

z—  (, -<)'(, -<r 

ï r 35.  Appliquons  maintenant  ces  principes  à l’interpolation  des  tables 
k double  entrée,  recherche  qui  consiste  à déterminer  l’expression  de 
Jw+nu-i-vt  on,  ce  qui  revient  au  même,  le  coefficient  de  /*!'*',  dans  le 

développement  de  la  fonction  Il  est  visible  que  l’on  a l’équation 
identique 

^=„(.+i=-7(,+^)  = 


+ ’j!=^(rr)+  «“• 

+7&y+Ÿi(L7i)Ç¥) 

■ +Ÿ^(r^)Q¥)' + 

n'(n'—i) /!  — *'■ 


etc. 


(rr)‘ 


etc. 


et  dans  ce  développement,  le  coefficient  numérique  de. 

uQ-i)'Q-iy scra 


n(n — i)  (n — a).  ■ ■ ,(n  — r+i)  n'(n* — i)(n' — a) (n' — /-f-  l) 

i.a.3 r ' i.a.3 r'  * 

_r  r — r'  f*  s* 

ou  [oj>jLo][«'].  Cela  posé , le  coefficient  de  Fl'*’,  dans  le  développe- 
ment de  n Q — 00 — 0 * ®,ant  ^ J't.t't  le  terme  général  de  l'ex- 
pression de  sera 


[oJ[«]  [o][»'j 

formule  dont  on  lire  la  série 
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J, 4- " à., y.,.,  4-  '^7-  ^'*y.„<  4-  etc. 

+ TV..*+  7 7 O*'*'  + e,c- 

■+■  A'*y*.*>  -f-  etc. 

■ 4*  etc., 

que  nous  avons  déjà  obtenue,  n"  914,  par  d’autres  considérations. 
On  peut  lui  donner  la  forme 

— (l  -f"  A 1 -f-  &x*y , 

en  observant  de  transporter , comme  il  a été  dit  dans  le  numéro  pré- 
cédent, à la  caractéristique  A,  les  exposans  des  puissances  de  A x, , 
A *&*,»,  et  d’écrire  y,^,,  au  lieu  du  premier  terme  1,  que  l’on  doit  re- 
garder comme  équivalant  à (â*7V,„)0(A,t,j,lI,)^ 

11 36.  Proposons-nous  maintenant  d’ordonner  le  développement  do 
Wi  suivant  les  quantités  v/,.*,  V%^~etc.,  et  prenons,  eu  con- 
séquence, 4H| 

t = A + lL-\-£  + IL + — 4-  1 

t ' t*  ' t{  ~ tm~‘l  ■ #« 

, 15'  . c ^ zr  , ' 

+ T + Tt  + 7?  + e,c- 

+ £ + + etc. 

■+■  jr  4-  etc. 

4-  - 

Soit  fait 

•'*  4-  7 pr  -f-  73 ■+ ■ fz  — a, 

5 + ? + p+  etc.  =*  é , 

4-  y 4-  etc.  = c, 
etc.  ; 

il  viendra 

z = a + ; + i + i, 

équation  semblable  à celle  que  nous  avons  traitée  dans  le  n*  1116,  et 

5.  46 
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pour  laquelle  nous  avons  donné  l'expression  de  ^ i la  page  33a  : mais 

dans  le  cas  actuel,  il  y faut  remplacer  les  coefficiens  a,  bt  c,....q, 
par  les  valeurs  précédentes , ce  qui  changera  la  quantité 

+ 4:Z,  4-  etc. 

4*  -f-  czZ,  4“  etc. 

4-  etc. 

en  une  autre  de  la  forme 

M 4”  Hz  4*  etc.  p ( M , 4-  V ,s  4~  etc. J 

4*  p;  (Af,  4*  -A »3  4-  etc.). . ..4"  pj  A/., 

la  quantité 

cZ.  4-  ciZ,  ^ 4-  etc. 

4-  eZ,i._„+i  -t-  4*  etc. 

4-  etc. 


eu  une  autre  de  la  for.i 


M'  4-  Afl(Pc.  4-  p (AP,  4-  iV'.z  4-.etc.) 
4-  e,c0  • • * •+  7==*  AP._i  > 


la  quautîté 

eZ. 
4-  etc. 

en  une  autre  de  la  forme 


4-  etc. 


M"  4-  JN"z  4-  elc.  4-  p ( M ”,  -f-  N",z  4-  elc.) 
4-f.  (Af'«  4-  &»+  etc.). .. . + pir,  M 


et  ainsi  de  suite.  Il  est  facile  d!  voir  que  la  somme  des  puissances 
de  p et  de  p , dans  ces  expressions,  ne  doit  point  surpasser  l’exposant  n, 
lorsque  cet  exposant  est  ehtier.  Cela  posé,  on  aura 

pr  :=  M 4"  N z 4-  elc.  4*  p (AP . 4~  -V.s  4*  etc.) 

4-  4-  N,*  4-  etc.) 


... 
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AT  4-  N'z  -4-  etc. 

1+  y + -N', z -f-  etc.) 

+ j U jr  (JT.+  N'.z-f-  etc.) 


365 


[4- 

AT"  -f  N"s  + etc. 
1+  -y  (M'\  4*  -N1', s + etc.) 

4*  p <4*  pr  (Af -f-  iV'.s  4-  etc.) 


[+  7^ 


,tfc— ) + iVt— >z  4.  elc, 

!+  y (Af.<— >4-  JV.« — * >z-f.  etc.)j 

+ pr  (A/.c"~'>4-  + etc.)  ? ; 


— A/'"  0 


et  comme  le  symbole  V7»,*/  désigne  la  quantité 

4j,'„  4-  Br,+,  m,  4-  4-  etc. 

4-  Aj,,,+1 4"  Cy*+\,*<+t  4-  etc. 

4“  C,y,|W+,  4-  etc. 

^ 4-  etc. , 


et  que  le  coefficient  de  Pt’1',  dans  le  développement  de  la  fonction 
=pp,  est  exprimé  par  v!y»+r,»/+i/  (i  i34)>  on  conclura  de  ce  qui  précède, 
en  passant  des  fonctions  génératrices  aux  coefficiens,  que 
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A( T,.- 

4-  Nvjr,„  4- 

etc. 

1+ 

M y *,*'-+■  1 

-H 

etc. 

t 

4-  jV.VJx,.,+.4- 

etc. 

.4- 

A/.jr,,.,+, 

• 

My •+>.*’ 

4-  A''vjx+,,x. 

4- 

1 

A/',jI+1,»/+1-f-  4- 

+ 

Af_,.y,+ 

r,x/+ii— 1 

etc. 


4- 


Af<— ^ > 

iv,<— » 


MC"  0 _ 

■ -Ü+I 


^7'r+m—  l,*'+l 


-f-  etc. 
-4-  etc. 


Cette  suite  s’arrêtera  lorsque  quelqu'une  des  quantités  VJs.tr,  V '/»,*'»  etc» 
sera  nulle. 

Si  l’on  prend  = o,  et  que  l’on  fasse  ensuite  x = o dans  l’ex- 
pression précédente  de  on  aura 


J.,„  — + Af.r  4-  M,f. 

4*  M.yCiT>+m 

4-  A/y,,»,  + + A/'.j,,,^. 

* + A/  ,!/+•-  I 


4-  A/<— „ 4-  Af.c—'ir..,,^,  -+■  Af.c— îr._.,x,+. 


.,c--o 


cette  expression  s’écrit  sous  la  forme 

J\,*>  — - 2A/,^'.,»,+,  -f-  4-  "S.yr',j\  tl+, 

4-  ZA/,<— 


l’intégrale  du  premier  terme  étant  prise  depuis  r=o  jusqu’à  i, 

afin  d’y  comprendre  la  somme  des  termes  depuis  r= o jusqu’à  <*=n 
(t)45);  l’intégrale  du  second  terme  étant  prise  depuis  ;-  = o jusqu’à 
r=-n,  et  ainsi  de  suite;  enGn  l’intégrale  du  dernier,  depuis  r=o  jus- 
qu’à rs=n  — m- f-a. 


1137.  L’expression  que  nous  Tenons  d’obtenir  pour  J\,.i  est  évidem- 
ment l’intégrale  complète  de  l'équation 


% 
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o = 4-  4-  Çr.+.,«- — + Pj.+.- -4-  <d\+.,,> 

4-  py.,s>+,-h  

4“  


.4"  Z»,*'-*-"'» 

et  la  recherche  de  cette  intégrale  se  trouve  ainsi  ramenée  à celle  des  coef- 
ficiens M,  M,, AP,  M\,  etc.,  qui  sont  précisément  ceux  des 

puissances  de  p dans  le  développement  des  fonctions 

4~  cZ0. 4"  elc-  > 
cZ.  ._m+,  4“  cZ,  „_«+,  4-  etc. , 
etc. 

Ces  dévcloppcmens  seront  faciles  à former,  dès  qu’on  connaîtra  ceux 
des  quantités  Z., Z.,._„+1,  etc.,  ou,  eu  général,  celui  de  Z,,,; 
mais  on  trouvera  sans  peine,  par  les  formules  du  u’  1119,  que 


*•'  “ - J»)(«  - y) . . . . 

i 

o/*'+,0»— «)(/•  — r)  — 

1 

~ av’+\v  — .)(r  —0).... 

— etc.  ; 

et  comme  <*,  /3,  y,  etc.,  sont  les  racines  de  l’équation 

afl"  4*  è6r-  4-  eé—* 4-  q = O, 

ccs  quantités  seront,  dans  le  cas  actuel,  des  fonctions  de  p.  Si  l’on  fait 
p = s,  cl  que  l’on  diflëreniic  ni  fois  de  suite,  par  rapport  à s , l’ex- 
pression de  Z.,r,  pour  en  éliminer  les  quantités  jr,  etc. , on 

parviendra  nécessairement  à une  équation  finale  du  premier  degré,  par 
rapport  à la  fonction  Z0i,  et  à ses  coefficiens  différentiels  : ces  quan- 
tités y seront  multipliées  par  des  fonctions  symétriques  des  racines  «, 
/3,  y,  etc.,  et  de  leurs  différences,  fonctions  que  l’on  pourra  par  con- 
séquent exprimer  d’une  manière  rationnelle,  au  moyen  des  coefficiens 
de  l’équation  a8“  4-  etc.  =0.  Faisant  ensuite  disparailre  les  dénomina- 

leurs  des  termes  du  résultat,  les  quantités  Z._„  — ■—  , etc.,  n’auront 
pour  coefficiens  que  des  fonctions  rationnelles  de  s ou  de  p,  c'est-à-dire 


ûCC 
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que  les  termes  de  l’équation  finale  seront  de  la  forme  AV*  — ^'.Celapo- 

sé,  si  A,  désigne,  le  coefficient  de  s‘,  dans  le  développement  de  Z.r, 
le  terme  A, $‘  deviendra  «'(t-.— i). . . .(i-r-fx-|-,i)Als<— en  passant  dans 

en  sorte  que  i(i  — i — jw+iJÀA,  sera  le  coefficient  de 

s"***— p,  dans  l’équation  finale,  et  que  par  conséquent  il  faudra,  pour 
avoir  celui  de  s‘  dans  la  même  équation,  changer  i en  i — 
et  A;  en  A,_  : on  aura  donc  '*  . 

(i-m  + /t)(i-m+fj«.i).i..()-i»  + i )À'A,_m+p  , 

pour  ce  coefficient,  le  même  que  celui  de  . Il  est  visible  que  si,  dans 

cette  équation  différentielle , on  remplace  les  fonctions  génératrices  par 
leurs  coefficiens,  on  la  transformera  en  une  équation  aux  différences 
entre  les  valeurs  successives  de  A, , et  dont  l’intégration  donnera  ces 
valeurs.  Par  là,  l’intégration  de  lcquation  yjV#,  = o est  ramenée  à 
celle  d’une  équation  aux  différences  à deux  variables  seulement , et  à 
une  intégrale  définie. 

Pour  donner  une  idée  de  l’application  des  formules  précédentes,  sup- 
posons qu’on  ait  l’équation  du  premier  ordre 

-f-  By  x+l,*'  + B'j 

x,rM*i  — O* 

Dans  cet  exemple. 


z 

d’où 


. , B . B'  , . B' 

= -d-bj+y>  a = A + y , 


b=zB  * c = o , 


etc. 


2 = a + - , o8-f-£  = o,  fl=—  -=<x, 

y I {A+  B’sy 

• ' a»’*-'  (■ — B)r*'  * 

en  écrivant  s , au  lieu  de  g.  Différentiant  la  dernière  expression  de  Z0i;, 
on  trouve 

dZ„„  tB\A . 

(—«)'+'  » 

et  éliminant  la  fonction  , >1  vient 

AZ^i^+B's)-rB'Z,„=  o; 

substituant  enfin  dans  cette  équation,  à la  place  des  fonctions  géné- 
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*•*  ï j 

ratrices,  les  coeillciens  de  ^ , on  oblicnt 

+.  iî'iAj  — ri? A,  b=  o. 

Or,  la  quantité  bZ,t,_m+,  4-  cZc  n~m+,  •+•  etc.  se  réduisant  à son  pre- 
mier terme,  donne  seulement  Æ/(  = 2?/j}  et  l’on  en  conclut 

y f y ^ K'+r  j 

l’intégrale  étant  prise  depuis  r=o  jusqu'à  r = n-(-i.  Il  faut,  en  inté- 
grant l’équalion  d’où  dépend  At)  prendre  la  constante  arbitraire  telle 
qu’on  ait  A.'=  — “£p;. 

(U38.  L’équation  v7,.„  = o,  ou 

4-  Br,+l  I,  4-  Cy  • • * ••••••+ 

4-  By,.,r+ 1 4-  -f-  etc. 

o = < 4-  -f-  etc. 

~=-  • •■*-*  • * 

4*  y 

correspond  à l’équation  z = oL  ou  à 

ry  j.1  j.£  1 <7 

\A.  + t + t ; ;%m 

4-  j-  4-  7p  4-  etc. 

0==<  4*  pr  4*  etc. 

4-  £> 

t 

qu’on  obtient  en  substituant  dans  la  première , au  lieu  des  coefficiens 

.7*1*0  7*+i,»a  /x+i,*j  etc., 

_7*+>,*m-u  etc., 
etc., 

etc. , 

leurs  fonctions  génératrices, 

“ “ . • . 

",  -ty  fï  y «IC., 

u , 1» 

f y y elc-  * 

» 

F*» 

etc.; 
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car  il  est  facile  de  voir  que  toute  équation  du  premier  degré,  qui  a 
lieu  entre  les  coefliciens,  doit  avoir  également  lieu  entre  les  fonctions 
génératrices.  L'équation  3 = 0 rentre  évidemment  dans  l’équation  (i) 

du  n*  1088,  lorsqu’on  change  j-  en  x,  en  0 ; et  l'on  doit  saisir  main- 
tenant la  liaison  des  méthodes  qui  nous  ont  conduits  à l’une  et  à l'autre  : 
la  même  correspondance  existe  à l’égard  des  fonctions  d'une  seule 
variable. 

Il  suit  de  là  que  l'intégration  de  l'équation  — o,  par  la  se- 

coude  méthode,  revient  à déterminer  l’expression  de  — , développée 
suivant  les  puissances  de  ^ , au  moyen  de  l’équation  z = o ; or,  il  y 
a aussi  dans  cette  méthode,  comme  dans  la  première,  des  cas  où  l’ex- 
pression de  ~ se  présente  d'abord  sous  la  forme  d’une  suite  infinie. 
L’équation  .... 

1 a b 

ti  ? - — c=o, 

qui  correspond  à 

‘ . " -• 

- H-,;-  V. 

est  un  de  ces  cas,  parce  que  la  plus  haute  puissance  de  - y est  mul- 
tipliée par  p:  voici  l’artifice  qu’emploie  M.  Laplace,  pour  lever  cette 
difficulté. 

L’équation  proposée  donne  immédiatement 


'••••.*  l;:.  i. 

d’où  l’on  tire  ; ■ 


1 

FP 


(-+ÎT 


"G-ÿ 

La  dernière  de  ces  expressions  étant  écrite  ainsi 

. ,Q~b  + b)  {c  + + “(p  - *)} 


t*t‘‘ 


G-*)' 
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devient  susceptible  d’un  développement  terminé,  suivant  les  puissances 
de  p — b-,  on  eu  tire 

+a&**-Gi-»r+«4 


x {«■  + ;(«  + «»)  f— 


— b 


. JCJ  — 0 

i .a 


(c+aA)*-! 


(?-*)■ 


etc 


faisant , pour  abréger, 

^.=  7 — f-  7 (<?  — f—  ab)a*~ 

4 "■  = \ a 1 4*“'  *+~  777  *Cc 4-  Và~'’ 

* = £!£:=^-2  ^ ^ î «»)-- 

etc. , 

il  viendra 

'-(?-*)'+ ''■G-4)"’ 

^=*1+ r.Q-*y- +r„ 

T'' 

•4- 


#+■  t-5— -f 


L’équation 
donnant  aussi 


à-*  G-»)’ G-‘X 


__  a b 

tf  ? t ° ° 


1 

j-a 


i , c + hb’ 
p-b 


on  peut  chasser  la  quantité  ~ — A,  du  résultat  ci-dessus,  et  si  on  le 

3.  47_ 
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fait  dans  les  termes  affectés  de  V'„+, , V etc. , 


on  obtiendra 


WP 


rQ-if+r.Q-tJ 

= “^feiCr— V 


■G -T 

(c  + auy  G **) 


(c  -f-  aby 


Passons  maintenant  des  fonctions  géne'ralrices  aux  coefliciens.  II  est 
visible  que  celui  de  dans  çrjih  es*  1®  quantité  u^p  — » 

mise  sous  la  forme  ub'  * é tant  développée,  devient 


h f “ _L H | r(r~ O “ _ -te  } . 

" \WT'  1 ^ i.a  f*  * 


d'où  l’on  conclura  que  le  coefficient  de  f’t'%  dans  cette  fonction , est 


développement  qui  est  celui  de  pourvu  que  l’on  fasse 

x'  =10  après  la  différentiation.  On  se  convaincrait  de  la  même  manière, 
que  le  coefficient  de  t°tu,  dans  le  développement  de  uQ — a),  doit  être 
en  faisant  x=o  après  la  différentiation  j et  l’on  aura  enfin 

- j..,.  = Fr£($?)  + rtr-'. 

■+-  + 

+ f+fb  aA*(^)  + FF3T*  "***  (y¥) 

■ y X'-KX  .-AT/’lfX,o'\ 


mr  l'intégrale  de  l'équation 


En  développant  cette  intégrale,  on  verra  sans  peine  quelle  exige  la 
connaissance  de  la  première  ligne  et  de  la  première  colonne  de  la 
table  à double  entrée  qui  correspond  à l’équation  proposée. 
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11S9.  Des  considérations  absolument  semblables  à celles  du  n*  u?6, 
vont  nous  conduire  aux  formules  que  nous  avons  citées  dans  le 
n"  970. 

Soit  maintenant 

« - J-,*  4-,r.,.<*  4-.r».•<,  4-  «ic« 

+ J.  J 4-  etc. 

4- 4*  etc. 

, 4-<r.,/J4-  etc. 

4-  etc. j 

si  A/,,„  désigne  la  différence  d e/t,„,  prise  en  faisant  varier  en  même 
temps  x et  x',  la  fonction  génératrice  de  sera  «Q,  — 1)"  (1  i34)f 

mais  il  est  visible  que 

et  que  par  conséquent  • 

“ Ct  “ ')"=  “t(*  + 7 ~ ’X1  + ~ 0 - 1 F: 

le  développement  du  second  membre  de  cette  équation  pouvant  être 
ordonné  suivant  les  puissances  de  £ — 1 , et  de  j> — i,  contiendra  les 
termes  u g— y*  «g —y  , qui  sont  les  fonctions  génératrices  de 

A,/,.,,,  A : passant  donc  de  ces  fonctions  à leurs  coelüciens, 
on  aura,  comme  dans  le  n°  g35, 

*y*.»  = {(»  + C*  4-  A 1 }”, 

en  observant  de  transporter,  dans  le  développement  du  second  membre, 
à la  caractéristique  A les  exposans  de  &*?*.*■ 

Il  suit  aussi  de  ce  qu’on  a dit  sur  les  fonctions  génératrices  des 
intégrales  (1 1 34),  que  l’équation 

2 d *•*'  {(1  + A,_y,,^)(i  + 4,/ v,,..)  — 1 }-  » 

doit  avoir  lieu  sous  les  memes  conditions  que  la  précédente,  et  en  rentr 
plaçant  les  puissances  négatives  des  différences  par  des  intégrales. 

Dans  les  formules  ci-dessus , les  différences  des  variables  x et  x' 


Digitized  by  Google 


57a  CFIAP.  IV.  THÉORIE 

sont  égales  à l'nnité  j mais  il  est  visible  que  — >)  est  I®  fonc- 

tion géne'ratrice  de  la  différence  A'”/,,,,,  prise  en  faisant  varier  x de  n 
et  x'  de  n'  j et  en  vertu  de  lequation  identique 

u(rb  — *)"—  “ {(l f — K) P — ')  » 

il  viendra  encore  , ainsi  que  dans  les  n°*  941  et  970, 

' &lm/x,xr  = {(l+  A,JIiX,)*(l  + »}", 

2 = {(i  +a,_yr>x,)-(I.+  Ax.:y,,x,)-?^Ty-  » 

sous  les  mêmes  conditions  que  ci-dessus , relativement  aux  exposant 
des  différences. 

Ces  équations  subsisteront  encore,  si  l’on  suppose  que  les  différences 
de  x et  de  x',  au  lieu  d'être  1,  relativement  à et  à Ax,  ^ 

soient  k et  k' ; mais  alors,  dans  A les  différences  de  x et  ® xf 
seront  respectivement  kn  et  k'n'.  En  considérant  k et  k'  comme  infi- 
niment petits,  ou  comme  dx  et  dx1,  tandis  que  n et  «'seront  infinis, 
on  pourra  faire  kn—at  k'n'  — a.',  a et  a'  désignant  des  quantités 
finies;  dans  celte  hypothèse,  A tjx,„  et  A deviendront  les 
différentielles  partielles  de  y , et  se  changeront  par  conséquent  en 

^ dx,  dx'  : on  aura  1 

dx  7 dx 

(>4-A..r,.s,)*=  { « + % à*  }’=  «*  & , 

(t+A { 1 + ^,dx'}*=  e 3?  , 
d’où  l’on  déduira 


ce  qui  s’accorde  avec  les  n1’*  933  et  970. 

Supposons  maintenant  que  les  accroissemens  n et  n!  soient  infini- 
ment petits,  tandis  que  k et  k'  soient  finis,  ce  qui  changera  nk  en 
dx,  ri  K eu  dx',  .et  A'^yx„  en  d"/;  nous  aurons  1 
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(i-f-Vr*,*-)"  = (i+A  ,?,,„)**  = 

= i+dr'l(j+A,,>.ilr,)  , 
dy  = {[i+drl  ( i [ i+dr'  1 ( ,+A,,^.,)]  — i }-, 

formule  qui  revient  à 

- d"J  ~ + *».7V>)'H*  àr'I(i  4.  * 

On  trouverait  facilement  pour  les  fonctions  de  trois  et  d’un  plus  grand 
nombre  de  variables,  des  formules  correspondantes  à celles  qui  pré- 
cèdent, .Voyez  d'ailleurs  la  Théorie  analytique  des  Probabilités. 

‘ » ' -•  *1  » 1.1  : : 

î ‘ M . î •;  . .1. 


I , /( 

■.  . -*»*;  ' .<*•.  * ...  -j  1 


/ 
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' ' ' " " ' 

CHAPITRE  V. 


1 1 *!’  V'i'Ui' 


Application  du  Calcul,  intégral  à la  Théorie  des  suites. 


! r tt  ' c»  • 

.1 140.  Tj'iwt£G*atio«  des  différentielles  à une  seule  variable  ayant 
conduit  à des  séries,  on  ea  a conclu  qu'on  pouvait  représenter  une 
série  par  une  intégrale;  et  comme  on  a des  méthodes  pour  calculer 
au  moins  par  approximation , la  valeur  d'une  intégrale  entre  des  limites 
données  (467),  on  a cherché  à remonter  d'une  série  à l’intégrale  dont 
elle  est  un  des  développemens.  C’est  par  ces  considérations  qu’Euler 
a créé,  pour  la  sommation  des  séries  et  la  recherche  de  leur  terme 
général , des  méthodes  très-ingénieuses  que  nous  allons  faire  connaître 
successivement. 


La  première  de  ces  méthodes  consiste  à effectuer  sur  la  série  pro- 
posée, des  opérations  telles,  que  les  résultats  successifs  conduisent  en 
dernier  lieu  à une  série  que  l’on  sache  sommer,  ou  qui  soit  semblable 
à la  proposée. 

La  progression  par  quoliens  (ou  géométrique) 

s = x*  -f-x^  4-  X-*-*  4-  4-  *•+<—», 


est  un  des  cas  les  plus  simples  de  cette  théorie.  En  passant  le  terme  x* 
du  second  membre  dans  le  premier,  et  ajoutant  aux  deux  le  terme  x*+**, 
il  vient 


s — x*  4" 


■ x--*  4-  x***‘ 

= x*{x*  4-  x*+*. 


4-  X"** 

4.  **+<— 0»), 


d’où  l’on  tire  s — x*  4-  JC'*’"*  = sx*,  et  par  conséquent 


Les  premières  opérations  de  l’Algèbre  suffisent  non-seulement  pour  ce 
cas , mais  encore  pour  toutes  les  séries  dont  le  terme  général  est  de 
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1 * • . , I 

(«  + /3 n -f-  5 ,n‘  4-  etc.)x,'K*-,)*, 

aiosi  qu’on  peut  le  Voir  dans  les  Élemens  tf  Algèbre  : passons  donc  au* 
artifices  tirés  du  Calcul  différentiel  et  du  Calcul  intégral. 

* 1 1 4 1 . Considérons  d'abord  la  série 

s — x4-  ax*  4-  3x*  4-  4-r< 4-  nx'i 

■ m t 

en  multipliant  tous  les  termes  par  —,  ou  obtiendra 


jdx 

x 


= dx  4-  axdx  4-  3x*dx 4-  nx*-'dx  -, 

intégrant  ensuite , H viendra 

. * * * *x  *j: 

et  en  difiërenliant  l’équation  J' ^ ~ x*  , on  aura 


d'où  l’on  déduira 


jdx <tr  — (>»4~  1 Ix^dx 4*  nx*+,Ar 

x (i  — x)*  * 


x — (n  + i )x"+,+  nx*-” 

o-xÿ  ■ 


1 142.  La  série  que  nous  venons  de  traiter  est  comprise  dans  cette 
autre  plus  générale 

s = «x*  4*  (a  4”  b)x*+£  4-  (a  4-  2 i)x«-H>#  4-  (a  4-  3i)x*+-M 
4-  [a  4-  (n  — 1 )i]x*+(B— 0#. 

Multiplions  les  deux  membres  de  cette  équation  par  ptfàx,  nous  aurons 

psx'àx  a=  «px'+'dx 4-  [a  4-  {n — , 

série  qui  se  ramènerait,  comme  la  précédente,  à une  progression  par 
quolieus,  si  pour  toutes  les  valeurs  de  n on  avait 
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or,  c'est  ce  qui  aura  lieu  si 

•*  ■ 'i 

ap  — t = * -f-  r et  bp  — fi  y 

i..  • Y 

équations  qui  donnent 


fi  «t/3.—  •£  — b 

P = ~b,  '•“—6 : 

g fi  — *h — b a fi  afi-b~  Ifi 

~r- . — l 


£ J" X * sdx  =i  JC 1 -+•  X 


ai  -H„— i>M 


a fi  r,  ffi  + ntf  fi 

' V-*  * 

” i-x*  ’ 

f - , 

d’où,  par  la  différentiation,  on  conclura  l’expression  de  s. 

Si  le  terme  général  de  la  série  proposée  est  de  la  forme 

(an  -f-  b)(cn  + e)x“+("— 

et  qu'on  multiplie  par  px'àx  les  deux  membres  de  l’équation 

s = (a  -f-  b)(c  -+•  e)tf- . .. -+-(«”  + b)(cn  + e)x-+<"-'M, 


on  pourra  déterminer  p et  r de  manière  à faire  disparaître,  par  l'inté- 
gration, un  des  facteurs  du  coefficient  de  chaque  puissance  de  x,  et 
cela,  en  rendant  ce  facteur  égal  à l’exposant  augmenté  de  l’uuilé.  Ou 
formera  ainsi  l’équation 


pcn  -f-  pe 

d’où  l’on  tirera 


pc=  P, 


<*■  4-  (»— 1)0  4-  r -H  1 » 

pe  = a — /3-+-  r -f-  i , 

je  + fie  — «c — c _ 

r~~-  ■ - e • 


au  moyen  de  ces  valeurs,  on  aura  , .<  ,,  , 1 

1 t * 1 ' 

£ / sj^djc  = (a  -f-  b)x*+r+' -f.  (an  -f-  4). *«+(■«— ,)^+r+>. 


La  série  du  second  membre  étantde  la  même  forme  que  la  précé- 
dente, on  y substituera  sa  valeur;  déterminée  d’après  ce  qu’on  a vn:, 
et  on  aura  ainsi  une  équation  finie  entre  cette  valpyr  et  l’intégrale 
fsx'Ax , qui  conduira,  par  la  difTérenlialion,  à l’expression  de  s. 

On  obtiendra  immédiatement  une  équation  finie  du  même  genre,  eu 
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multipliant  par  p'jf'dx  les  deux  membres  de  celle  que  nous  venons  de 
trouver,  et  posant 

(an  + b)p'  = a -f-  («—  ,)/3  -f-  r 4-  /-f.  a, 
d ou  1 on  déduira 

v<  — t . — si  — «a+£a  — rg— aa fibc  — $ae  — ac 

a>  a oc  — » 

intégrant  ensuite,  il  viendra 

ghc-gat-ac  «-<?  « 

~JX  " dxj  x « sdx 


fl{a+è)  fila+h-t-na) 


_ * “ -X  û ^^/l-X^v 

= — * * Cr=S)* 

deux  différentiations  successives  feront  disparaître  les  signes  / du 
premier  membre  , et  conduiront  à une  équation  dont  il  sera  facile  de 
tirer  s. 

Il  est  visible  que  le  même  procédé  s’étend  à toutes  les  séries  dont  le 
terme  général  est  de  la  forme 

(an  -f-  b)(cn  + e)(fn  -h  g) x*+>  —<)*. 

it43.  C’est  en  renversant  ce  procédé,  qu’on  l’applique  aux  séries  dont 
le  terme  général  est  de  la  forme 

X*-K»— 1)4 

(““  + *)(<■« + *-0(J  H + S) ' 

Soit  d abord 

t X*  OS 

a + i en-f-6  * 

on  multipliera  seulement  par  psf,  et  on  aura 


psxr  — 


a-f-i 


an  4 b 


on  diffe'rentiera  ensuite,  pour  obtenir 

ndfix')  = /’fr+ry+'-'d*  p[«+(n-,)H.f]i^-'^-'dr  . 

“ ' ' a + i * ‘ " ’ ' an+T  » 

et  on  déterminera  r cl  p de  manière  à rendre  le  coefficient  du  numé- 
3.  • 48 
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râleur  égal  au  dénominateur,  quelle  que  soit  *».  On  fera  (loue 

art  b = pa.~±- pj!n  — pf&  -+■  pr,  a = p@  , b— pet — p@-\-prt, 

d'où  il  résultera 

a *7/8— am-f~  bfi 

p=ï>  r= — â — » 

et 

/if— aQ+l'jl  — a nnfi-j-Lfi — q a _ 

-d(x  “ s)=x  “ -j-x  ° =x 

* 1 

on  conclura  de  là,  parle  secours  de  l'intégration, 

a fl — <iA-+bfi  ûfi+bfi—a 


te-£> 


- JC 

fi 


fi 

S = - JT 
a 


e «j-t-oj p— a 

,=A  • 

A—aft  -b  jS  ofi-\-bfl—a 

J*  ‘ 


L’inlégrale  indiquée  dans  celle  formule  doit  s’évauouir  lorsque  x=Oi 
Pour  avoir  la  limite  de  la  série  proposée  , il  faut  prendre,  au  lieu  de 
la  somme  de  la  progression  par  quotiens 


•4-x" 


naf-t-bf-a 


sa  limite,  et  il  viendra 


:!* 


OA afi‘ — b fi 


tifi’i  b fi  ■ ■ (i  ‘ 


a Çx 

J 1 JL 


dx 


Si  l’on  fait  x~ »,  dans  la  série  proposée,  et  qu’on  suppose  en  même 
temps  <t  = j3=  i , elle  deviendra  seulement  • 


,8S  r+ï+sz+6- 


nn-f-4’ 


On  ne  pouiya-  pas  établir  l’hypothèse  de  x = i , dans  les  expressions 
différentielles;  mais  on  fcra<x  = ;0  = i,  dans  l’expression  intégrale,  qui 

h 

se  changera.’  en  ^ et  qu’il  faudra  prendre  depuis  x=  o 

axa 

jusqu’à  x=  i , pour  obtenir  la  somme  de  la  série  particulière  que  nous 
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considérons  maintenant.  Voilà  une  nouvelle  expression  de  la  transcen- 
dante indiquée  dans  les  n"*  980  et  1000.  Sa  limite  se  trouverait  en  faisant 

- . - a a 

' a aa — ^ r a j 

«=,  et  /3=i,dans  l’expression  -x  * J qui  répond  à 

b 

la  supposition  de  n infinie,  et  d’où  il  résulterait-^  l’intégrale  de- 

ax* 

vaut  être  prise  depuis  *■=  o jusqu'à  ar=i. 

Passons  à la  série  dont  le  terme  géuéral  — — renferme  deux 

\an  ’T*  o)  e)  , 

facteurs  à son  dénominateur,  et  où,  pour  abréger,  nous  avons  mis  x* 
au  lieu  de  ce  qui  ne  diminue  pas  la  généralité  de  l’expression. 

On  aura,  relativement  à cette  série,  l’équation 

j.  . 1,  , , f **  (®+*)(e+«)‘  ■ ’ * ■ '*^(««4-4)  (rn-J-*)  » 

a ou  Ion  déduira 

pdfj'j) p(i+Qr'  , p(n+r)r^->  , 

dx  (a+4)(c+e) *’  (on+ï)(enq-e)‘ 

On  peut  toujours  déterminer  les  nombres  p et  r de  manière  à faire 
disparaître  l’un  des  facteurs  du  dénominateur,  en  posant 

pn-+-pr=an  + b,  d’où  il  suit  p = a,  r=  - , et 

b b b 

- “ - +fl—I 

odÇx0/) xa  t 3* 

<u-  c + e cn+a  ’ 

' b 

Maintenant,  si  l’on  faisait  = r',  on  aurait  une  série  qui  se- 

rait dans  le  cas  de  celle  que  nous  avons  traitée  plus  haut;  mais  on 
arrive  immédiatement  au  résultat,  en  la  multipliant  par  p‘x*,  ce  qui 
conduit  à 

- --4-r'  i+r' 

ap  pV*  , p'xa 

dx  r~  c+c ~ cn-t-e  * 

b yl,  s -+/— 1 

flp'd[-^d(i;a)J  _Kâ  + ’/C 

(Le*  c+e  

./h  \ -+n+iJ—y 

. p'G+»+^-> 

"T" » 

en  -J- 1 
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posant  ensuite 


^ *+■  p'n  +p'r' — p'  = cn-^-e, 
h -,  e 


il  vient 

P — c,  r = i 

et  l’on  a pour  dernière  transformée 


b e b 

» h z . 


«cdÇ*  = ^ + jrï+-'  Œ 

En  intégrant  deux  fois  de  suite,  puis  tirant  la  valeur  de  s,  on  trouve 
s = — -j  fx^  « dx J~xrdx  Ç-jpp)  ; 

acj/* 

et  en  réduisant  la  double  intégrale  à des  intégrales  simples  (484) , 
il  vient 

* A 

(bc — 

Il  fant  observer  que  cette  dernière  expression  se  réduit  à J quand-' 
bc  = ae}  parce  que  la  précédente  étant  alors 

acx“ 

doit  se  ramener  immédiatement  à 

ixrJixÇ=£) -/Jdx(ix)  ç=?) 

S J | 

acx* 

et  que  dans  le  cas  où  bc=xae,  le  produit  {an-\-b)(cn- f-e)  devient 
- (an-\-by,  en  y mettant  pour  e sa  valeur. 

11  est  aisé  de  voir  que  si  l'on  voulait  obtenir  la  limite  de  la  série 
proposée  , il  faudrait  mettre  sous  les  signes  d’intégration  , — - — au  lieu 
de  — 

1 — X 
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La  méthode  est  générale , et  s’étend  à toutes  les  séries  dont  le  dé- 
nominateur peut  se  décomposer  en  facteurs  rationnels  et  du  premier 
degré  par  rapport  à n.  En  suivant  la  marche  tracée  dans  les  deux  exemples 
précédées,  ou  trouvera  que  la  série,  dont  le  terme  général  est 


(fin  -f  b)  (t*  + e)  (fn  + g)  f 

a pour  somme 

s = — fir'  c 'dxfxc  J 'àxfxfàx  ; 

acfx“ 

«t  réduisant  à des  intégrales  simples,  on  obtiendra 


(6f—  Qg)(ef—  cg ) * (Ac — ae)  (cg  — ej) 

b b 


, " v-MSr) 

(ae  — bc)(ag—bj)  ’ 


forme  qui  présente  une  loi  trcs-simple,  d'après  laquelle  on  peut  conti— 
nuer  ces  expressions  aussi  loin  qu’on  voudra. 

Lorsque  le  terme  général  sera 


en  aura 


(un  + b)(cn  + c)(fn  + g)(hn  + k)  * 
* 


*=  — tA“ 

aefj* 


dx/xc  f àxfx>  * àxfxldx(l~y 

(bc — ae)  (cg—  ef )(ck — eh) 
h‘x~ifx*às{~Ç) 


(ae — 4c  )(og — bf)(ak — b h) 
fx  ffxJdx(~~) 


(bf—ug) (if—cg)  ( fk~»h ) "r  (bh—ak)(eh—ik)(glt—fh)' 

ri44-  Ces  expressions  donnent  J,  quand  les  facteurs  du  dénomina- 
teur du  terme  général  sont  égaux  ; il  est  plus  simple  de  chercher  immé- 
diatement, en  supposant  dans  les  calculs  indiqués  ci-dessus, 

a — c = f = etc. , 4 = e = ÿ = etc,  y 
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les  expressions  qui  conviennent  à ce  cas  , que  d’entreprendre  de  les 
déduire  des  precedentes.  Lorsqae  le  terme  général  est  ^,^^3  » on 


trouve 


* = ^^3 

a'x“ 

b m b b 

a\xfJdxOx)Q=^)  +fj?dxi^r(~) 


lorsque  ce  même  terme  est  — » il  vient 

(1  x)s/x^dx(i=^)—  3(  lx)yx«'dx(lx)^=^) 
4-  3 1 x/x^dx(l  x)^i=^)— /x^  dx(  I xf(^=^ 
et  pour  l’expression  , ou  a en  général 


bj 

j .a.  3c4xa 


l.a.3..  .(m — i)amx“ 


(m— i)(m — a )(m — 3) 
1 .a.3 


(lx)"~Vx“  dx(lx)3^i— ^ -f-  etc.  J 


Ces  valeurs  se  simplifient  beaucoup  lorsqu'on  y fait  x = i,  ce  qui 
donne  lx  = o,  en  dehors  des  intégrales  seulement  ; on  obtient  alors 


JE=± 


1 .3.3. . . .(m — I )o"  ’ 


pour  la  somme  de  la  série  dont  le  terme  général  est  » l’inté- 

grale étant  prise  depuis  x = o jusqu'à  x=i,  le  signe  + ayant  lieu 
si  m est  impaire,  et  le  signe  — si  m est  paire.  On  comprend  le  double 

signe  ± dans  la  formule,  en  écrivant  1 ^ au  lieu  de  lx,  puisque. . 

I - = — lx,  et  on  a 

X w 
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i i)a“  * 

Enfin  on  obtient  les  limites  des  sériés  proposées , en  mettant  seulement 
“ ; au  lieu  de  ct  lorsqu’on  fait  a=  t,  l>=o,  ces  sériés  de-  . 

vieunenl  celles  du  n°  too5. 


j i45.  La  combinaison  des  méthodes  indiquées  dans  les  trois  numéros 
précédens,  conduit  à la  sommation  des  séries  dout  le  terme  général  est 

~£~,  les  lettres  A et  B désignant  des  fonctions  rationnelles  et  entières 

de  n,  décomposées  en  facteurs  du  premier  degré.  On  Ayt  disparaître 
successivement  les  facteurs  du  numérateur  par  des  intégrations  répétées 
et  ceux  dû  dénominateur  par  des  différentiations.  L’exemple  suivant  suf- 
fira pour  mettre  sur  la  voie  des  applications. 

So,t  ■*’  le  ,erme  général  de  la  série  proposée;  on  multiplier» 

par  px'  les  deux  membres  de  l'équation 


o + A 


_i_  •»  + *-. 

' * ■ + j (,  x > 


ao  + 4 * un  + 4 * 

et  passant  ensuite  aux  différentielles,  celle  du  terme  générai  sera 

p(n  + r)(«n  -t-  jl).r*-w— ’d  r _ 

on  + 4 ’ • 

on  fera  doue  pn = an  , pr=  b,  ce  qui  donnera  cette  équation, 

‘ 4 4 * 

= 0 + |8K  + (a*  + /})*? +‘ 4.  +n~\ 


dont  le  second  membre  ne  renferme  plus  de  dénominateur.  De  nouvelles 
opérations,  semblables  à la  précédente,  feraient  disparaître  les  fectcur» 
qui  resteraient,  si  le  dénominateur  en  contenait  plus  d'un.» 

En  multipliant  la  même  équation  par  px’dx,  et  prenant  ensuite  l’inté- 
grale de  chaque  ternie,  celle  du  terme  général  sera 

- +r+n 

apf.n+S)'*1 

” 4+  ai  + un  ’ 

le  facteur  an- f-/3  du  numérateur  disparaîtra  si  l'on  fait 


aapn  = an  , apj 8 = b -f-  ar. 


Digitized  by  Google 


384  CHAP.  V.  APPLICATION  DU  CALCUL  INTÉGRAL 

d'où  il  suit 

i r fi b 

fi  * ' „ * fi,r  fi 

= x‘  4-x*  -f-Jf*  « 

et  par  conséquent 

fi  i b \ , 

;A‘  ”<Kx^)  = **  ' (7^)  f 

on  tire  de  là 

b $ fi  + « 

-A‘  ;d[>  * (S)] 

s — j . 

o*“ 

1146.  Dans  les  séries  que  nous  avons  considérées  ci-dessus , le  nombre 
des  facteurs,  soit  du  numérateur,  soit  du  dénominateur,  était  le  même 
pour  chaque  terme;  mais  il  y a une  classe  de  séries  qu’Euler  désigne  sous 
le  nom  d’ hypcrgêomélriques , dans  laquelle  ce  nombre  augmente  d’uu 
terme  à l'autre  : la  série 

• + fi  „ _L_  . . I («+£)•  ■(“n+fi') 

a -f- A (o-)-é)(aa-(-A)  •••••••“f  (a-f-6) (an-f-b) 

est  de  cette  classe.  On  va  voir  que  leur  sommation  se  ramène  à l’inté- 
gration d’une  équation  différentielle. 

Le  cas  le  plus  simple  est  celui  dans  lequel  le  terme  général  est  de 
la  forme 

(«  + Æ)  (g*  4-  0) («"  + |3)x*  ; 

par  la  méthode  du  n*  n4a>  on  fait  disparaître  le  dernier  facteur  an- HS, 
et  on  ramène  la  série  proposée  à ce  qu’elle  serait  si  l’on  en  retranchait 
le  dernier  terme.  On  obtient,  de  celte  manière, 

pfijfx .+*•+* - 

rJ  r+a  1 n+r+ 1 

* f fi 

posant  p(an-\-(i)  = » -f- r 1 , il  vient  p = -,  r=- — 1,  et 

fi  fi  (i  0 

'-fsjï~'dx  = '4-  (a+/3)x‘+\..4-  (*4-/3)...  [*(«-- 1)  + 

d’où  l’on  conclut 
S_! 

— .!==(<*  4-/3)  je 4-  (*4-Æ) [«(n— i)4-0J**-* 

— s _ («4-/3) ....  (*«4-/3;x"  f 
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«I  faisant,  pour  -abréger , («+; 3) (an  -f-  |S)  = A,  on  a 

g s 

- — i -4-  r 

/ rx*  dx  = ax*  ( i + î — /^x”). 

* Lorsqu'dh  délivre  celle  e'qualion  du  signe  f,  en  la  différentiant,  elle 
conduit  à 

etx'ds  -f-  [(*  4-j8)x  — i]idx  = [(«  + / 3-j-an)4x’+' — (a- f-/3)x]dx, 

équation  du  premier  degré  et  du  premier  ordre,  dont  l’intégrale  don- 
nera l’expression  de  s. 

Il  peut  arriver  que  chaque  terme  de  la  série  proposée  contienne 
deux  ou  un  plus  grand  nombre  de  facteurs  de  plus  que  celui  qui  le 
précède;  il  faut  alors  un  nombre  d’opéralions  successives  égal  à celui  qui 
marque  l’accroissement  du  nombre  des  facteurs  d’un  terme  à l’autre.  Si 
l’on  avait,  par  exemple, 

s = (<*-+-/3)x  -+-  (a -t-/3)(?a 4- /3)(5a -f- ,3)x*  + etc., 

une  prèmière  opération,  semblable  à celle  qu’on  vient  d’effectuer  ci-dessus, 
changerait  l’expression 

(*  4-  /3)(a*  + Æ) [<*(**  — 0 + 

tçrme  général  de  celle  série,  en 

n î ^ — * f 

[a(an  — a)  + ,S]x  ", 

et  une  seconde  opération,  effectuée  de  manière  à faire  disparaître  le  fac- 
teur [a(a« — a)-f~j0],  réduira  le  résultat  ci-dessus  à 

(*  <4-  ^)(a*  0) [«(an  — 3)  + /3]x"+  “ 

expression  correspondante  au  terme  qui  précède  celui  qu’on  a pris  pour 
le  dernier  dans  la  série  primitive. 

C’est  encore  par  le  même  procédé  qu’on  traiterait  les  séries  dont 
le  terme  général  est  de  la  forme 

(an+fi) . (>+/)(  2^+cf) (y  n-f/Jx'  ; 

par  une  première  opération  on  ferait  disparaître  le  facteur  et/r  — (—  /S , 
et  par  une  seconde,  le  facteur  >«-(-  «f  : en  suivant  la  même  marche, 
on  s’élèverait  facilement  aux  séries  dont  les  termes  généraux  renferme- 
raieul  trois  ou  un  plus  grand  nombre  de  progressions  de  facteurs. 

3.  49 

* 
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eïeIDple’  ——Krr. • 

{Z+M*‘+*> 

, ■ u différentiation  ; >1  'ie  .*_»■«—» 

» '*  ^ + 

r— ;»> 


par 


éiip 

, a d'où 
pn+pr  ==*"+?* 

$ 

•3?jP-  -» 1 =r-M 

*.  »»•  ««“7 

«ay**)  __  i = * — 2> 

*‘cU 

•a  trouvera 


*2 


-+r+  et  donne- 

— * ***,1-rv  ■"  a y .. 

i==‘  ' , ...  w effectuée*  «ccemvt- 

ti  «1..  à la  precedente, 

ÇÇTP  . . r^==^ renfam.  *» 

ssiv..  y*  -j?rs; 

puissance  r *e 

général  es»  jL—-—r-rr.  y 

T.'*  »Y  ...•(-»  + « 
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x* 

?T  1 S («+*)“  ....  («n  +/»)*’ 

ar*dx* 


pour  le  terme  général 


on  obtient 


(•  + fi)’  ■ ■ ■ . («i  4-  fif  ’ 


«M[xd[xd  (x*.)]  } x* 

! —■  (.+*y 

x*dx’ 

et  ainsi  de  suite. 


(-  + *)1  • • • • C-r*  -I-iai3* 


387 


1148.  Passons  maintenant  à la  série  dont  le  terme  général  est 


4- 1) (an  + h) 

(-  + /») (-«  + H)  ' 


l’introduction  du  faclenr^.r'cLr  et  l’intégration  donnent  d'abord 


pfsx'àx  c= 


P(a+b) 

(r+iX-t-V  ’ 


* p(q-4-A).  . . . (qn-4-&) 

""t"(r+'»+i)C«+^-C*‘'î+^ 


JJT+.+.  . 


posant  apn  +/>S=r  + n-{-i,  il  vient  p ==  i , r = — ^ ° , et 

*—■ » 4 . , i 

fr  * tdx X“  , (a  + 4)....[;ofn— 

«>  -+<»; **“  (-+« («+/») 

multipliant  ce  résultat  par  pjf,  puis  prenant  sa  différentielle,  en  faisant 
bp  -\-apn  -\-aprss  aan-f-ajS,  on  trouve  p = «,  /•=* — 

0 _}  S— a 

adÇr*  °/r  » jdx)  (q  + i)  ....  (an  -b  b) 

j -~1_S  (.»  + «•*•  . 

ax*dx 


Cet  exemple  montre  assez  comment  H faut  opérer  sur  les  autres  cas 
compris  dans  la  classe  de  séries  dont  il  fait  partie. 

1149.  Depuis  le  n*  1 i45,  nous  n’avons  donné  que  les  sommes  des 
séries  proposées;  mais  il  est  visible  qu’en  supprimant  dans  leurs  expres- 
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sions  le  dernier  ternie  de  la  série,  on  aura  sa  limite  : on  trouvera  ainsi,' 
pour  la  seconde  série  du  n"  1146, 


i-, 

Jx*  idx 

T~~ 


«J- 


et  faisant  disparaître  le  signe  d'intégration , on  obtiendra  une  équation^ 
différentielle  du  premier  ordre  et  du  premier  degré,  dont  l'intégrale 
donnera  l’expression  de  s.  Si  l'on  y change  x en  — x , et  qu’on  prenne 
le  résultat  total  avec  un  signe  contraire  à celui  dont  il  est  affecté,  ou- 
aura  la  limite  de  la  série 


(a-f-/3)x — (se-t-jS)(3«-f-/3)x*  + etc. 

Quand  /3  = o et  a—  1,  la  série  précédente  devient 
s ==  i.x — 1 .a.x*  -f-  1 .a. 5.x3  — elc.^ 
et  l'on  a l’équation 

fsxr'àx 

x r' 

qui  donne,  par  la  différentiation , 

— — dx  = — xds — idx,  ou  ds-f-  dx=  — ; 

J XX 

cette  dernière  équation  a pour  intégrale 

I 

- I 

s = ? Je  * dx  (56a).  . 

Nous  pouvons  aussi  déduire  des  formules  ci-dessus  l’expression  de 
la  limite  de  la  série 

9 

s1  = x — 1 .x*  4-  1 .a.x’  — 1 .a. 3.x*  -f-  etc.; 

car,  en  la  comparant  à la  précédente,  on  trouve  que  s'  = x— tx,. 
d’où  il  suit  ds'=dx— sdx— xds,  et  l’équation 

— — dx  = — xds  — idx, 

X ' 


changée  par  ce  moyen  en 


j / , $#dx  de 
^ + x-  = ^ 
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a pour  intégrale 


389  . 


I if*  zdx 

s = c J— - 


Nous  ferons  remarquer  qu'on  arrive  immédiatement  à ce  dernier 
résultat,  eu  combinant  ensemble  les  équations 

j'  — x — i.x*  i.a.x3  — 1.3.3.x4  -f-  etc., 

^ = i — i.ax-f»  i.a.3x* — i.a.3.4x3+  etc.,_ 

dont  la  seconde  revient  à ^-  = x J-.- 

ax  x‘ 

l’ 

i i*5o.  Si  l’on  fait  x=i  après  l’intégration,  l’expression  ^—eJ'  * — r—  , 

qui  répond  à celte  hypothèse,  est  propre  à faire  connaître  la  limite  cTc 
la  série  divergente  £ * 

i — i-  + i.a  — i .a.3  -j-  v.  a. 3. 4 — etc.  j 

comprenant  celle  dont  nous  nous  sommes  occupés  dans  le  n* 
on  aura  * 


r — i — (—  a — 6-f-a4— Jao-j-  etc.  = cj'- 


rdx 


Nous  avons  déjà  considéré  l’intégrale  J"  ~~~  j dans  le  n°  /tf8; 

mais  ici  nous  ne  prendrons  de  la  formule  du  n’  fol,  que  les  termes' 
multiplies  par  la  première  puissance  de  a,  et  nous  aurons 


r.-r=*{iJ"  + r,  + j". 


.+  y.-,  + -.y.}. 


Y’,  y, , etc.,  désignant  les  valeurs  successives  de  la  fonction  — ,■ 

comprises  entre  les  deux  limites  x = a et  x=eè  de  l’intégrale,  et  u‘ 
leur  nombre. 

En  faisant  ra=io,  il  vient  a =a -E,  à cause  que  les  valeurs  extrêmes' 
de  x sont  o et  i ; et  l’on  a pour  la  suite  des  valeurs  de  x, 

io3  io3  io*  io*  io3  io3  io3  io3  io3  io3  3 
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pour  celles  de  Y1, 

10  10  IO  IO  10  10  10  ÎO  10  IO 

Tl  ï » 2 > J i î » « i J > > » J » » 

e'  se5  3e3  4e*  S*5  6«6  7«T  8e*  gca 

d'où  l’on  conclut 

r.-r=4+A  + Jr-f--iï  + J? 

e‘  a«'  3*J  4*‘  Jw* 

i . > 


—H — r H — ? H — i + 5^i 

6e*  je'  8e‘  ge’ 


*àx 


j>our  la  première  valeur  approchée  de  l’intégrale  cj%- 

Euler,  en  mettant  pour  le  nombre  e sa  valeur  3,718281828,  a 
trouvé 

• -r  = 0,000 ISAjA,  ~-x  = o,o855695o, 

«'  w Go* 

—j  = 0,00915782,  ~ = 0,09306270, 

a«*  je* 

, — r = o,o5a323a4  , — v = 0,0973500a  , 

3e3  8c* 

-iy  = o,o5578a53  , — = 0,09943656  , 

4«*  • 9e1 

— ï = 0,07357587  , = o,o5oooooo , 

nombres  dont  la  somme  est  0,59637164.  Il  est  visible  qu’il  suffit  de 
retrancher  ce  résultat  de  l’unité,  pour  obtenir  la  limite  delà  série 


•*  — 1.24-1.2.3  — 1.3. 5. 4 4 etc.; 

l’on  aura  par  ce  moyen  le  nombre  o,4o36a836  qui  s'accorde,  dans  les 
quatre  premières  décimales,  avec  celui  du  n*  1124.  On  porterait  l'exac- 
titude beaucoup  plus  loin  encore,  en  calculant  plus  de  termes  de  la 
formule  du  n*  473 , et  surtout  en  dimiuuant  a pour  augmenter  le  nombre 
,des  valeurs  intermédiaires  de  Y*. 

I 

L’expression  e J'  se  transforme  en  , lorsqu’on  fait.,,* 

I—  * 

,ç  ' = c,  oar  = ^ ■_  j-.  Les  limites  de  x étant  0 et  1 , celles  de  v 
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doivent  être  aussi  o et  1,  et  si  l'on  intègre  par  parties  la  formule  . . 
l v dv , en  opérant  sur  le  facteur  de,  il  viendra 


/*  <1v  v i.v  t.a.v  î.a. 3.1/ 

1—  I v = 1 — 1 k (1  — 1 v)*  (1 — le)1  (1  — t vy  • e^c'  * 

d’où  il  résulte  la  sfris 

# 

- 1 -f-  i.a — i.a.3  -f-  i.a. 3. 4—  etc. , 


«juand  on  prend  e=  ».  Qn  obtiendra  donc  encore  la  valeur  approchée 
de  la  limite  de  cette  série,  eu  calculant  celle  de  l’intégrale  ' Par 

la  méthode  du  n“  47  3 (*)• 


(*)  On  ramènerait  à une  fraction  continue  l'expression  de  s , en  appliquant  à l'é- 


quation düTireEfieHë  dt'  + --^V 


la  méthode  du  n°  668  ; mais  il  est  bon  d‘ob-  » 
servir  que  l’on  peut  aussi  déduire  immédiat. ment  de  la  série 

x — ix*  4 t .a.x3 — i .3 .3.x1  -f-  i .3.3. 4- xs  — etc. , 
une  fraction  de  cette  espèce.  En  représentant  la  série  proposée  par  A , Euler  fait 

A—  TTÂ'  d'où' 

jç  j — a.x  * -f-  far1  — 34  *4  *4*  1 QQ  r5  — 730 x6  -f"  5c/ox?  — etc.  ^ _ x 

1 — x -f-ax* — — 1 s o j.-'  4-  7 aox4—  5o^ox7  4- etc.” 

x ~ 4r*  -4“  ' f^Gx*  -f*  Go&i*  — 4Siox6  etc. 

1 — a X-  -H  6x*  — &4X1  -f  i-aOeT1—  72: x*  -f-  etc. 

& 2r  — în.r*  -4-  7 or1  4801^  + 36oo  — etc. 

1 — \x  -4-  i&r*  — 9b’xJ  4-  tioor*  — elc.  ***** 

* ax  — 1 8x*  >44 1:1  — 1 000  r*  -f*  *tc. 

’ 1 — tix  -f*  36x*  — Q40X3  -f-  etc. 

3 

F = 

G = 

B = 

La  loi  de  ces  expressions  fait  voir  que  Von  aurait 


T+€y 

x 

7+4* 

ax 

i+£’ 

SLV 

r+ï1' 


3x—  36x*  -4*  3Ko  r'  — etc. 

3x 

1 — gr  -t-  73a.*—  6cox*  -t-  etc.  ' 

"T  t + G’ 

Sx  — 48  r*-f  etc. 

3x 

1 — i ax  + i 30X*  — etc. 

4^“— etc. 

• . 4L. 

1 — i6x  + etc. 

# 

*+J- 

/ — 4-r  _ Sx 

~ t+â’  * +i* 


r 5x 

= T+~Âf’  e,c’ 
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h5j.  Passons  à la  première  des  séries  considérées  dans  1«  n”  n<i7s 
et  dont  la  somme  est 

s = ie*x  */e  *x*da(.  — -j). 

En  y supprimant  le  dernier  terme  ^ , nous  aurons  pour  la  limite 

* i 

s = - c*x  %'  *•**  djr  ; 

et  J 

x fi  , , 

l'intégrale /e  *x*Ar  étant  développée  par  parties,  en  opérant  sur  so* 

X % 

premier  facteur  e *,  produit  la  série 


r* 


- -z  f . A , />{«  — «)  , rtt  — «fa—  *•)  I.r.r  1 
— { X -J-  - H p ) p -+-etc.|. 

Cette  série  s’arrêtera  quand  /3  sera  un  multiple  de  a;  dans  ce  cas,  le 
dernier  terme  sera  — *e~‘  {/3(/3 — quantité  qui,  prise  avec  le 


çt  par  ce  moyen  on  aurait 
, x • 


i = 


>+: 


« +• 


a + 


1 + 


5x 


. 3f 

“Me 

> + 


4x 


i+- 


* -f 


5x 


i + 


6r 


6x 


i 4-  * 

^ i -f- etc.{ 

V 

cette  fraction  continue  donne  successivement , lorsqu'on  y fait  x — i, 

o i i a 4 8 ao  44  3oo 

i>  ï'  a'  V ÿ*  73’  34’  73’  aog’  Soi’ 

valeurs  qui  sont  alternativement  plus  peti^^ct  plus  grandes  que  celles  de  s. 

fl  est  facile  de  voir  que  l’on  peut  par  des  procédés  analogues  au  précédent,  convertit 
çr  fraction  continue  toute  série  dont  les  terme»  sont  alternativement  positifs  et  négatifs» 
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signe  -f-,  donnera  la  constante  qu’il  faudra  joindre  à l’intégrale  pour 
qu’elle  s’évanouisse  par  la  supposition  de  x=  o : uous  conclurons  de 
là  que  la  limite  de  la  série  proposée  sera  alors 

s = /3(0_a) — ^ + -f.  etc.}. 


Si  l’on  fait  /3  = o,  il  viendra  en  vertu  de  ce  que  [o]=  i (98a) , seulement 

X 

s = e*  — 1 , résultat  qui  est  en  effet  la  somme  de  la  série 


4-  — ^ + clc-  » 

i.ax*  i.a.3«3  ' 1 


dans  laquelle  l’hypothèse  établie  change  la  série  proposée.  Lorsque 
/3  = <z  et  /3  = aa,  on  trouve  successivement 


et 


Il  est  facile  de  pratiquer  sur  les  autres  classes  de  séries,  ce  que  nous 
venons  de  faire  sur  les  précédentes. 

n5a.  Nous  allons  parvenir  dans  cet  article  à une  formulé  fort  élé- 
gante, que  M.  Parseval  a donnée  dans  un  Mémoire  sur  l’intégration  des 
équations  différentielles  partielles,  et  au  moyen  de  laquelle  il  obtient  la 
limite  de  la  série 

AA'  4-  B B’  -f-  CC  + DD'  4-  etc. , 


toutes  les  fois  que  celles  des  séries 


A + Bx  4-  Cjc*  4“  Dx*  4-  etc., 

, A’  4-  #^4-  G p 4-  D1  ij  4-  etc. , 

sont  connues.  Soient  X et  X 1 ces  limites;  il  est  visible  que  le  produit 
des  deux  séries  ci-dessus  renfermera  trois  espèces  de  termes  : i*.  des 
termes  délivrés  de  x , qui  s'obtiennent  en  multipliant  entr’eux  les  termes 
correspondans  de  chaque  série;  a*,  des  termes  contenant  des  puissances 
positives  dex;  3*.  des  termes  contenant  des  puissances  négatives;  ce 
produit  sera  donc  de  la  forme 

AA'  4-  BB'  4-  CC  4-  DD'. . . .4-  {*x-}  4-  {$X;}  = XX’, 

5.  5o 
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en  désignant  par  {«j*}  tons  les  termes  affectés  des  puissances  positive* 
de  x,  et  par  { /3  -L } , tous  ceux  qui  n’en  contiennent  que  de  négatives. 
Cela  posé , si  dans  cette  équation  l’on  fait  successivement 

x t=  cosu  -f-  sin«  , x — cosu — \J — i6in«, 
on  obtiendra  deux  résultats  de  la  forme 

AA'+BB'+CC'+DD' . . .+{*(  cos  mu  -4- V^T  sinniu  )})  __  y * 

-f-{ /S(cos — mn-f-V — « sin — muj\  { 

AA'+BB'+CC'+DD' . . .+{*{  cornu  sinmu  )}|  _ y, 

-f-{/3(cos — mu—  \/ — isin — mu)  } j 

U et  U’  désignant  ce  que  devient  XX1  par  ces  substitutions  ; mais 
comme 

cos  — mu  = cos  mu  , sin  — mu  = — sin  mu, 
on  déduira  de  ce  qui  précède,  cette  nouvelle  équation, 
a (A  A’+BB’+CC'+DD' . . .)+  3{«cos»«i}  ■+•  a{/3cos mu)  =U+U', 

où  il  s'agit  de  foire  disparaître  les  termes  affectés  de  cos/nu.  Or,  c’est 
ce  qui  s'effectue  en  multipliant  chaque  terme  de  l’équation  par  d«,  et 
prenant  son  intégrale  depuis  u = o jusqu’à  u—tr,  ou  la  demi-circon- 
férence, puisque  l’expression  fàu  cos  mu  = ^ sin  mu  est  nulle  entre  ces 
deux  limites;  on  aura  ainsi 

37t(AA'  + B B' + CC1  + DD' ) = /(  U + t")du , 

d’où  l’on  conclura 

AA'  + BB- \-  cc+nry ir^u. 


l’intégrale  f{U-\~  U’jiu  étant  prise  depuis  u = o jusqu’à  u = 7r  (*). 

(*)  On  trouve  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciencej,  année  1782,  p.  G b', 
un  artifice  d'analyse  qui  paraît  avoir  de  l’analogie  avec  celui-ci  ; .et  à cette  occasion 
M.  Laplace  m’a  fait  voir  que  la  série 


+?+(^)‘+C 


fn  (n—  i>(a  — a)’ 
1.2.3 


l)‘  + 


etc.  . 


étant  la  partie  indépendante  de  a dans  le  développement  du  produit  (1  + a)"  ( 1 -f-  0", 

avait  pour  somme  le  coefficient  du  terme  moyen  du  binôme  (1  -f-  1)**,  puisque 

( , .f.  „)•  ^1  0 = L (1  -f-  0)*"i  et  que  le  terme  du  milieu  de  cette  formule  est 


indépendant  de  a. 
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Cette  formule  nous  servira  dans  la  suite  à intégrer  quelques  équa- 
tions différentielles  partielles;  à la  vérité,  elle  a l’inconvénient  d'in- 
troduire, dans  le  calcul,  des  imaginaires  qui  doivent  se  détruire,  et 
exige  par  conséquent  l’emploi  de  quelques  artifices  semblables  à ceux 
dont  nous  avons  fait  usage  dans  l’intégration  des  équations  différentielles 
du  premier  degré. 


1 i53.  Nous  rapprocherons  de  ce  résultat  une  formule  analogue,  mais 
moins  générale,  donnée  par  Euler. 

Si  l'on  a 

A -J-  Bx  + Cx‘  -f-  Dx 5 -f-  Ex*  -f-  etc.  = X , 


et  que  la  suite  des  quantités 

A',  B',  C’,  D\  E',  etc., 

conduise  à des  différences  constantes,  dans  un  ordre  quelconque,  la 
limite  de  la  série 


AA' -h  BB'x  -f-  CCx‘  + DD’x’  -f-  EE'x*  + etc. 


sera 


A’X  -f-  ÿF  • 

1 i dr 


x'&'À’  d'.Y 
1.9  tir* 


r'a'/  à'X  , 

+ elC’  * 


expression  qui  se  terminera  lorsque  l’on  aura  à’ A’ s =o.  On  y parvient 
en  formant  les  équations 


a.A  + olBx  -f.  <tCx‘  -f-  aDx*  -f-  a. Ex*  -f-  etc.  = a.X , 

J3  Bx  +a/0C.r*  +3/3  Dx*  +4/3  Ex*  + etc.  = 

yCx*  +5yDxi  +(jyEx*  -f-  etc.  = 

<f Dx*  A-AiEx*  + etc.  = 

. i .*.3  dr* 


tEx*  + etc.  = 
etc. , 


■r*  d'.Y 
i -a. 3. 4 dr4* 


dans  lesquelles  a,  /3,  y,  J*,  e)  etc., désignent  des  coefficiens  indéter- 
minés; et  en  les  ajoutant  entr’elles  pour  comparer  leur  somme  à 

AA'  + BB’x  + CC'  j*  + D&x » + EE'x*  + etc. , 
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on  tire  de  là 


A'  — a,,  j = A\ 

B'  = a+/3,  / 1/3  ==  5'—  A'=SA', 

C = *+3/3+>,  I K = <7—25'+  A'=S'A', 

D'  = *+3/3+35.+/,  ?e,y  = D—  3C-+35'—  A'—SW, 

E'  — *+4/3+6>+4/+£,l  I € = 4D'+6C'— 45+^'=A^', 

etc.  J (etc., 

d’où  il  résulte  la  formule  posée  ci-dessus.  Nous  ferons  remarquer  que 
si  X,  au  lieu  de  représenter  la  limite  de  la  première  série , n’est  que 
la  somme  d’un  nombre  donué  de  ses  termes,  on  aura  alors  la  somme 
d’une  portion  correspondante  de  la  série  proposée. 

1 1 54-  Les  intégrales  définies  fournissent  aussi  le  moyen  de  représenter 
ce  qui  reste  de  la  série 


du  h . d*u  h’  . 


d"u  h' 
drJ  1 ,a.3 


•4- etc. , 


lorsqu’on  s’arrête  à un  terme  quelconque,  et  donnent  ainsi  la  valenr 
exacte  de  ce  reste  , dont  les  limites  ont  été  déterminées  dans  les  n™  169 
et  suivans.  Voici  comment  d'Alembert  y est  parvenu,  en  démontrant 
le  théorème  de  Taylor  ( Recherches  sur  diffèrens  points  importons  du 
Système  du  Monde , t.  I , p.  5o)  (*). 

Soit  u'  ce  que  devient  la  fonction  u,  lorsqu'on  y change  x en  *c+A; 
en  posant 

u'  = u + P, 


et  différentiant  cette  équation  par  rapport  à h , qui  n’entre  pas  dans  u, 
il  vient 


du'  _ dp 
M dA  » 


d’0Ù  P~f%àh> 


u'  = u+f^dh. 

Soit 


du'  du  , 

dî  = di  + 


<?; 


(*)  Il  est  assez  singulier  que  dans  l’endroit  cité  , d’Alembert  donne  le  théorème  de 
Taylor  comme  s’il  était  nouveau , et  sans  en  indiquer  l’auteur.  C’est  sans  doute  à came 
de  cela  que  Condorcet  a désigné  plusieurs  fois  cette  formule  sous  le  nom  de  théo- 
rème de  d’Alembert.  ( V oyesdans  l’ancienne  Encyclopédie , le  supplément  d l’article 
SÉRIE.  ) 
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•n  diflcrenliant  de  nouveau  par  rapport  à /»,  on  a 

^ = 7;? 1 d'oil  r>dA> 

*=£+/£">  /£"=£*+//£"•. 

Faisant  encore 

d‘u'  __  d|u  „ 

dT*  — de*  " » 

on  trouve 

dV  dfl  j,  , D /"dV  , . d*u'  d’u  . /’d’u  , , 

•dp==dÀ»  dou  r==j w>dh>  dïï==di*+y  dPdA» 

, . du  A . d’u  S*  . f'rrà'tï  ,,, 

'‘  -“  + £r  +&7Z+JJJ  w dA  • 

En  continuant  ainsi,  on  arriverait  à 

, . du  A . d*u  h'  . d*-’u  A"-'  ('•à'u‘ 

U U "^dx  i dx*  1 .a dx*-'  1 .a. . . .(n — i)  J dA"  ‘ ’ 


les  intégrales  étant  prises  de  manière  à s’évanouir  lorsque  h ==  o. 

i»55.  D’Alembert  n’ayant  pour  but  que  de  démontrer  le  théorème 
de  Taylor,  s’est  arrête  ici;  mais  il  est  bien  facile  de  passer  ensuite  au 
théorème  que  Lagrange  a donné  dans  sa  Théorie  des  Fonctions  ana- 
lytiques (a*  édit. , n"  35). 

d*u' 

Soit,  pour  abréger  -sv;  = Il  ; on  aura 

/•//dA*  = 

rx-Lïï~I] { h-'f/Idh  - A-///Ad/H- h—'fHh'àh - etc. 


et  il  est  facile  de  toir  qu'on  pourra  substituer  à la  série  ci-dessus  l’ex- 
pression 


* 

prise  depuis  h = o,  pourvu  qu’après  l’intégration  on  change  t en  A;  car 
si  on  développe  cette  expression  , qu’on  passe  hors  du  signe  /les  puis- 
sances de  t qui  multiplient  les  différens  termes,  et  qu’on  fasse  ensuite 
ê=  h,  on  retombera  sur  la  série  precedente. 


Scjg  CHAP.  V.  APPLICATION  DU  CALCUL  INTÉGRAL 
Il  suit  de  là  que 


u'  = u + 


du  h 
dx  1 


d*u  h* 


d“~’tt 


' dx*~‘  1 .a...  .(h — 1 J 


pourvu  qu’on  prenne  l'intégrale  de  manière  qu’elle  s’évanouisse  lorsque 
h — o,  et  qu’on  change  ensuite  t en  h. 

On  peut,  dans  cette  formule,  remplacer  g par  g (to5);  etsil’oa 
fait,  sous  le  signe  intégral,  t — A = si  ou  A = t(i — s),  on  aura 

àh=-tdz,  f g (t  - h)~'dh  = - /g  ra-db. 


Les  limites  de  l’intégrale  seront  alors  s = i,  s=0;  on  la  rendra  po- 
sitive , eu  renversant  l’ordre  de  ses  limites , c'est-à-dire  en  la  prenant 
depuis  s=o  jusqu’à  s=i;  enfin  sortant  t * du  signe  f,  et  écrivant  h 
au  lieu  de  l,  on  obtiendra  pour  résultat  fiual, 


du  h 
dr  î 


dx* 


dx*~'  1.2.3.  . . (n — i) 
h" 

1.3 (fl 


-ô/Sa,-'dz' 


ce  qui  est  le  théorème  dont  Lagrange  s’est  d’abord  servi  pour  prouver 
qn’on  peut  toujours  rendre  la  somme  de  tons  les  termes  de  la  série 
de  Taylor,  à partir  d’un  terme  donné,  plus  petite  que  le  précédent. 
En  effet,  si  Al  et  m désignent  la  plus  graude  et  la  plus  petite  des 

valeurs  que  prend  ^ dans  l'intervalle  de  x à ar-f-A,  on  s'assurera 
saus  peine  que 


/g  3-d3  < /A/3-d3  et  > f/nz—'dz, 


si  le  coefficient  gj;  ne  change  point  de  signe  dans  cet  intervalle  (47a): 

or,  dans  les  limites  z = o,  z=i  , les  deux  dernières  intégrales  étant 

^ et  il  en  résulte  que  la  portion  non  développés  de  la  série  est 

comprise  eutre  les  quantités 

VA*  » mh‘ 

— et  , 

. 1 .a. .. .»  i.a. ...»  ’ 

ce  qui  s’accorde  avec  le  n°  171. 


\ 
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1 1 56.  Le  théorème  de  Lagrange  6e  trouve  aussi  démontré  à la  page  17G 
de  la  Théorie  analytique  des  Probabilités  ; mais  pour  y parvenir, 
M.  Laplace  suit  une  marche  inverse  de  la  précédente.  Considérant 

d'abord  l’intégrale  fils  , ou  fàzq>'(x  — s) , il  en  déduit,  au 

moyen  de  l'intégration  par  parties, 

fdzç'Çx—z)  = z<p'(x  — z)  ■+•  fzüzp"  (x  — z), 
fzdz<p"(x—z)  = i 3*<p"(jc—  2)  4-  i/a*dz<p'"(x— 2)  , 
etc. , 

d’où  l’on  remonte  facilement  à l'expression  générale 
/dzp'(x— z)=  *<p'(x— s)  4.  <p"(x—z) . . T~~a <PM(X  — z) 

■+■ r.al . . „y^*dzp<-K0(x — =). 

Mais,  d’un  autre  côté,  l'cquation  évidente 

/»=  !*!£=iV  _ -/d, 

devient 

fàz<p'(x  —s)  = ÿ(x)  — <p(x — s)  , 

lorsqu'on  prend  l'intégrale  de  manière  qu’elle  s'évanouisse  quand 
s=o;  mettant  dans  celle  dernière  la  valeur  de  /Uzp'(x — s),  tirant 
celle  de  p(x)  , et  faisant  x — s = t,  d’où  il  suit  x = <-f-s,  on  aura 

*(<  + *)  = *(0  + 7 <p'(0  + £*"(«)•  • •+7~î 

+7—7,  /*' ■<W"h0CH-*-s')» 

en  observant  de  changer,  sous  le  signe  d’intégration,  s en  3',  et  de 
prendre  cette  nouvelle  variable  depuis  o jusqu’à  z.  De  là  il  est  facile 
de  conclure  que  la  portion  de  série  représentée  par  l’intégrale  sera  com- 
prise entre  la  plus  grande  et  la  plus  petite  des  valeurs  que  prend  la 
quantité 

-*+l 

___pC.+oc<_M_î0j 

lorsque,  sous  la  fonction  on  fait  varier  s'  de  o à a (*). 


(*)  M-  Ampère,  dans  le  XIII*  cahier  du  Journal  de  l’École  Polytechnique,  fait  usage 
d'une  analyse  qui  développe  snccesaivement  la  série  de  Taylor,  dont  le  moyen  se  trouve 
aussi  dans  le  tome  I,r  de  la  Micaaiqut  céleste , page  a45,  et  qu’oa  peut  présenter  comme 
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1157.  Il  est  évident  que  toutes  les  séries  qui  s’obtiennent  »u  moyen 
de  l’inte'gralion  par  parties  , sont  susceptibles  d’èlre  arrêtées  , ainsi  * 
qu’on  vient  de  le  faire  pour  celle  de  Taylor,  et  qu’on  peut  alors  juger 
du  degré  d’approximation  auquel  on  est  parvenu.  M.  Laplace,  dans 
l’endroit  cité,  considère  encore  la  série  qui  se  déduit  de  l’expression 
quand,  pour  l’intégrer  par  parties,  on  lui  donne  la  forme 


e-’dt 
t‘  ’ 


il  suit. 


Soit  u = f(x),  u'  = f(x')  d’où  u'  — u = f(x') — f (x). 

Le  second  membre  de  cette  équation , devant  s’évanpuir  quand  x =3  x',  ne  peut  être 
que  de  la  forme  P(. r'  — x)";  mais  la  théorie  des  limites  prouvant  qu’en  général 

1 1 —m  U 

x est  une  quantité  Unie  .(  tom.  I,  p.  a4»)  , >1  faut  que  m = 1 et  que  P ne  soit  ni 

nul  ni  infini.  De  plus , comme  il  n’y  a aucune  dépendance  entre  ^ et  x , il  est  permis 
de  supposer  que  la  première  soit  constante  et  la  seconde  variable , ce  qui  fait  varier  u 
et  P.  En  partant  de  cette  remarque  et  différentiant  plusieurs  fois  de  suite  l’ équation 

u = u'  -f-  P (x  — x'  ) , 

qui  résulte  de  ce  qui  précède , on  obtient 


dx* 


d*u 

dx* 


d— ^P  d-P 

" TË*-1  "■  dx* 


(x 


et  l’on  en  conclut 


u'  = u + P(x'  — x), 

' , du  , dP  , , 

u =U  + ai(x— x)+  ^(x  -x)*, 

■ du  (*'  — ■ . d*u  (x*— x)»  . d‘P  (x'— x)s 
dx  i dx"  i . a ”■*  dx*  1 . a ’ 


, du  x-  — x , d*u  (s/  — x)* 

+ 3?  ' ’i  . a ' ■ 


dx 


i d^u  (x'  — x)’ 
dx*  i ,3.5....n 


, d*P  (x'-xp*-, 
dx"  i . a n* 


M.  Ampère  s’occupe  ensuite  de  la  détermination  des  limites  de  la  fonction  mais 

Rg*  * 

pour  cette  partie  nous  renverront  à son  Mémoire. 


Digitized*by  Google 


A LA  THÉORIE  DES  SUITES. 
Eu  poursuivant  de  cette  manière,  on  a 


dt 

dt 


etc. , 


d’où  il  résulte  la  série 


atJ  e à J t*  > 

i « 5 r t~''  dt 

al1 6 ij  P * 


401 


/e-.*dt  =—  Ç{r-±  + ^-  L*j*  + etc.  } + «*«• , 


qui  finit  toujours* par  être  divergente,  mais  dont  la  convergence  dure 
d'autant  plus  long-temps,  que  l’on  assigne  à t une  valeur  plusconsi- 
dérable  ; et  si  l’on  arrête  cette  série  à un  terme  quelconque , la  partie 
qu’on  néglige  est  exprimée  par  une  intégrale  définie  qu’on  peut  com- 
parer à ce  terme. 

En  se  bornant  aux  quatre  premiers  termes,  on  a rigoureusement 


f > . i.3  1.3.5»  , i.3.5. 7 /V  1 dt 

fe  àt=- "5TI 1 ~ ÏF  + PS  - IWi  + —r2/  — î 

et  comparant  le  terme  affecté  de  l'intégrale  avec  celui  qui  le  précède  , 
on  trouve  «fti’entre  les  limites  t—T  et  l infini,  et  abstraction  faite 
du  signe , 

1.3.  5e~'*  ^ 1.3. 5. 7 r e~'' àt  r T . /'e-l*dt 

> - i*/  -il-.  °tt  -75- >7 J — • 


En  effet,  si  l’on  intègre  par  parties,  on  obtient 
re~''àt  - • dt  e-'* 

y — = fc  -7  ? =— ÿ-  - V -r- 
re—’dt  , rt-'àt  e-' 

y y — = -—• 


d’où 


—T' 

ce  qui  donne  e ^ - , quand  on  étend  les  intégrales  du  premier  membre 

entre  les  limites  données;  et  comme  leurs  différentielles  ne  changent  pas 
de  signe  dans  l'iutervalle  de  ces  limites,  il  s’ensuit  que  la  valeur  com- 

—T- 

e • 

plète  du  premier  terme  du  premier  membre  est  < y,-  • 

Toutes  les  fois  qu’il  sera  possible  d’arrêter  ainsi  les  séries  et  d’ex- 

3.  5i 


• 

4oa  CHAP.  V.  APPLICATION  DU  CALCUL  INTÉGRAL 
primer  le  reste  par  une  inte'grale  définie,  on  aura  atteint  un  but  im- 
portant ; ear  « la  perfection  des  méthodes  d’approximation,  dans  lesquelles 
s on  emploie  les  séries,  dépend  non-seulement  de  la  convergence  des 
» séries , mais  encore  de  ce  qu’on  puisse  estimer  l’erreur  qui  résulte 
» des  termes  qu’on  néglige  ; et  à cqJ  égard  on  peut  dire  que  presque 
» toutes  les  méthodes  d’approximation  dont  on  fait  usage  dans  la  so- 
» lulion  des  problèmes  géométriques  et  mécaniques,  sont  encore  très- 
» imparfaites.  Le  théorème  précédent  (celui  du  n*  1 1 55)  pourra  servir 
\»  dans  beaucoup  d’occasions  à donner  à ces  méthodes  la  perfection  qui 
» leur  manque,  et  sans  laquelle  il  est  souvent  dangereux  de  les  era- 
» ployer.  » ( Théorie  des  Fondions  analytiques,  3e  édit.,  page  69.) 


Dei’inurpo-  n58.  Avant  que  le  Calcul  intégral  fût  inventé,  Wallis  avait  employé 
ria™  dC*  **  l'interpolation  des  séries  à évaluer  des  aires  curvilignes  dont  les  ordon- 
nées étaient  des  binômes  irrationnels.  Sachant  quarrer  les  courbes  dont 
les  ordonnées  sont  exprimées  par 

(1— a:*)*,  .(1—  x')',  (1  — x*)*,  (1— x‘)J,  etc., 

et  ayant  obtenu  les  nombres  qui  représentent  leurs  aires,  depuis  x=o 
jusqu'à  x = i , il  a regardé  comme  des  termes  intermédiaires,  dans  cette 
série,  ceux  qui  expriment  les  aires  des  courbes  ayant  pour  ordonnées 
les  fonctions  * 

(«—**)*>  (1  — O— ■ **)*>  etc.; 


et  ces  considérations  l'ont  conduit  à la  singulière  expression  de  la  cir- 
conférence du  cercle,  que  nous  avons  rapportée  n*  989.  Stirling  les 
continua  et  les  perfectionna,  mais  Euler  imagina  de  renverser  la  ques- 
tion et  d’appliquer  la  connaissance  de  l'intégrale  à l’interpolation  de  la 
série,  et  c’est  ce  que  nous  allons  faire,  d’après  lui. 

11  suit  du  n*  ii43,  et  on  peut  le  voir  immédiatement,  que  n étant  un 
nombre  entier. 


celte  intégrale,  étant  prise  entre  les  limites  x=o,  x—  1 , donne 


, 1 , 1 .1 

1 + â + 3"'-+nî 


d’oh,  en  faisant  n=i,  « = a,  n==5,  etc.,  on  tire  la  suite 


« 


Digitized  by  Google 


, > A LA  THÉORIE  DES  SUITES!  * 4o5 

1 » 1 ■+■  î > 1 ■+■  j 4-  g»  elc-; 

Je  terme  qui  répond  à l’indice  7 , dans  celle-ci,  sera  donc  la  valeur 

, l 

üx,  qui 

se  transforme  successivement  en 

C udu  /'(t — i)éf  . 

*k +-»=al  < 

lorsqu’on  y fait  x=u*,  i-f-n  = /.  Les  limites  de  t étant  i et  a,  on 
trouve  pour  la  valeur  cherchée  i — a 1 a , ce  qui  s’accorde  avec  ce  qu'on 
a déjà  obtenu  dans  le  n*  ioa3. 

De  plus,  comme  il  est  toujours  possible  de  rendre  rationnelle  la  frac- 
tion , lorsque  l’exposant  n est 'une  fraction  rationnelle  (385), 

il  s’ensuit  qu’on  pourra  toujours  obtenir,  par  les  logarithmes  et  les  arcs 
de  cercle,  les  termes  de  la  Stiite  précédente,  correspondans  à des  in- 
dices fractionnaires  et  rationnels. 

n 5g.  Soit  en  second  lieu  l’intégrale  /x"dx(i — x)’,  de  laquelle  on 
déduit,  par  le  développement  de  (i — x)*,  la  série 

x-*1  _ nx""1-  n(i>  — px-» n(n  — i)(n—  a)x-*< 

m + i i(n»  + 3)"^*  l.a(m-t-3)  i.a.3(m-f-4)  >ec’> 

qui  s'évanouit  lorsque  x = o,  et  qui,  lorsque  x = i,  devient 

■ " , nÇ«— 0 n(a  — i)(n— a)  , 

ro+i  i(m-4-a)  _ i.2(nt-$-3)  i.a.3  (m  + 4)  ' 

Si  Ton  fait  successivement  n=o,  n = i,  n — i,  etc.,  on  aura 

i 

"»+•  * , 

i i i 

m + i i(m-+-a)  (m-f-  i)  (m  + a)’ 

i a , a.  i i . a 

m + i — i(m  + a)  i .a(m  + 3)  (n  -+-  p(m  *f-  a)(m  -f  3)  * 

etc.  ; 

en  suivant  cette  loi,  on  voit  que  le  terme  général  de  la  série  formée  par 
ces  valeurs,  lorsque  « est  un  nombre  entier,  a pour  expression 


.3 n 

(m+n-f-  O * 


("1+0  ('«+2) 


4o4  CTIÀP.  V.  APPLICATION  DU  CALCUL  INTÉGRAL 
qu’on  déduit  aussi  immédiatement  de  — *')">  prise  entre 

les  limites  o et  i , en  intégrant  par  parties,  relativement  au  facteur 
x”dx.  On  a par  ce  moyen 


fx-dréi— xV^  J- 

/x"dx(i  x)  — m+i  4- 

, n(n—i)xr+\i—x)~-  n(n— l) ,x"+*+‘ 

*•"  (m+i)(m+a)(m+B)  *"*  (m+i)(m+«)  . . . (m  -f-  « + O ’ 

série  qui  s’évanouit  lorsque  x=o,  et  se  réduit  a son  dernier  terme 

— "("—O--  • • lorsque  x=i. 

(m+iXm+a).  . . (m  +n  + i)  1 

Si  l’on  veut  que  le  nombre  des  facteurs  soit  le  même  au  numéra- 
teur et  au  dénominateur,  on  peut  supprimer  dans  celui-ci  le  facteur 
m4~  n -f-  i , ce  qui  revient  à multiplier  l’intégrale  yx“<ix(i— a:)'  par  ce 
facteur,  et  l'on  a 

i .a n . 

(m  -+-  i)(m-)-a) (m+n) 


pour  la  valeur  de  (ra+n-f  i)/x”dx(i — x)’,  prise  depuis  x = O jusqu  à 
x=i.  Voici  les  principaux  résultats  qu’Euler  tire  delà. 

En  faisant  d’abord  /«=  j , il  obtient  la  série 


fi  3-4  3.4-6  3-4-6 3ft 

3»  3l»’  3Xÿ » 3.5.7...  •(an+  *)’ 


et  f x*dx(i — x)*  pour  l’expression  intégrale  du  terme  général, 

d’où  il  conclut  que  le  terme  qui  répond  à l’indice  est  égal  à 

sfàx\'x — x*,  c’est-à-dire  à l’aire  du  cercle  dont  le  diamètre  est  s. 
Ou  a également,  par  ce  qui  précède. 


(m-f-i)(m-pa) (m  + n -fl) t . 

i.a.3 n fx* dx(i — *)"  T 

si  dans  cette  équation  l’on  change  en  m , et  par  conséquent  Jn-f-x 

en  tn—n 4-1,  elle  deviendra  ^ 

t 

(m-t-i)m(m  — l)...^(rn  — n + i)  1 

i.a.3 ..n  /jc"""dx(i— x)*  * 

d’où  l’on  déduira 


Digitized  by  Google 


9 


4o5 


A LA  THÉORIE  DES  SUITES. 

m(m  — 1) (m  — n -f*  0 1 

i.a.3 n — (m  -f-  i)/x"*“,*di(i  — x)"* 

Voilà  l’expression  du  coefficient  numérique  du  terme  général  de  la 
puissance  n du  binôme. 

En  se  servant  de  l’expression  fxm dx(i — x")f,  intégrée  par  parties, 
relativement  au  premier  facteur  .r"(Lr,  on  obtient  pour  résultat 


+ »•  ' J (n»+ 1)  (m-fn-f- 1)  ' > 

P'Kpn  — n) 


+ 

qui  se  réduit  à 


— a 

(*  + l)(ni  + ii+i)(iii  + aa+i)  ^ ' 

pn( pn — n)( pn  — an).  ■ . ■ n 


n-f-i)....  (m  +pn  + i) 

pn(pn  — n){pn  — an). . ■ . n 

(m+  i )(n»  + n+  O ....  (m+pn  + i)  » 


X-+M+1> 


lorsqu’on  le  prend  de  x — o à x — i . 

Si  l’on  met'/n — i au  lieu  de  m,  et  qu’on  écrive  les  facteurs  du  nu- 
mérateur dans  un  ordre  invessc,  on  aura  ce  résultat,  aussi  simple  que 
remarquable. 


jxr-'dx(i-x-y  = £.-2-. -S 


m-f-  m -hpn 


Il  est  visible  que  les  conditions  de  l’intégration  supposent  que  les 
nombres  m—  i,  n et  p soient  positifs  ; car  sans  cela  les  parties  du  déve- 
loppement qui  doivent  disparaître  lorsque  x = oet  lorsque  x=  1 , de- 
viendraient infinies. 

On  tire  de  l’équation  ci-dessus 


z , n / , , r x’-'drft—x-y 

1.3 p=m(m  + n) ( m+pn ) J , 

et  faisant  n = o , il  vient 

1.3  ....p  = mr+'J ± 

* 

supposant  alors,  sous  le  signe  f \ que  n est  une  quantité  très-petite  A ( 1 4 7% 
on  trouvera  que  , ‘ 

ai  =e“f  = i -f-  Alar,  (i — x1),  = A,( — \xy  = kfQ^J: 

i,a p = nt+,fx?~‘ 


ainsi 


4o6  CFIAP.  V.  APPLICATION  DU  CALCUL  INTÉGRAL 
ce  qui  s’accorde  avec  ce  que  nous  avons  déduit  immédiatement  de  l’in- 
tégrale fx“dx(\x')m,  dans  le  n*  4^8.  ■ 

On  simplifie  un  peu  celle  expression,  en  changeant  x"  en  x,  et  par 

conséquent  mxP~\ Lx  en  dx,  ^ en  ~ , 1^  en  — i ^ : ilrésulle  de  là  qua 

x~  * 


i.2....p  =/dx(liy. 

Il  «uit  évidemment  de  ce  qu’on  vient  de  voir,  que 

/d*(  i -Y 

, C«+»X*+») c («H-p»)  = n~ 


Si  l’on  fait  1 


G)=a’ 


on  aura 


x = e— *,  dx  = — e~‘dz , fdx  ^1  ^ — — fe~‘irdz , 

les  limites  de  a étant  a — infini  et  z=»o.  Si  l'on  en  renverse  l’ordre, 
il  viendra 

i . a ...  .p  = fe~‘^dz  , 

formule  remarquable.  . 

1160.  En  rapportant  à la  notation  de  Vandermonde  (981)  les  divers 
résultats  obtenus  ci-dessus,  nous  aurons 

>*•  O]  = fdx  (liy  ==  fe~‘zedz 
Ï.Jm+pn,  n 5 = «'g  f p]  = ~ 

3*.  = n~r  [>jg~|  = ^/x— dx(i— x*y. 

[m-f/wi,  nj 

Ces  théorèmes  donnent  les  expressions  des  factorielles  en  intégrale* 
définies,  annoncées  dans  le  n"  98g,  et  fournissent  le  moyen  de  trouver 
les  valeurs  des  factorielles  à exposant  fractionnaire. 

Lorsque  p—\>  on  a,  par  ce  qui  précède, 

[i]=/e-^d=; 


-Vt 


't 

n 

Digitized  by  Google 


A LA  THÉORIE  DES  SUITES.  407 

mais  en  intégrant  par  parties , on  trouve 

_ JL  m .1,1  . Si 

fo~‘z‘dz  = — e~'z*  + ~ ^ ; 

el  la  partie  délivrée  du  signe  f s’évanouissant  entre  les  limites  z=o 

et  s = infini,  il  reste  seulement  intégrale  qui  se  réduit  à 

J a y z 

yè“'*dr  , quand  on  y fait  z — 1‘.  Les  limites  de  t demeurant  les  mêmes 
que  celles  de  z,  on  a donc,  entre  ces  limites, 

[if  = /*-'*  d<; 

la  valeur  de  l’intégrale  définie  donnerait  celle  de  la  factorielle  à expo- 
sant fractionnaire,  et  bientôt  nous  ferons  voir  immédiatement  que  la 
première  est  jv'ir,  comme  on  le  conclurait  de  ce  qu’on  à vu  dans 
le  n*  989.  Voici  encore  une  manière  de  prouver  que  cette  valeur  est 
aussi  celle  de  la  factorielle. 

En  développant  la  quantité(i — x’)”,  dans  l'in  légralenrfc,'_,cLr(j — jr,)“j 
ce  qui  donnera 

ntfx“~'dx(  1 — jr')“=nr/r"— 1 dx{  1—  [/»][o]x'-f-[m][o]x*' — [w»][o].r5,-{-etc.}, 
intégrant  chaque  terme,  depuis  x=o  jusqu’à  x = i , il  viendra 

MM  4-  ^ [mjjô]  - WM  -t-  — WM  - etc. , 

expression  équivalente  à 

M[°]+  (n-f-0(n+a)  MW  + (n+,)(n+a)(n-(-3)  MW 


(— n)  (— n—  1 ) (— n— a)(— n— 3)  , y 

(n+0(''-H)(«+3)('>+4)  L JL  J ‘ 


etc. , 


que  l’on  peut  écrire  comme  il  suit  : 

* + [«]  O]  [ — «j  [n]  + [m]  [o]  [—  n)  [ n ] 4-  [mjjo]  [— n)  [n]  ) 

4-  [/»]  [oj  [— n)  [n]  4-  etc.  } 

Cette  dernière,  devenant  identique  avec  le  développement  de 

n — ■ 

[p  4-  m 4-  n]  [p]  , rapporté  dans  le  n*  989,  lorsqu’on  y change  n en 
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• — « m 

— n et  />  en  n,  est  par  conséquent  celui  de  la  quantité  [n-f-m — n]  [n]  , 
on  [en]  [n  , d’où  il  suit  que  la  valeur  de  l'intégrale  nrfx"~' dLr(i — xf)“  , 

— 1 * n 

prise  depuis  x=o  jusqu'à  ac=i,  est  [m]  [n],  ou 

i . a . ■ ■ (mq-n+i)(m-Hi4~a)(ni4-n+5) . ■ ■ / go^ 

(n+i)(n+a)(n4-3) ...  * (m-f-  i)(m+3)(m+i) ... 

Appliquons  maintenant  ces  formules  au  cercle,  dont  le  quart  de  la 

/(]  r 

. — = (4‘7J»  nous  aurons 

y 1— JL’* 

pour  ce  cas  r=a,  « = 3,  ot=:-*-î,  et  nous  obtiendrons 


comme  dans  le  n*  989. 


**«[«[-*]» 


1 161.  L’esprit  du  procédé  d’interpolation  appliqué  aux  exemples  pré- 
ccdens,  est  donc  de  regarder  comme  liées  eutr’ellcs,  par  la  loi  de  con- 
tinuité, toutes  les  valeurs  que  prend,  entre  les  mêmes  limites,  une 
intégrale  quelconque  fpdx  , dans  laquelle  p désigne  une  fonction  de  x 
et  d’une  indéterminée  n qui  représente  l’indice  de  ces  valeurs;  et 
pour  plus  de  généralité,  on  peut  considérer  des  intégrales  doubles, 
triples  , etc. , • 

fqdxfpdx,  frdxfi/dxfpdx , etc. 

Euler  donne  en  exemple  de  la  première  de  ces  formes,  l’expression 
J'—fxmdx[i—x)“,  dont  le  développement  en  série  est 


(m-t-i)*  1 .(m  -(-  a)*  ‘ 1 .a.(m-(-3)* 


4- 


n(n  — 


etc. 


Ce  développement,  pris  entre  les  limites  o et  1 , et  en  faisant  succes- 
sivement n = o,  =1,  =2,  = 5,  produit  la  suite 

1 (m+a)»— (m+1)1  ■— a(ro+3)»(m+i  )‘4  (m+a)*(»+0« 

(m+i)*’  (Bi+a)*(>«+l)*  ’ • (m+3)*(m-t-2)*(m-H)*  * 

('n+4),‘('n+5)‘(m+a)‘~3(,,1+'0’(m+3)*fm-èl)*+3(",+4),('n+a)*('n+i)‘—  (m4-  3),Q4-ay(m4- 1 )• 

etc., 

dont  la  loi  est  très-évidente.  Si  l’on  fait  »i=o,  on  aura  la  suite 


x 
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i 4 — 1 3 • 4 — 3 . g . 1 4-4  ■ 1 16.3.4 — 3. 16.9.  i-f-3. 1G.4. 1 — 9.4.1 
*’  4- 1 ’ 9-4-1  * 16T9.4. 1 > e c*> 


dont  les  différences  forment  la  suite 

_ j_  _ g— 4 16,9—3. 16.44-9.4 

4.1»  9.4  * * 1G.9.4.1  » e,c» 

et  dont  le  terme  général^— /d.r(i — a.-)"  se  cliange  en 
lorsqu'on  effectue  la  première  inle'gration,  à partir  de  x = o. 


1162.  Au  moyen  des  intégrales  définies,  Euler  parvient  encore  à une 
interpolation  très-digne  de  remarque,  c’est  celle  des  fondions  différen- 
tielles. De  même  qu’entre  les  puissances  entières , on  insère  , par  l’extrac- 
tion des  racines,  des  paissances  fractionnaires  , de  même  aussi  l’on  peut 
concevoir  des  termes  intermédiaires  dans  la  série 


F,  dF,  d'F,  d'F,....  d'F, 

des  différentielles  d’une  même  fonction,  et  désigner  ces  termes  par  un 
indice  fractionnaire  qui  marque  le  rang  qu’ils  occupent  dans  la  série 
•proposée.  11  ne  sera  pas  plus  possible  d’interpréter  ces  quantités  par 
des  différentiations  successives,  que  d’expliquer  les  puissances  frac- 

l 

tionnaires  par  des  multiplications  répétées;  mais  les  formules  d‘ F cl 

F~x  seront  des  expressions  formées  par  analogie,  l’une  dans  la  série 
des  différentielles  , l’autre  dans  celles  des  puissances. 

Soit,  pour  exemple,  F=vm;  lorsque  n est  un  nombre  entier,  on  a, 
quelle  que  soit  m, 

d’(v")  = m(m — 1). . . .(m — n-j-i)i'“-”dv*  ss  — — i»"_’dv" ; 

[m— n]  • 

m nt — n 

mettant  pour  [m]  et  [m — «J  les  expressions  données  par  la  formule  du 
n*  11G0,  on  trouvera 


Ce  résultat  est  susceptible  d’une  vérification  immédiate,  en  s’assurant 
qu’il  rentre  dans  ceux  que  l’on  connaît  pour  les  cas  où  « est  uu  nombre 
entier  positif. 

3. 


5a 


4io  CHAP.  V.  APPLICATION  DU  CALCUL  INTÉGRAL 
Si  l'oa  fait  m=i,  n = j,  il  viendra 


. 

d*i>  = \ vdv 

H' 3 


en  observant  qu’entre  les  limites  o et  i, 


fdx\'-  = i. 


/dx(iiy= 


<!T  e’tant  la  demi-circonférence  du  cercle  dont  le  rayon  est  i (1160). 

C'est  ainsi  que  l'on  parviendrait  à l'équation  primitive  de  la  courbe 
correspondante  à l'équation  différentielle 


jd'v  = v y'dy 

dans  laquelle  dv  est  supposée  constante.  Au  moyen  de  la  valeur  pré- 
cédente de  dV,  on  la  transformerait  d’abord  en-^-^ÿ  = v v/dr:  et 

iV*  t 

quarrant  ensuite  chacun  de  ses  membres,  on  obtiendrait  Ï7— =vdy,  d'oà 

A* 

l’on  conclurait 


l-\v~C—  ou  y\vz=.\C-7Tjr—'-fr. 

1163.  L’interpolation  dont  nous  venons  de  donner  un  exemple, 
s’opère  facilement  sur  toutes  les  fonctions  qui  sont  données  par  des 
intégrales  définies;  et  elle  fournit  en  même  temps  des  expressions 
fort  simples  des  différentielles  de  certaines  fonctions  du  genre  de  celles 
que  nous  avons  examinées  dans  les  n°*  iojô  et  suivans.  De  l'équation 

\p\  = fdx  (G)',  par  exemple,  on  conclut  sans  difficulté  les  sui- 
vantes ( note  du  n*  546) , 

d,[/»3=  àpfà*(lÿ(nÿ,  d*.[^  = d^/dx(l0(lll)‘, 

d‘  • [p\  — tyfàx  (lj)'(ll^)‘. 

Les  différences  s’obtiennent  d’une  manière  analogue,  en  observant 
que  A"/ Xdx  = Lr)  ; il  vient  alors 
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4*« 

a-\A  ^ — >),  A*-[p5=ya*(,îXl»“ 0*' 

A-.[,i=/dx(ii)'(i:-.)-, 

en  supposant  que  à p = i (*). 

Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à donner  les  formules  qui  répondent 
aux  intégrales  et  aux  sommes  de  la  fonction  proposée  ; mais  nous  ter- 
minerons cet  article  en  remarquant  que  M.  Laplace  a trouvé,  pour  les 
différentielles  et  les  différences  de  la  fonction  xr,  ramenée  aussi  à une 
intégrale  déGuie,  des  formules  très-élégantes,  que  nous  ferons  con- 
naître lorsque  nous  montrerons  la  manière  d’appliquer  les  intégrales 
déGnies  à l’intégration  des  équations  différentielles  et  aux  différences. 


(*)  Il  n’est  peut-être  pas  inutile  d’annqnoer  ici  que  les  fonctions  [j>^  , recomman- 
dées à l’attention  des  géomètres  par  Vandermonde , et  ensuite  par  M.  Kramp  (981), 
ont  été  traitées  en  détail,  sous  la  forme  d’intégrales  définies,  par  M.  Legendre,  qui 
a donné  aussi  les  expressions  de  leurs  différentielles,  de  leurs  différences,  construit 
une  table  très-étendue  de  leurs  valeurs  numériques , et  leur  a imposé  une  dénomi- 
nation particulière , ainsi  qu’on  le  verra  dans  le  chapitre  suivant. 


1 
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CHAPITRE  VI. 


Recherche  des  valeurs  des  intégrales  définies. 

u64.  Lorsque  p est  un  nombre  fractionnaire,  l’intégrale 

sr«ic.ddiu.c..  ÇilJ'  sur  ]aque]]e  nous  sommes  tombés  en  cherchant  l'expres- 
sion générale  de  [/>] , est  du  nombre  des  transcendantes  dont  on  ne  con- 
naît pas  la  nature  ; cependant  il  suit  du  »"  1 iGo,  que  dans  le  cas  où  p =i, 

on  a,  entre  les  limites o et  i,/d x lC^  =i\Æi  valeur  très-simple, 

mais  qui  ne  convient  qu’à  l’intégrale  definie  : l’Analyse  n’offre  jusqu’à 
présent  aucun  moyen  pour  arriver  à la  valeur  exacte  de  la  même  in- 
tégrale prise  indéfiniment.  La  formule  /"dx^l-^y  n’est  pas  la  seule  qui 

présente  cette  singularité;  Euler  en  a trouvé  un  grand  nombre  d’autres, 
mais  par  des  méthodes  très-particulières  et  très-diverses.  On  ferait  un 
volume  entier,  si  l’on  entreprenait  d’extraire  les  nombreux  Mémoires 
qui  ont  été  déjà  publiés  sur  cette  matière  ; nous  ne  pouvons  donc  exposer 
dans  cet  ouvrage  que  les  principaux  résultats , et  donner  une  idée  des 
méthodes  les  plus  générales  dont  on  a fait  usage  pour  y parvenir  : l'in- 
dication exacte  des  sources,  que  l’on  trouvera  dans  la  Table,  sup- 
pléera à ce  que  nous  omettrons. 

Les  moyens  qu'a  employés  Euler,  pour  trouver  la  valeur  des  inté- 
grales définies,  peuvent  être  rangés  en  trois  classes;  dans  la  première 
sont  ceux  où  il  développe  en  tout  ou  en  partie  l’intégrale  proposée.  Il 
arrive  souvent  que  la  substitution  des  limites  de  x,  simplifie  le  résultat 
et  le  ramène  à une  série  dont  la  fonction  génératrice  est  connue , ou 
à une  autre  intégrale  dont  on  a la  valeur.  II  est  visible  que  ce  moyen 
peut  être  utilement  modifié  par  le  secours  des  transformations.  La  se- 
conde classe  comprend  les  relations  nouvelles  qui  se  déduisent  des 
produits  et  des  quotiens  des  intégrales  définies;  à la  troisième  appar- 
tiennent tous  les  résultats  qui  s'obtiennent  eu  différenliaul  l’intégrale 


* 


* 


» 


Digitized  by  Google 


DES  INTÉGRALES  DÉFÎMES.  4,3 

proposée,  par  rapport  à des  quantités  qui  n’y  étaient  pas  d’abord  sup- 
posées variables.  Nous  avons  déjà  montré,  dans  le  n*  5o5,  que  ce 
moyen  peut  mener  à des  résultats  .difficiles  à obtenir  à priori. 

n65.  On  voit,  à la  simple  inspection  des  cas  particuliers  de  l’in- 
te'grale  , rapportés  dans  le  n°  400,  que  ces  expressions  se  ré- 

duisent à un  seul  terme,  lorsqu’on  les  prend  entre  les  limites  x = o 
et  x=  i ; lare  A devenant  égal  au  quart  de  la  circonférence,  on  a les 
deux  séries 


r dx  _ r 

J j/i^x*  a’ 

r .xxlx 

JÿT^  ~ 1 ’ 

r l’d  r 1 .«• 

f ’ x’d.r  a 

J j/i^x>  a .a  ’ 

J j/i— x*  3 * 

r x'dr  1 ,3a- 

J y X1  3.4.3  ’ 

r xMr  3.4 

J y 5m  * 

r **dx  __  1.3.5a- 

r tr’dx  3.4.6 

J y 1 —je*  ""  a. 4. 6. a ’ 

•/  j/i— X»  3.5.7  ' 

r x*dx  1. 3.5.7 » 

r x?dx  a.4.6.8 

J yi—x‘  3. 4. 6. 8. 3» 

J j/T^x*  3. 5. 7. 9 » 

qui,  d après  le  tableau  de  la  page  46  du  second  volume,  ont  pour 
termes  généraux 

/'  x^dx  1.3.5 (ar — i)  *■ 

yT^x*  a-4-6 ..ara’ 


d’où  il  suit 


rx,r*'( ix  3.4,6 ar 

J J/T^rT*  3.5-7 (ar+i) » 

( f r‘,dr  \ ( r*'r+,àx\  _ i x 

y \J  yT^x'/  3r+ 1 a- 


\J  J/l _x*/ \ J j/, — i*/  ar+i  a' 

Ce  dernier  résultat  en  fournit  une  infinité  d’autres  de  même  espèce, 
lorsqu'on  y fait  x = s";  par  cette  transformation  on  obtient 

n.  rt?”+~'Az  /»»■"+*■— d,  _ _i_  , 

J j/i— s**  J j/l  — ar+t  a ^ ' * 
et  posant,  pour  abréger,  anr+n — 1 =p,  il  vient 

/z'àz  r îr+'àz  1 tr 

y I — z"  ‘J  y 1 — 1*»  n(p-f-  I ) a * 

(*)  Désormais  l'expression  ÇA.fB.fC  sera  celle  que  nous  employerons  au  lieu  d« 
(/■•O  et  qu'il  faudra  bien  distinguer  de  fAfBfC,  équivalente  à/  [_Af{IlfC)~\. 
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les  limites  de  3 étant  encore  les  mêmes  que  celles  de  æ,  parce  qu’on 
suppose  que  l’exposant  n est  positif.  Cette  dernière  formule  /-enferme 
des  valeurs  de  produits  dont  on  ne  peut  intégrer  séparément  aucun  des 
facteurs;  pour  en  donner  un  exemple,  nous  prendrons  p—o,  n=a, 
et  nous  aurons 


r »*di  

J ÿ 1 — *4 


I w 
3 a' 


La  formule  en  y faisant  x=z*,  se  change  en  2 f : 

J t/x— x*  J n J V>— 

et  l’on  en  trouve  les  valeurs  entre  z — o et  z=  1 , par  ce  qui  précède. 

A l'aide  de  ces  résultats,  on  parvient  à des  séries  fort  simples  pour 
l’intégrale 

f fês=fv=.  <'+*■>-'- 

=ff£?  ( 1 - ; *■ + H *•  - rfl  *■ + "4 > 


en  substituant  au  lieu  des  intégrales 

/x*dx  Pxm*+*dx 

i/-™’  Jv“’  Jv™’  ’ 

leurs  valeurs  prises  entre  les  limites  o et  1.  Si  l’on  fait,  par  exemple, 
, m = o,  on  trouvera 


J y/ 1 — x*  A 4~  4-‘6 


1 ■ q . a5  1 .9.35  4q 
4.16.5b1  4. 16.36.64 


■ etc 


•> 


Nous  renvoyons  au  n*  5o2,  pour  la  valeur  de  l’intégrale. 
j' ~ 1 prise  entre  les  limites  o et  s. 


1 1G6.  Les  formules  du  numéro  précédent  donnent  aussi 


A 

A 


’x'^dx 


x"àx 

Ÿ 1 — x‘ 


3 3. 3. 4. 4 ar.ar 

x 1 . 3 . 3 . 5 . 5 . . . far — 1 )(ar—  1 Xar+  0" 


Pour  savoir  ce  que  devient  le  premier  membre,  lorsqu’on  pousse 
jusqu  a l’infini  le  nombre  des  facteurs  du  second,  ou  lorsqu’on  sup- 
pose r infini , je  fais  x"  —z  : les  limites  de  z sont  les  mêmes  que  celles 
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de  x ; mais  on  a 

T 1 

" x = z’>r , dx  = — ilr  d z , 

7 ar 


Le  rapport  des  diflërentieiles  étant  a3',  approche  d’autant  plus  de  a* 
ou  de  i , que  le  nombre  r augmente;  et  en  passant  à la  limite,  on  peut 
regarder  ce  rapport  comme  égal  à î ; il  en  sera  de  même  de  celui 
des  intégrales , puisqu'elles  commencent  et  finissent  en  même  temps  : 
«n  conclura  donc  de  là 

a a. a. 4. 4-6. 6. 8. 8. 10.  lo.etc. 

sr  1 .3. 3. 5. 5. 7. 7. g.  g. n. etc.* 

«t  par  conséquent 


* a. a. 4. 4-8. G 8.8.10.10.  la.ele. 

a 1 .3. 3. 5. S. 7. 7 .g.  g . 1 1 . 1 1 . etc. * 

ainsi  qu'on  l’a  trouvé  par  une  voie  bien  différente,  dans  le  n*  989. 
1 167.  Une  transformation  de  l’équation 

/ .r"'fd.r  /'x*M_ldx  1 t 

V'ï^x*  _ âr-t-i  a’ 

conduit  de  même  à la  valeur  de  l’intégrale  fe  d t , prise  entre  les  li- 
mîtes  /=  o,  / = iofioi.  Si  Ton  fait  x=e  , cette  équation  devient 

J WJ  J 3r+l  3’ 


posant  ensuite  1)=  1 , et  mettant  dans  le  second  membre  la  va- 

leur de  ar-+-  1 , tous  les  deux  deviennent  divisibles  par  q ; puis  divisant 
sous  les  radicaux  par  2 q,  on  obtient 


1— 

et  comme  15  limite  de  - — — — , lorsqu’on  y fait  q— o,  est  <*,  l’équa- 
tion précédente  se  réduit  alors  à 
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a {/e-«,d/}*  = à’oà  fe~,'dt=±i\/'7r. 

Il  est  aisé  <le  voir  que  le  signe  supérieur  répond  aux  limites  o et  1 infini 
* positif. 

,,68.  Les  formules  de  réduction,  rapportées  dans  le  tableau  de  la 
page  46  du  second  volume,  donnent  un  grand  nombre  de  résultats 
analogues  aux  précédens.  On  a,  par  celles  qui  sont  marquées  1 et  II, 

r-  + i p- 

*-**—<? = , 
r*~**,-*t = 

et  entre  les  limites  x=o  et  x=i , cela  se  réduit  à 

P__x 

, , , _v-  pnfxm~'  d:r(i — x*)* 

jxfrr'dx{  1 x')i  — - 

La  seconde  de  ces  formules  ramènera,  de  Jx:"~'dx(  1 — x‘)r—  ■,  à 
/x"~'dx(i — x*)- 1,  et  la  première,  de  Jx“~‘dx(i — à 

fxdx(i— x*)-i  = 1 , ou  à _/"dx(  1 — x*)—  * = “ , selon  que  m sera  Paire 

ou  impaire;  il  11’entrera  donc  dans  l’expression  de  1 intégrale 

fxm~‘ dx(i — x*)r— î que  la  seule  transcendante  7 r.  On  trouvera  sans 
peine  que 

fx— dxf x*y-i (,r-0(ar-3)..._5.^ /*— ■ dx(i— x*)~ 5 i 

JxT  0X^1  X) (m-t-ar— i)(m+ar— 3}...(m+3)(m+0“'  V 

et  comme  on  a,  d’après  le  numéro  ii65,  si  m est  impaire, 
fx  dx(.— x1)-.  = 5 , 

et  si  m est  paire , 

Cx— ' dxfi— x*W  — , 

Jx  dx(i  x)  (m_,)(nl_3)....7.5.3  » 

il  s'ensuit  que  dans  le  premier  cas  ^ 

(ar— i)(ar— 3) . .5.3.  i (m— a)fm— j).  ■ .S.3.i  w 

/xT’dx(l—  X')r  '■  = (m+ar_lK;„+î-r-3T7. (m+3)(m+ . ) ’ (m— l)(m— 3)...S.4.a  a’ 
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et  que,  dans  le  second, 

fx~-'dx(j x‘Y~k (ar — Q(ar — 3) 5.5.  i (m— aX/n— 4)- • M» 

' ' (m+ar — i)(m+ar — 3)..  .(m+3)(/»+i)  ' (m — i)(m — 3j .. -7.5.5 

On  peut  multiplier  ces  formules  autant  qu’on  le  voudra.  Si  l’on  a,  , 

par  exemple,  n=  3,  - = r— • = , - = r — 5,  on  ramènera  les  deux 

ç o (j  o 

intégrales 

/ x"-'cLr(i — jr’y— 1,  f jc“_,d.r(i — x3)r— 5, 

*** 

aux  six  formules 

A = T--—.  B = I — — - . C = 


= A;--»  ^ = f ~ , C=A^-  = i. 

•/  t/l— X3  J t/l  — x3  ./  t/  I — x1 

^'=  A-~— , £'=  A^--,  c= 

J V(i -ar3)*  J l/(i-x-)*  J l/(i— x1)* 


parmi  lesquelles  il  n’y  a,  comme  on  le  verra,  n*  1173,  qu’une  seule 
transcendante  distincte. 

Par  des  comparaisons  semblables  h celles  que  nous  avons  faites  dans 
les  numéros  précédens , Euler  parvient  aux  relations  suivantes  : 


/"•  x”dx 

r r5*+’dx 

_ 

1 f*  dx 

J t/I=x' 

J 

3/î+i 

f'x'+'à  v 

r c’"dx . _ 

_ y*'« 

_ ■ r ^ 

J ^7=? 

J t/(i— x')‘ 

3/i+i 

~3n+'J  t/ô=P)* 

xs"'*"dx 

_ a U’Ç 

1 /■*  xdx 

J V/^— X5 

J l/( ‘--c’)* 

3/i+a 

WVt/0-4’ 

» Remarquant  ensuite  que  les  quantités  y^,  .fl,  C,  y^',  fl',  C,  ne  con- 
tiennent point  n,  il  en  conclut  que  les  équations  cl-dessus  subsisteront 
encore,  si  l’on  y met  à la  place  de  3 n un  nombre  quelconque;  et  en  écri- 
vant A — 1 à la  place  de  5 n,  dans  la  première  et  dans  la  seconde,  et  A — a 
dans  la  troisième,  la  comparaison  des  deux  derniers  résultats  lui  donne 

/(  xdx  f*  dx  xdx 

V^i— x1  J j/(i — x’)’  J V (■ — x3)* 

De  ces  trois  résultats,  il  en  tire  encore  d’autres,  en  y faisant  •r=s",  n 
étant  un  nombre  quelconque,  et  posant  n\=zm. 

1169.  L’intégrale  C x , ^ , développée  dans  le  n*  384,  se  simplifie 

5.  53 


* 
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beaucoup,  quand  on  la  prend  entre  les  limites  x—o  et  x infini;  car 

elle  se  réduit  alors  à — — 

i»  sin  — 

, n 

En  écrivant  m—  1 au  lieu  de  m , dans  le  numéro  cité , et  chan- 


geant j en  x,  on  a 


/x"“'clr 
i+x* 


s ntr  . , * . . . 3 . tïiif  ( 

. ïCOs — -11/  i — axcos 1-*  +-**» -arc  tangs= 

nnV  n " " \ 


arain  - 

R 


1 — xcos  — 
n > 

. 5 * 


a 3m< r,  / 3*  . . a • 3m*-  f'  xs'n  n ''N 

- icos  — V I-2rcos -ri-^  + -s>n  --.arc  ^tang*  — — ^ J 

a 5m*,  / 5*  , [ , a . 5m*  f , x,'n  n ^ 

-^C0S  — ,V,-3JrC0SR+X  +nSm— -arC(  UD8= S ) 

V .-xcoa-y 

/*"  uin  — \ 

__?cosi^li/j— axcos--t-x*  + -sin— .arc(  lang= — ] 

,l  " V " n n \ ,-^0 .£/ 


r désignant  le  nombre  impair  qui  précède  n,  et  si  n est  impaire,  il 
faut,  à cette  expression,  ajouter  -f- i 1 (i-f-x),  ou  — -j1(t+x),  selon 

que  m sera  impaire  ou  paire;  or  on  voit  par  ce  développement,  que 
l'intégrale  proposée  s’évanouit  lorsque  x=o  : il  suffit  donc  de  trouve^ 
ce  qu'elle  devient  quand  ou  y fait  x infini.  Pour  cela,  nous  allons 
considérer  séparément  la  partie  logarithmique  et  la. partie  circulaire. 

i\  Quand  x est  infini,  \J i — axcos-^-f-x*  se  réduit  àx — cos-^, 
et  l’on  a par  conséquent 

1 \J i — axcos-^+x*  =l^x — cos  ^=:lx-f-l^i — cos ^ = lx , 

à cause  que  -^  cos^  s’évanouit.  Si,  pour  abréger,  on  pose  ^ = u,  la 
réunion  des  fonctions  logarithmiques  formera  la  série 

«j  J j» 

— -^-{cos  nui  -+•  cos5/««  -f-  cos5ma> cos  mut)  „ 
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avec  l'appendice  :fc  ^l(t  si  n est  impaire.  Cette  série  est  côm- 

prise  dans  celles  dont  on  a donné  la  somme  n°  ioi3.  Pour  employer 
les  formules  de  ce  numéro,  il  faut  y changer  jc  en  /• — i , q en  moi , 
faire  A=a  et  p=amoi-,  on  trouvera 


S cos  rmm 


sin(r  -t-  1 )m* 


alx  c, 

— — o cos  rrneo 

* n 


sin(r4»t)m«  lx 
sia  n* 


Dans  le  cas  où  n est  paire,  on  a r=n — i;  et  le  résultat  que  l’on 
vient  d’obtenir  se  réduit  par  conséquent  à zéro,  à (Aise  que  m est 
nécessairement  un  nombre  entier. 

# 1' 

Si  n est  impaire,  il  faudra  tenir  jpompte  de  l'appendice  d=~;  mais 

on  aura  alors  r=/i— 2,  et 


six  « 

• — *3  cos  rmeo  = • 


sin  (n— 'i)m*  lx 


sin  (m* — m») 
sin  m* 


or,  sin(w?r — mai)  sr  ± sin  ma , selon  que  m est  impaire  ou  paire;  il 
viendra  , en  conséquence  , 


si  x «-«  l.r  sinm*  . ]x 

o cos /ma  = zrz : dtz  — , 

ri  ’ . n -iir>  inm  n 9 


ce  qui  se  réduit  encore  à zéro. 

La  partie  logarithmique  de  l’intégrale  cherchée  s’évanouissant  ainsi 
dans  tous  les  cas,  il  faut  examiner  ce  que  deviennent  leJ  fonctions  cir- 
culaires qu’elle  contient.  Leur  terme  général  est 

-stnrmai.arc  ( tang  = ); 

l’arc  indiqué  s’évanouit  lorsque  X—  o;  il  est  égal  au  quart  delà  cir- 
conférence quand  x = ^-^,  et  il  a pour  tangente — = — tangn»,' 

quand  x est  infini.  Dans  ce  dernier  cas,  il  est  donc  égal  à tt — rm  : on 
a donc,  pour  la  valeur  complète  de  l’intégrale  cherchée,  la  série 

\ {("* — »)sinBi«-f-(w — 3»)sin3miii-f-('7r — 5&))sin5 m...  .+  (ir— rai)sin/7?K»}, 

qui  se  décompose  dans  les  deux  suivantes 

-7T  {sinma*-f-  sin3m<a+  sin5mft>-{-  et%}, 

— ~ {sinmo>  + 5sin  3 mee  -f-  5si nSma  -f-  etc.}? 
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La  somme  de  la  première,  déduite  des  formules  du  n*  ioi3,  donne 


- 7rS  sin  rmeo  = 


«■  i — coe(r+  i )m« 


Celle  de  la  seconde  se  tirerait  des  formules  du  n*  g58  ; mais  on  y 
parvient  immédiatement  en  différenliant,  par  rapport  à a> , l’expression 
de  Scosrmcé,  rapportée  plus  haut:  on  trouve  ainsi 

— m {sinm«+  3sin3m«  -f-  5sin5mai  + etc.}  = 

'"(M"  0 coi  (r  + *)"•“ m ain(r-+-  i)m»coam« 

asin  mm  a (sium»)*  ’ 

d’où  l’on  conclut 

„ . fr+- O1”*  i »in(r+  i)m«cosm* 

Srsia  rmù>  = 1 â(sin^; 


2SU1  mm 

rcofl(r  4-  i)mm 


2b  mm*  * a(sin7n»)w* 

Mainfenant  si  n est  un  nombre  pair,  on  aura  r=n  — t , 

cos  (/•-+-  i)ma  = cos  nmv  = cost?w, 

sin  (r*f-  i )mu>  = siu  imr  = o , 

_ . i — cou mx  r . « ços mm 

S si  n rmo  = : , A/smrm»  = — 4T  -, 

24inrryv  * 2Sln  mm  * 

enfin 


— Ssinrm» — — Srslnrmu= 


n uaxnntm 


n asm  mm  nsmmm  1 


à cause  de  sa  = x 

Lorsque  n est  un  nombre  impair,  il  vient  r—n  — 3, 

C03(r_|_,)mf«  = cos(»w — mu)  = cos  nnr  cos  ma  , 
sin  (r-f-i)m»  = siu(»w — mai)  = — • ca&nnr  sin  mai , 

d’où  l’on  tire 

ax  c . a m ry  * 

— iS  sin  mi'jù  — — or  sin  rmc*  =r 

n n ■ : •••■ 

*(i  — cosm»  cosm»)  . — Q rmmwcns  mm  ^ «ooamr  co»m« 

, n «in ma  ' nsinm»  nainm»  * 

V - . » 

ce  qui  se  réduit  à — — , en  observant  que  nn-v. 

* nsiDmét'  , *dx 

On  voit  donc  que  dans  tous  les  eu,  l’intégrale  J — p-jr,  prise  entre 


les  limites  x=  o »t  x.  infini,  est  épie  à o»  * ~ m* 

n sin  — 

. : ■>:  .v -4-  g ij#î  » 

que  nous  l’avons  annoncé. 


ainsi 


Digitized  by  Google 


s*  » 


DES  INTÉGRALES  DÉFINIES.  /,n 

1170.  Considérons  encore,  avec  Enlcr,  la  formule  fxn~'dx(t — jc*)"  ’, 
en  y supposant  les  nombres  m , n et  p , entiers  et  positifs  (*).  Si  l'on 
fait  d'abord  i—x'=y’,  on -aura 

W ' • m — n 

x”  = (i — ■/*)",  mxm~'dx= — mj'~' dy(i — y")  n , 
d’où  il  rc'sultera 

p — n m — n 

fxm~'dx(i—xn)  " — — — y")  a ; 1 

mais  en  observant  que  les  limites  x=o  et  x=i  répondent  ay= r, 
y —o , on  changera  le  signe  de  la  seconde  intégrale  en  changeant  l'ordre 
de  ses  limites,  et  l'on  en  conclura  que 

p—n  m — n 

fx*-' dx(i — x")  n = Jy^'dy^i — y")  « , 

lorsqu’on  prend  l’une  et  l’autre  intégrales  entre  les  limites  o et  1.  Rien 
n’cmpêchant  qu’on  écrive  dans  le  second  membre  x,  à la  place  de_y, 

p — n 

on  voit  par  là  que  l’intégrale  fx"~' dx(i — x")  “ , prise  entre  les  li- 
mites o et  1 , conserve  la  même  valeur  lorsque  l’on  y permute  les  ex- 
posans  m et  p;  si  donc  on  lait,  pour  abréger, 

P — n Ni  — n 

fx*-' dx(t— x*)  " = q>(m,p),  fx?-'dx(i—x,)~~=z<p(p>m), 
on  aura  celle  équation  remarquable 

<?("*>  P)  = <P{p>  m) («)• 

Maintenant,  en  faisant  usage  de  la  formule  I du  tableau  de  la  page 
46  du  deuxième  volume,  on  aura 

yj.”-’dx(i — x')~  = £^-fJr-'T'dx{i— x*)~, 
ce  qui  donne  l’équation 


(*)  Panai  le  grand  nombre  d’intégrale]  définies  examinées  par  Euler,  celle  qui  est 

rapportée  ci-dessus  et  J' àx  ^ 1 ^ , ayant  été  l’objet  de  recherches  très-fécondes,  ont  paru 

à M.  Legendre  devoir  porter  une  dénomination  particulière,  et  il  les  appelle  intégrales 
Eu! es  tenues. 

© 
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9(m , p)  = ~~zTn  ?('"  — fhP) (a)  » 

servant  à réduire  les  cas  où  «i>n  à ceux  où  m<^n.  On  tirera  de  même  de 
la  formule  II  le  moyen  de  rendre  p<C.n. 

Si,  dans  l’avant-deruièrè  équation,  on  substitue  mi  m — /i , il  viendrâ 

p — n p — n 

fx”+’~'dx(i — x‘)~  = fxm~‘ dx(i — x")  « , 

d'où  l’on  tirera 

p—n  p — n 

f xm~'dx(i — x*)  " =^-~  /r"H",_,dx(i — x')  n . 

Eu  répétant  la  réduction  que  présente  cette  dôrnière  équation , on 
obtiendra 

fXx—'dx  = ■ -^p+!Û  fXxr+<‘+  o-dx, 

J m (m-fn)  (m-pa/i) (m-fm)  J 9 

P~n 

en  posant  (i — xm)  n =X;  de  même 

ainsi  la  comparaison  des  intégrales  proposées  est  ramenée  à celle  de 
deux  intégrales  de  même  forme,  dans  lesquelles  l'exposant  de  x , hors 
de  la  parenthèse,  peut  être  rendu  aussi  grand  qu’on  le  voudra.  Or, 
si  l’on  fait 

r — m 

(i+i)n=â*,  x’n+‘=zt.  d’où  x"+*— 'dx=-^— , ■rr+*~,d.r= 
les  limites  de  t seront  les  mêmes*  que  eejles  de  x , et  il  viendra 
/Xx"-t-*-'dx  = _i_/rdr,  fXxr+—  ' dx = t»+~’dt  ; 

r — m 

mais  plus  on  augmente  le  nombre  «,  plus  rapport  des  diffé- 

rentielles , approche  de  r*  ou  de  l'unité  qu’il  a pour  limite;  il  en  est 
de  même  des  intégrales , puisqu’elles  sont  prises  dans  la  même  éten- 
due , ou  sont  composées  du  même  nombre  d’élémens  (47 1)  : passant 
donc  à cette  limite,  en  supposant  < infini,  on  aura 

yXr"— 1 dj ÿ(m,  p ) 04-p)('n+P-t-Ji).  - ■ rfr+n) 

JXx’-'àx  ?(  r,p)  m (n»+n)....  X (r+p)(r+p+n) . . . . * 

m ,3 
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Remplaçons  à présent  r par  m-\-q , il  viendra 

, p)  (m+p)(m+p+n) (m+q^m+q+n) 

p(m  + q,  p)  m(m-j-n)  .fl ‘ ('n+<7+p)(m-t-<7+p+„)~  > 

équation  dont  le  second  membre  demeure  le  même,  lorsqu’on  échange 
entr’elles  les  lettres  p et  q,  et  d’où  il  suit  que 

9(m,P)  _ *(■”,</) 

p)  V'^  + p.q) ' 

Leséquations(i),  (a)  et  (3),renferment  implicitement  toutes  les  propriétés 
que  nous  avons  à faire  connaître  relativement  à la  fonction  <p  ; mais 
avant  d’entrer  dans  ce  détail,  examinons  les  cas  dans  lesquels  celle 
fonction  a une  valeur  algébrique,  ou  ne  dépend  que  de  la  circonférence 
du  cercle. 

1171.  Lorsque  p=n,  on  a seulement  /r"~'dx,  d’où  l’on  tire 
<p(w,  »)  = — j et  en  vertu  de  l’équation  <p(m,p)  =?(/>,  m),  on  en 

conclut  que  ?(n,  m)  = et  que  <f(n,p)  (4). 

Quand  n — m=p,  on  rend,  l'intégrale  Ç— — — rationnelle,  en 

J t/fi— j’TF? 


faisant  — - — = d'où  il  résulte 

a 


= = nlx=s  n\z—  l(i-Hs-), 

t/(i-xT 

dx  dz  znmm,àz  dz 

x z 1 4-  z*  z(  1 -f-  z*)  * 

et  avec  ces  expressions  on  obtient 

' =f-rE==  -/VE=r 

Les  valeurs  de  z qui  correspondent  à ar^o  et  à x=i  , étant  o et 
l’infini,  ces  dernières  seront  les  limites  de  l’intégrale  J"  ~r^,  qui,  d’a- 
près le  n°  1169,  se  réduit  alors  à — - — . O11  conclut  de  là  que 


n — >n)  — <p(/i — m , m)  =z= . 

n sin  — 
n 
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5*.  Si  dans  l'équation  (3)  on  fait  q — n — m Pj  on  en  déduira 

p(m,  p)<p{m  + p,  u — ”i  — p)  = <?{m , « — m P)s(n  P>  P)> 

changeant  ensuite  dans  la  même  équation  (3),  p en  n m p , et  q en 
n — m,  elle  deviendra* 

<p(mt  n — m — p)<p(n — p,  n—m)  = <p'm,  n—m)<p{n,  n—m—p ) ; 

multipliant  cette  équation  et  la  précédente,  membre  à membre,  et 
supprimant  le  facteur  commun  <p[m,  n — m — p),  on  aura 

ç(m,  p)${ni+p,  n—m—p)<p(n—p,  n—m ) 

= — P j p)<P[>n,  n—m)f{n,  n—m—p). 

Or,  d'après  les  équations  (4)  et  (5), 

<P(n>  n-m-p)  = 

<p(m+p,  n—m—p)  = (m+p)T  « 
n sm  i 


ç(m,  n — m)  = 


<P(n—P,  P)  = 


P* 


substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  ci-dessus,  elle  donnera 

. (m  + p)» 


j pMr‘~P , n—m)  — 


, . . mw  : pi 

n(n—  m — p)  sm  — sin  — 


....(6); 


cette  équation  noos  fait  voir  que  la  valeur  de  $(n — p,  n — m)  , ou 
— m,  n — p),  ne  dépend  que  de  celle  de  ç(rn,  p)  et  des  fonctions  cir- 
culaires. M.  Legendre , à qui  l’on  doit  celte  remarque  et  les  suivantes, 
regarde  la  formule  <p(n — m,  n — p)  , comme  le  complément  de  <p(m,  p), 
parce  que  les  exposans  de  l’une  réunis  à leurs  correspondans  de  l’autre, 
font  la  même  somme  n. 

L’équation  (6)  nous  conduit  à deux  résultats  particuliers  qu’il  est  bon 
de  connaître.  Lorsque  p — m,  on  a 

a»  cot  ^ 

<p(m,  m)ç(n—m,  n—m)  — a"mj (7); 


Digitized  by  Google 


I 


DES  INTÉGRALES  DÉFINIES.  4*3 

et  quand  m = n — a p,  il  vient 

p(n  ip,  p)<p(n—p,  a p)  = — — (8). 

np  sio 

...  . n • 

L'equaiion  (3)  peut  aussi  se  transformer  en 


pMm+P>  »— »)  = <P(m,  p ) ; 

en  y changeant  q en  n — m ; et  mettant  alors  les  valeurs  des  fonctions 
du  second  membre,  on  obtient 

<p(m , p)l{m+p,  n—m)  = (9). 

np  sin  — 
r n 

La  supposition  de  p=m  change  celte  dernière  en 

• <p(m,  »0?(am,  n—m)  = (io)  ; 

nm  sin  — 
n 


el  ce  résultat,  e'tant  comparé  à l’équation  (8),  conduit  à 

* (p>  p)  = <P («— V,  p) . a COS  — -•-(«>)• 

Maintenant  que  nous  avons  fait  dépendre  les  valeurs  de 
<p(n—p,  n—p),  <p(n—ip,  p),  <p(n—p,3p), 

de  celle  de  ç(p,  p),  nu  de  <p(n»,  m),  il  faut  chercher  à simplifier,  ali- 
tant qu’il  est  possible,  la  forme  de  cette  fonction. 

1 173.  Pour  cela , faisons  1 — x"  = ~ ; d’où  x = (~  ± j \/ 1 — z‘)', 

m 

G±It/ 1— , z“~'ds 

v ,_e  * t /ï=?‘ 

r ürp-ll/i -*")  " 

Quand  p=m , on  aura 

m 

a ±iïT=?r^  = 

G + 11/(1-*")'  * 

_ (lZn)n  — 2 " a”*-», 

et  par  conséquent 

/- = a 

J 

5.  Ï4 
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eu  prenant  le  signe  -f-  à cause  que  l'intégrale  proposée  est  positive. 

Les  limites  de  l’intégrale  en  z s’obtiennent  en  considérant  l'équation 
4^-(! — x*)= z ■.  Si  l’on  y suppose  x=o  et  x=t,  il  vient,  dans 
l'un  et  l’autre  cas,  tio,  ce  qui  ne  donne  que  la  même  limite;  mais 
on  en  trouve  deux  en  prenant  l’intégrale  relative  a x en  deux  fois, 
savoir,  depuis  x = o jusqu’il  la  valfeur  de  x qui  répond  a ^ — i , et 
depuis  celle  dernière  jusqu’à  ar=i,  don  résulte  zso.  Or,  quand 

z=i , on  a x‘  = ï,  ou  x = ~-\ ainsi  prendre  l’intégrale  f ~ 

Vl  J »/(ï— **)*— 

depuis  x = o jusqu'à  x — ~ — , et  ensuite  depuis  x s=  — — jue- 

yi  y'I 

qu’à  x=i,  ce  sera  la  même  chose  que  $Ie  prendre  l’intqgrale/ 

depuis  o jusqu’à  1 , et  depuis  1 jusqu'à  O,  ou  prendre  le  double 
de  sa  valeur  entre  les  limites  zs=o  et  z=i.  11  suit  de  là  que 

, , 1 r **-'dz  ' — “ rx~~'àx  , , 

"/pr— V7t=P {'3)r 

puisqu'il  est  indifférent  d'écrire  x pour  z. 

Ce  résultat  ramène  à une  grande  simplicité  les  valeurs  de 

f(t«j)»  <P(a>  a)»  'PC3»3)»  e,c- 

Si  l'on  compare  les  équations  (7)  et  (12),  il  en  naîtra  cette  rela- 
tion remarquable 


/'  X— 'd.r  rx"-—'clc 

*'1  — V/^  — j?' 


Krcot  - 


.(.5). 


y'TZ-sr'J  t/i—  jT  n(n—am) 

Si  l’on  fait  1 — x’=x,z‘,  on  aura  une  transformée  qui , dans  le  cas 
où  n sera  paire,  et  où  m+p  = ;»,  donnera 

<p{  in—m , m)  = f ^r== C*4)>  - 

les  limites  étant  z = o et  z = infini. 

Si,  dans  la  transformée  obtenue  plus  haut,  par  Ta  supposition  de  . . .: 

1 — x'=~,  on  fait  m — /»=£«,  en  observant  que 
4X 

s=  i n/i  — si'1  ± iV»  + 
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et  changeant  s en  s',  on  en  tirera 

Kfm  -f$rü- ■ 

En  posant  p = {n , on  aurait  immédiatement 

♦C",i  -)-/£%? (>«)• 

On  obtient  encore  une  transformée  utile,  en  faisant  1— .1*=  ja*.ru,  ou 
*-’=ï  + ïv/  1 +s",  lorsque  m-{-3p  = n ; il  vient  pour  ce  cas,  qui 
suppose/»  <î«, 


(*— V»  P)  =»=  3 nf  ;t=== 

1/  i+i* 


•(>7)  » 


l'intégrale  étant  prise  depuis  z=o  Jusqu’à  s = infini.  En  combinant 
ce  résultat  avec  l'équation  (11),  et  changeant  p en  m , on  trouve 

Un 

p(»n,  m)  = a " cos  — / -- — (18)  ; 

V ’ "J  V'i+i*  ' 

et  en  comparant  celui-ci  avec  l’équation  (13),  on  en  déduit 

/'x*1- 'dx  mv/’t’- 'ds  , . 

en  observant  que  m soit  toujours  moindre  que  i n. 

Cette  dernière  équation  nous  offre  une  particularité  remarquable.  Si 
l’on  fait,  dans  le  premier  membre  x=  1 — et  z=j‘ — 1 dans  le 
second,  les  intégrales  à obtenir  sont  alors 


fs- 


(1  — j*)"~'dy 


'•(n—  0 


J*- 


n(n  — 1 )(n  — a) 


a. 5 


— «te. 


quand  l'exposant  n est  impair;  mais  la  première  doit  être  prise  de- 
puis^  = o jusqu'au  = 1 , et  la  seconde,  depuis  y = 1 jusqu’à  y = in- 
fini. Il  suit  de  là  que  si  l'on  désigne  par  P le  premier  résultat,  et  par  P> 
le  second,  on  aura 

P = P'  cosï?. 
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ç'est-à-dire,  que  les  deux  parties  de  la  même  intégrale  sont  entr'elle» 
dans  le  rapport  de  cos  ^ à i. 

Les  équations  (14)  et  (18)  combinées,  donnent 

f'm,  ni)  = a " cos  ~ <p(  j n — m,  m) (20)  ; 

et  comme,  en  vertu  de  l'équation  (t),  la  fonction  — m,m ) est 
la  même  que  Q(rn,  in — »i),  il  est  visible  que  dans  le  cas  où  n est 
paire,  toutes  les  valeurs  que  peut  prendre  le  second  membre  de  l'é- 
quation ci-dessus  répondent  à celles  de  m , depuis  o jusqu’à  j n. 

Si  l’on  met  {n  — m à la  place  de  m,  dans  l'équation  (20),  il  vient 


3m  - 

— m)  = 2"  sin^ç(fn,in — m),' 

d'où  l'on  déduit 

<p[m,  m)  =a'  " cot  ™ <p  (£  n— m, \n— m) (ai), 

équation  qui  donnera  la  valeur  de  <p(m,  m)  pour  tous  les  cas,  lors- 
qu’on la  connaîtra  pour  ceun  dans  lesquels  m ne  surpasse  pas  ± n. 

Si,  dans  l’équation  (14),  on^change  aussi  m en  jn — m , on  aura,  en 
vertu  de  l’équation  (1),  celle-ci 


Vl+T" 


(»)* 


dont  le  second  membre  résulte  immédiatement  du  premier,  en  écri- 


vant - au  lieu  de  2;  et  en  la  comparant  à l'équation  (19),  on  en  con- 
clura la  suivante 


= cos 


m>  /-j*'1  m 1 dr 

"J  g|V  1-4-X* 


1175.  Maintenant,  passons  à la  discussion  des  diffé rens  cas  que  peut 
présenter  l'évaluation  de  la  fonction  <p(myp),  pour  diverses  va- 
leurs de  n. 

1*.  Soit  n = 3;  nous  aurons  seulement  ces  trois  fonctions 


<>>  >)> 

9(a,  O»  V(3>  a)î 
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el  d’après  les  équations  (4)  et  (5), 

<p(2,  l)  = I,  <p(2,  2 )='.;■ 

. 

asm-  - 

a . , 

2*.  Soit  n—3;  no"us  aurons  les  fonctions1 
♦0»  0» 

p(3,  i),  $(a,  a), 

<K3>  0>  <P&,  3),  <p(5,  3)j 

en  excluant  les  fonctions  p(i,  a),  $>(i,  3),  été.,  qui  sont  identiques 
avec  9(2,  î),  ip(3,  t),  etc:  L’équation  (3),  lorsqu'on  y fait  i, 
p = i,  7 = 2,  donne,  en  changeant  p(i,  2)  en  p(a,  1),  . 

7(1,  1)  9(2,  a)  = <p(a,  ,1)  <p(3,  1), 

• - ‘ ‘ ‘ 

d’où  l’o'u  tire  la  valeur  de  p(a,  2),  au  moyen  de-  celles  de  <f(i,  1), 

9(3,  1),  9(5,  1).  Les  deux  dernières  sont  connues  : l’une  dépend  dé  la 

quadrature  du  cercle,  en  vertu  de  l'équation  (5),  el  l'autre  est  déter- 
minée par  l'équatiou  (4).  En  représentant  donc  par  A la  transcendante 
9(1,  i},  et  faisant,  pour  abréger,- 

* * ‘ _ * f . . . ' v < , * 

<?(3»  >)  = - • 

3 ain  ' ’ ‘ - ' 

a 

nous  aurons  ’ . . , r . 

q(3,  1)  = 1,  9(i,  2)  ==  i,  5)  = j, 

9(2,  J)  = a,  9(3y  =)  = 

9(i,  0 = 4 \ 

d'où  l'on  voit  que  tous  les  cas  que  peut  présenter  l'intégrale • 

<'x  -,  ne  dépendent  que  de  la  seule  transcendante  Ç -3 — - — , 

? J VU-*7 


/'  dx 

v/(T 


égale  à , ou  h a \f  > en  vertu  des  équations  (12) 

et  (*7)j  et  comprise  dans  les  fonctions  elliptiques  (/jii,  4a3>  004). 


f 
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3*.  Soit  n = 4;  nous  aurons  les  dix  fonctions 

<P('»  ')» 

9(3,  0 , 9(3,  a)  , 

<p(3>  *)>  *p(3»  3) , 9($,  3)« 

9(4,  i),  t(4,  3)>  9(4,  3)*  9(4,  4)i 


l'équation  (5_)  donne  ces  relations 

9(h  î)  <p( a,  a)  = <p(a,  i)  <P(3>  »), 

<F(>,  0 <3>  a)  = <P(3»  0 <P(4*  Ot 

<p(a,  î)  <p(3,  3)  = <f( 3,  î)  ip(4,  a). 


On  a par  l'équation  (4)  les  fonctions  dans  lesquelles  le  premier  nombre 
e$t.  4;  l'équation  (5)  ramène  à la  quadrature  du  cercle  toutes  celles 
dans  lesquelles  la  somme  des  deux  nombres  est  égale  à 4 : il  ne  reste 
donc  à déterminer  que  les  quatre  fonctions 


90,  0»  9(3,  0*  <J>(3>  a)>  <P(3»  5)> 

é 

et  au  moyen  des  relations  ci-dessus,  on  fera  dépendre  les  trois  der- 
nières de  la  première;  mais  nous  observerons  que  les  équations  (y) 
et  (8)  donneront  immédiatement  9(3,  3)  par  9(1,  i),  <f(a,  j)  par 
9(5,  a).  La  seule  transcendante  ç(r,  i)  suffira  donc  encore  pour  ce 

cas;  elle  se  ramène,  d’après  les  équations  (la)  et  (18),  à a y-- 

/i 

— ===,  et  rentre  ainsi  dans  les  transcendantes  elliptiques.  En 

désignant  par  A , comme  le  fait  Euler, ‘la  transcendante  9(2,  1),  et 
par  a et  /3  les  fonctions  9(3,  1),  9(2,  a),  qui  se  rapportent  à la  qua- 
drature du  cercle , ou  formera  ce  tableau  : 


9(4,  0 = *»  9(4,  3)  = i,  9(4,  3)  = i,  9(4,  4)  = ii 

9(*,  <pC3,a)  = i,  *(3,3)  = ^, 

<p(a,  1 ) A , 9(2,  2)  z=  0, 

9(h  0 =»  j" 

4*.  Soit  n = 5;  la  fonction  9(m,  p)  présentera  pour  ce  cas  quinze 
formes  diverses,  en  excluant  les  permutations  données  par  9(p,  m)i 
l'équation  (5)  fournit  alors  les  relations 
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9(a,  0 9(3,  5)  = 9(3,  2)  9(5,  1), 

9(3,  1)  9(4,  2)  = 9(3,  2)  9(5,  1), 

9(a,  a)  9(4,  3)  = 9(3,  a)  9(5,  2), 

9(3,  0 9(4,  4)  = 9(4,  0 9(5,  3) , 

qui,  jointes  à déliés  que  nous  avons  employées  pour  le  cas  de  « = 4 • 
donnent  le  moyen  de  déterminer  six  fonctions,  à quoi  réunissant  les  cinq 

fonctions  de  la  forme  9(5,  p),  égales  à en  vertu  de  l’équation  (4), 

puis  les  fonctions  9(3,  a)=/3  et  9(4,  >)  = *,  dépendantes  du  cercle 
à cause  que  «i-f-p  = 5,  il  restera  seulement  deux  transcendantes  ir- 
réductibles. Choisissant  les  fonctions  9(3,  1)  = A , 9(2,  a)  = f?,  on 
aura  le  tableau  suivant 


9(5,  i)=i,  9(5,  a)  = f,  9(5,3)  = i,  9(5, .4)  = !,  9(5,5)  = !,, 

9(4,  0 = «,  9(4,  0 = £,  9(4,  5)  = A,  9(4,  4)=J^, 

9(3,  \)  — A,  9(3,  2)  = /3,  9(3,  3)==^.,,  , 

9(2,  0=  j,  9(2,  2)  = 2?, 

«PO,  0 = x- 

Ce  tableau  montre  que  l'on  aurait  pu  également  prendre  bs  fonc— 
lions  9(a,  2)  et  9(1,  1)  pour  y rapporter  les  autres.  Les  équa- 
tions (7),  (10)  et  (1  0,  offrent  les  moyens  de  rapporter  immédiatement! 

9(4,  4),  9(4,  2),  9(3,  0 à 9(t,  0, 

9(3,  3)  , 9(4,  3) , 9(2,  1)  à 9(2,  2)  ; 

et  d'après  les  équations  (12)  et  (18)  r on  a* 


*(,>  ° = 2î/Vfe  = a*cosl/?fe' 

«S  C •°é-r  i 2»-  f l»)s 

9va,  V — 2 7 — ==  = 2s  COS  -=•  l — =r=—. 

En  continuant  cette  énumération,  et  ne  faisant  usage  que  des  rela- 
tions particulières  que  fournit  immédiatement  lcqualîon  (3),  Euler  a 

trouvé  que  les  diflërens  cas  de  la  formule  f- — - — — — , pouvaient  se 

J t/(i—  a")-r 
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ramener  en  général  aux  suivans  : 

?(n—2,  i),  i p(«— 3,  a),  (?(«— 4,  3),  ç(n— 5,  4),  etc.. 


dont  le  nombre,  lorsqu'on  exclut,  comme  on  Le  doit,  les  permutation* 
des  exposans  m et  p,  est  " g - , quand  n est  impaire,  e|  — -~a,  quand  n 
est  paire. 

1174.  La  formule  générale  de  cette  réduction  n’était  cependant  pas 
connue  d'Euler;  c’est  M.  Legendre  qui  la  obtenue,  à peu  près  comme 
il  suit. 

Si,  dans  l'équation  (3), on  fait  fn=  n — p — k,  et  <7=  1 , elle  devient 


>(«  — p — P ) »Çn— p — fl,  1) 

♦("  — p — *+  » . p)  ç(n  — h,  1) 


■n, 


et  par  son  moyeu  on  déduit  — p — k,p)  de  <p(n — p-~k- f-t,  p),  lors- 

qu'on connaît  les  fonctions  du  second  membre,  dans  lesquelles  le 
deuxième  élément  de  la  fonction  est  égal  à l'unité  ; or,  ces  dernières 
s'expriment  par  des  valeurs  de  p(/n,  p),  dans  lesquelles  m-^-p=n — t. 
En  effet,  si  on  prendd'abord  A=i,  l’équation  précédente  se  change  ea 

ç{n  — p — 1 ,p) »('■—/>—  1,  1) 

*("—  P,P)  *f(n  — 1,1)  * 

d’où  l'qp  lire 

-,  . 0(n—p — 1)  . sin  p«  , 

^n-p-x,  .)  = E~^±TT) =9(n~p-x,p)  -£-....(*3), 

en  y mettant  les  valeurs  de  p(n — p,p),  — 1,  t),  fournies  par  l'équa- 

tion (5),  et  en  y faisant  ^ = ou. 

Maintenant  si,  dans  l'expression  de?(>t — p — i,,i),  on  change  p en 
p-\~k  — 1 , on  trouvera 

çfn-p-K  x)  = 9(n~p-k,p+k~xy±^Z Li>. 


puis  faisant  dans  cette  dernière  p=  o,  on  obtiendra 


— k,  1 ) ==  <p(n — k,  k — t) 


sin  (A — i)« 
sin» 


et  avec  ces  valeurs , on  transforme  l'équation  (î')  en 


9(n — p — A,p)  e(n  — p — A,p-f-A — O sin(p-4-A — i)« 

ç(/i — p — A -f-  » ,p)  f(n  — h,  h—  1)  * »in(A— ij*>  ' 
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Les  fonctions  du  second  membre  de  celle  - ci  satisfaisant  à la  con- 
dition que  la  somme  des  deux  nombres  compris  dans  p égale  n — i,  sont 
nécessairement  déterminées  par  un  seul  de  ces  nombres.  En  représen- 
tant donc,  pour  abréger,  p(n — p — t , p)  par  p(p) , l’équalion  précé- 
dente se  changera  eu 

»(n— p^-A,p~)  _ p(p  + A — 0 nn(p  + h— 1> 

p— *+  i ,p)  f(A  — O sin(fc—  i> 

Posant  ensuite  A = a,  =3,  etc.,  on  trouvera  successivement 


<P(n—p—Z,p)=p(n—p—2 
etc., 

d’où  l'on  s’élèvera  sans  peine  à 

p{n-P-k,  P)  _ — K.^.ï"7":-"ïcr-— 

/ ain(p+  l>»in(p  + a)«-.  .sin(p-f  fc  — 1)« 

»in»  sia  a» ai»(A  — i)« 

équation  désignée  par  ( ’k ) à la  page  aa8  du  premier  volume  des  Exer- 
cices de  Calcul  intégral , et  faisant  connaître  la  fonction  p,  lorsque  la 
somme  de  ses  élémens  égale  n — k. 

Lorsque  ni-\-p=.n-\-k  , on  a mz=n  — et  faisant  toujours 

<j  = i , l’équation  (3)  donne 

— P 4-  fe.rt  PÇn—p  + k,  Q . /J./V 

p(n  — p+  k+  i , p)  ?(/»-+- À,  l)  ' '* 

On  a d’abord,  par  l’équation  (a), 

• ?(«  + *,  0 = Â-qbi  *(*>  0* 


\ »(p-b  »in(p-f-a> 

’ sina»  * 


puis  changeant, dans  l’équation  (a3),  />  en  b — A— i,  on  en  tire 

<P(*>  0 = 1 

expression  qui  revient  à 


, , , , sin  (n — A — i)» 

p(k,  i)  = <p(A,  «— *— i)  — ia  , 


puisque  * 


<p(A,  »~A— -j)  = p{n  — k — i,  k)  — p(k)t' 

Z.  55 
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«u  vertu  de  l’équation  (1)  * et  que 


s:a(»  — A—  »)a»  ==  sin(n — k — i)  jj  = sin(A-f*  i)a>. 

Changeant  encore,  dans  l'équation  (a3)  , p en  p — k — r , elle  don- 
nera 


<?(n—p  + k,  j)  = <p(p  — k — i)  —A,,*  'A 

r 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (31'),  et  renversant  chacun  dé 
ses  membres,  on  aura  enfin 

' s 

ç(n  — p-j-k  + 1 , p)  _Jr fin 1 

t{n — P +k,  p)  If  i çC  p — k — ■).  *in  (p  — k — 1)*' 


Celte  dernière  formule  rattache  ç(« — p+i , p)  à <p(n — p,  p),  don- 
née par  l’équation  (5)  ; mais  il  faudrait  alors  trouver  la  valeur  de  <p(o), 
ee  qui  n’est  pas  sans  quelque  difliculté;  et  ü parait  plus  simple  de  com- 
mencer par  prendre  k—  i , et  do  cliercher  immédiatement  — p-+-i,p)t 

en  faisant  m~n — p et  i , dans  l’équation  (5)  , qui  devient  alors 


«t  donne 


»(»— P,  P)  __  ({n—p,  i) 
fï" — p+  i,  p)  f(«,  i)  r 


f(n  — p + i>p) 


>(»— p.  p)p(n,  i )~ 
*{n—p.  i)  r 


valeur  que  les  équations  (4),  (5)  et  (a3)  transforment  CW 


«"—P+bP) 

On  a ensuite 


• sin  « 

aiapa  sin(p — 0 »Ç(p— 7)" 


<P(n—P  + *rP) 


fO) 


sin  et  sin  am 


2 t(P  — <}#(  P — *J  sinp<«in(p — i>-in(p— a).  ’ 


et  remontant  ainsi  de  peochc  en  proche,  en  faisant  A=a,  =5,  etc-, 
on  obtiendra 


<p(n —pa-k  + j.p)  = e(QgM...  v 

k + 1 t(p—  >)f(p— a).-  e(p-*—  i)  I - 

v «sin»  sin  g».  . . ,»in  {k  -t-  Q«>  >.  . 

sio  pm sin  (p—  i )«m( p — 3)<» . . .jin(p — k — i>j 

équation  qui,  lorsqu’on  y change  k en  A— j , devient  l’équation  («) 
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de  la  page  s3o  du  premier  volume  des  Exercices  de  Calcul  intégral, 
et  qui  fait  connaître  les  valeurs  de  la  fonction  tp , lorsque  la  somme  de 
ses  élémens  est  n-f“  A-f-  i , le  cas  où  cette  somme  est  n-J-i  ayant  été 
considéré  à part. 

M.  Legendre  observe  que  la  formule  (24)  pourrait  embrasser  le  cas 
où  m-^-pz=zn  -j-A,  en  donnant  à k le  signe  — ; mais  il  faudrait  d'abord 
calculer  la  valeur  de  <f(o)  et  celle  de  p( — i),  — 2),  etc.,  ce  qu’on 

évite  par  l’emploi  des  deux  formules  (*4)  et  (a5). 

1175.  Outre  l’importante  réduction  exprimée  par  ces  formules; 
on  a encore , pour  simplifier  le  cîlcul  des  transcendantes  contenues 
dans  ÿ(m,  p) , les  remarques  faites,  d'après  M.  Legendre,  dans  les 
n°*  1171 , 1172,  qui  ramènent  cette  fonction  au  cas  particulier  ç(m,  m)t 
lorsque  n est  impaire,  et  qui,  faisant  dépendre  celte  dernière  de....' 

— m),  par  l’équation  (21)  , lorsque  n est  paire  , réduisent 

à ~ ou  à " 3,  le  nombre  des  transcendantes  distinctes. 

4 4 

Avec  ces  formules,  il  a d’abord  ramené  aux  transcendantes  ellip- 
tiques celles  qui  répondent  au  cas  où  11  = 3,  n = 6,  «==  8,  «=12; 
et  depuis  il  a enrichi  ce  sujet  de  beaucoup  de  détails  nouveaux , pour 
lesquels  nous  renvoyons  le  lecteur  aux  Exercices  de  Calcul  intégral. 


1 176.  Ce  procédé  conduitàune  sommation  remarquable.  On  a vu,  dans 
le  n’  1171,  que 

<P(a—m,  m ) = f-- 


’d  r rr 

■* m*-  9 

— »«»  — 


l’iqtcgrale  étant  prise  depuis  x—o  jusqu’à  x—i  ; si  l’on  développe  en 
série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  x,  la  quantité , 

qu’on  intègre  après  avoir  multiplié  par  j^_"_,dx,  et  qu’on  fasse  ensuite 
* x sss  1 , il  viendra 

w l , n— m (n — m)(an— m) 

m*  n — m ‘ n(un — m)  ' n.an(3n — ni) 

n sin  — 
n 

. (n — m)(an—m'(3n — m)  ■ 

' n.an.3n(/fn — ni) 

1177.  Pour  obtenir  par  des  séries  convergentes,  la  valeur  de  l'intégrale 
— — ^ — , Euler  la  partage  en  deux  parties,  l'une  prise  entre  les 

/(l— X*yr* 


A 


\ 
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limites  .r  = o et  x’=~,  et  l'autre  entre  æ’=-j  et  x=»;  nommant 
M la  première,  P la  seconde,  et  formant  la  série  par  le  développe- 
ment de  î , suivant  les  puissances  ascendantes  de  x,  il  trouve 


M : 


» P . n—p  _i n — p 

• 1 m * an  * /i-f-  m un 


— p an — p i 


l/a" 


4n-  a n-f-  m 


i- n— p a"-^  3n-p  _i i elc  i 

^ an  ‘ 4*  * T^*3n+m  ^ elC'  /» 


résultat  dont  chaque  terme  est  moindre  que  la  moitié  de  celui  qui  le- 
préccde.  Faisant  ensuite  i — x"  =j",  il  change  la  formule  proposée 

rn — n 

en  — » 70) , qu'il  faut  prendre  entre  les  limites- 
^■*  = ; et  j^sso;  et  Tordre  de  ces  limites  étant  renversé,  on  a 


ou 


1 — m 2/1— m 


P - 1 f 1 1 n — 1 . n — m 1 

• l/>  ~ an  * n p~  an  * 4«  * an-f-P 

a? 

, n — m an — m 3/i — m 1 . y 

an  4 n * 6/1  * ’àn-^-p  "*  ® > 

à 

puis  enfin  $(/h,  /?)  = A/-f-  /*. 

Lorsque  m=sp,  les  séries  il/  et  P deviennent  identiques,  et  l’on  & 
seulement 


*(/»,  m)  = T3  {s  + 

• Ÿar 


-m  1 


n — m an  — m 1 


an  » + m an  4/1  arc-f-  m 

n—m  an — m 3n — m 1 


an 


4n 


tm 


+ elc-j- 


Soil,  pour  exemple,  la  fonction  Ç(s,  a),  de  laquelle  dépend  <p(/n, 
lorsque  n = 5;  on  obtiendra 

*>>  3)  = + 

3 +i-A-TT-H-7!vH-etc.> 
sss  o,543a5\/a  = o,G8445- 

La  valeur  de  ^(2,  1) , qui  s’obtient  immédiatement  dans  ce  cas  (1 173), 
étant  1,20320,  et  <p{?,  2)  = , on  aura  ç(i,  1)  = i,7G0G5,  et 

tout  sera  connu. 
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p — n 

1178.  L’intégrale  /x"_'dx(i — •r")  n peut  se  développer  aussi  en  pro- 
duits induis.  On  a trouvé  dans  le  n"  1170,  que 

yyj—'dj (m-f-p)(m-f-p-t-n)(m-f-p4-an)  . ■ ■ r(r+n)(r+an) 

fXx'—dx  X (r-+-p)(r+p+n) * 

ce  qu’on  peut  écrire  ainsi 

p—” 

/j”— dj(i— j")  **  _ r (m-fp)Çr-f-n)(m4-p-f n)Çr-|-an) , 

CZ?  ™ (™+n)Cr+p)(m-)-a«Xr-|-p-f-a) ’ 

/xr-'dx(i  — 1")  " 

on  rendra  possible  l'intégration  de  la  formule  qui  est  au  dénominateur, 
en  faisant  r—n,  et,  entre  les  limites  :r=o  et  xs  1 , on  aura 


p—n 

yir*-,<Lr(i — x")  " — 

d’où  l’on  déduira 

J -y. _ JL  - an(m+p)  3n(m-f-;>+n)  4n(m+p+an) 

' ' mP  ' (m+11) (p+n)  ’ (m-t-a«)(p+»n)  ’ (m+3«)(p+3n)  * 

On  pourrait  obtenir  un  pareil  développement  de  l’intégrale 

— x")',  et  Ton  aurait  parce  moyen  l’expression  en  produits 
infinis,  des  produits  limités  qui  composent  le  développement  que 
jious  en  avons  donné  dans  le  n°  n5g.  11  est  visible  que  cette  transfor- 
mation revient  à celle  qui  a été  effectuée  sur  les  factorielles,  dans  le 
n*  988. 

1179.  La  différentiation  de  l’équation  précédente,  par  rapport  à m , 
a conduit  Euler  à un  théorème  du  genre  de  celui  qui  termine  le  n*  uG8.. 
En  posant 

p—n 

/.r“_,d.r(i — x")  * = M r 

» 

00  pourra  donner  à cette  équation  la  forme 


,r  n an  Zn  4n 

M = - . — ; — . — i — . ~ =r  . etc. 

p P + n p -f-  an  p -f-  3n 

vy  m+p  m+p+n  m-fp-faa 
À — — — . ; • • ; 1 4 CIC. 

m 7/»+/*  /n-f-27i 


en  séparant  des  autres  les  facteurs  qui  contiennent  la  lettre  «;  pre- 
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liant  alors,  par  rapport  à /n,  la  différentielle  du  logarithme  de  chaque 

membre,  on  trouvera 

c W _t 2.4 J I 1 1 1 j.  eic> . 

M dm  m-f-p  m ' m-t-p-t-n  rn~j~n  un  m-f-aa 

considérant  ensuite  la  fonction 

v~*r  y-  v"*"  ■ c[c 

' m+p  m ' rn+p+n  m+n^  m+p+an  m+an 
on  en  déduira,  par  la  différeutialion  relative  à v t 


àr 

àv 


p«+r-* > 4.  > j,»-*-"— * 4.  -j-CtC. 

s=0-+'— (t  + p*  + K“4-elc.)  — V»”— (1  4-  V*  + t>”  + etc.) 


v*+r— > v“— 1 


d’où,  par  l'intégration, 

F=J  — 7 de. 

Or,  comme  le  développement  de  /''s’évanouit  lorsque  «*  = o,  et  de- 
vient celui  de  * ffuan<^  oa  •*  = *»  *1  suit  de  là  qu’entre  les 

limites  v ~ o et  t>=  i , on  a 


_ v— • , I d M 

àv  = M àm' 


Mettant  ensuite  pour  M et  leur  expression  en  intégrales  définies, 
en  observant  que 


= A--dxlar(i  — jt ■)  » , 

et  en  changeant  v en  x,  on  obtient  cette  équation  remarquable, 

/’  .r"1— ’dj  Çx^+r-i  — je”*-'  ^ Ç x~~'Ax\x_ 

|/(i— x,)i=f  J 1/(1— x*)’-' 

où  toutes  les  intégrales  sont  prises  entre  les  limites  x=o  et  xs=i.* 


p — n 


1180.  Reprenons  l’expression  de  fxr~' ir(i — x")  n , obtenue  dans  la 
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n*i  178.  Les  facteurs  du  second  membre  étant  groupés  dans  l'ordre  suivant, «P'1"'"'  ” 

* 0 4 '«In  tiatiifiiui 

1 ; ”(m+P)  # a«(m-fp-M)  _ 3n(m+p+a»)  4n(m-t-p-f-3n)  . g(c  ’ 

m ’ /j(m+n)  ‘ (p+'OC'c+a'1)  * (p+a/i)(m-t-3n)  ‘ (p  r3n)('n-M'*)  ’ 

on  en  tirera,  par  la  supposition  de  m -\-p  = n, 


fxm- <drCi—x-\~  « = - " -.4"* ...  9»-  ,0,‘  elc 

■'  ' ' m'u‘ — m‘  ‘ 4'»“ — ‘ g»'— m*  ’ iG/i* — »»*  ‘ ’* 


9n‘ 


i&«» 


et  mettant  pour  l’intégrale  /x*’- ’iir(  1 — jr")  n sa  vateur 
on  obtiendra  l'équation 


C*  *70» 


nam  * 


1 

m 


l 1 

r . — . €tc.  # 

m*  m*  * 


4a* 


9/1» 


— il 

îb’n* 


de  laquelle  on  conclura  • 

. m*  m*  / m’\  / m*  \ / m*  \/  m*  \ 

•*“—  = — 0 “^X1  “rs?; e,c- 

l7T,  on  aura.. 


,,  . „ mtr  * mtr  n — am 

Si  t on  change  1 arc  — en — = - 

° «an 


» a — am  m*  , . 

sin 7t  = cos  — ; substituant 


n — üm  1 

ou  - 

ÎW 


m ,•  » n» 

* — . au  lieu  de  — , 
n 7 ny 


dans  le  produit  précédent,  décomposé  en  facteurs  simples,  il  viendra 

COS  Tl  — j-j 

aa  a 4 4 b‘  6 

_X  i.3.3..B.B.7.7.etc.  ( 4n»V.,  >V.  4m’\ 

a ‘ a.a.4.4.6.S.8.etc.  \ n*À  #6«V  ’ 

résultat  qui  se  réduit  à 

« x-  (-£X-£X-£X-£)  M- 

lorsqu'on  met  pour  ~ la  valeur  rapportée  dans  le  n*  11C6. 

Si  Toi»  fait  — “ , dans  les  deux  produits  qpe  nous  venons  d'ob- 
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tenir  pour  le  sinus  et  le  cosinus,  on  aura 


“*  = <— rX'-£X—  £X'-£*) 

• (—■ SX— JÜX— ©C— 5?) 

ce  qui  revient  à 

tX,+tX,-'Ï:X,+sX,— ^X,+Ê) 
ei>,“  = (— tX,+tX— £X'+kX— SX'+S)  «'• 


La  première  de  ces  expressions  met  en  évidence  la  propriété  qu'a 
le  sinus,  de  s'évanouir  toutes  les  fois  que  l’arc  devient  égal  à un  mul- 
.tiplc  de  T,  soit  positif,  sort  négatif,  puisque  les  facteurs  qui  la  com- 
posent s'annulent  successivement  lorsque 

U— TT,  M = TT,  U = 27T  , U— 27T,  U—'StT,  U— ZtT  , elC.' 

Il  est  visible  que  si  l'on  avait  voulu  exprimer  analytiquement  cette 
propriété,  on  en  aurait  déduit  la  même  formule  que  ci-dessus.  L’ex- 
pression du  cosinus  satisfait  de  même  aux  loix  que  suit  la  marche  de 
celte  fonction , puisqu’il  y a toujours  un  de  ses  facteurs  qui  s’évanouit 

lorsque  u = rfc  — - — tt. 


ii8i.  Les  expressions  dont  nous  nous  occupons  maintenant  sont 
dues  à Euler,  qui  en  a tiré  de  nombreuses  conséquences  : elles  donnent 
immédiatement  les  logarithmes  népériens  des  sinus  et  des  cosinus;  car 

en  faisant  u = — , on  en  tire 

on  # 


. . m* 
1 sin 


177IW 

cos = 


+ 1 (' — s^r-)  + e(c-> 

,0-5)  + I0-$-)  + ,0-*) 
+ KH&)  + elc- 


Si  l’on  développe  en  séries,  les  logarithmes  indiqués,  à partir  seule- 
ment de  1 (t — pour  le  sinus,  et  de  1 Pour 
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ers.  aura,  en  ordonnant  par  rapport  aux  paissances  de 

I siu^L  = lw-{-l(art— w)-f-l  (an-j-m)— 31n  + l«r  — 18 

4 G + b + b + 7*  + r?  ■+■ etc  ) 

'“ïhG  + & + i + + r*  + e,c) 

+ b + p + .V*  + ,1*  + elc) 

—J1  G + b + ^ + ïp  + il*  + elc) 

— etc.  , 

1 cos  ^ = 1 ( ’n—m ) -f*  1 (rc-f-m)  — a 1 n 

” -£(*  + *+*+*+....) 

S*  G*  + 9 + 7*  + $ + etc-  ) 

"”^»(?  + p + p + ? + elc-  ) 

~ Ï?G  + 5»  + ? + ? + clc-  ) 

— etc. 

Les  coefliciens  des  paissances  de  ”,  dans  ces  séries,  étant  les  termes 

de  la  série  générale  S pris  de  deux  eu  deux , se  calculeront  par  les 

formules  du  n*  joo5,  en  faisant  usage  de  la  remarque  du  n*  999,  ou 
par  des  procédés  que  nous  indiquerons  plus  bas. 

1 18a.  Les  mêmes  expressions  donnent  les  facteurs  des  séries 

us  u' 


u* 

i a. 3 
u% 

1 .a 


1 .a. 5. 4-5 

u<_ 

1.3. 3.4 


1 .a. 3. 4-5. t). 7 
u« 

1 .3. 3. 4. 5. 6 


4-  etc., 
4-  etc. , 


qui  sont  en  même  temps  les  développemens  de  sinu  et  de  cosu,  et 
ceux  des  expressions 


3. 


— g--*'- 

3^—1 


56 
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Changeons  maintenant  u en  ^ > >1  viendra 

= "('+r5(-+^X'  + pX1  + ^)'"- 
^ ~ ■ + S + rrh  + tï*TW  + 

= ('  +£&■  ' +£X'  +»X'+£>“- 

Avec  ces  formules,  on  décompose  aussi  en  facteurs , 1 expression 

«♦*  ±eî' 

; car  on  a 

c±i:=.^-r(-VV— ) - 

=.^(.+ ^X' + • 

üa:  .aas 

- œ:-.'rsY^r-i-)  - 

= “(. + ^x- + ^X1 + ; 

- .^x-+^X'+ss!:X‘+!el>’ 

Si  l'on  fait  dans  ces  résultats  _7"=  o,  il  viendra 

.*•  (•+£X,+vrX,+ï&)*1'-’ 

= •*'; 1 (■  + ;ÏX'  + Æ-X'  + sfe) 

Multipliant  enlr’elles  le»  quantités  c"  ±e~'  et  e>^.e~’,  on  aura 


e*+i 

fl 

'x~l 

a 
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*\  -f  e~’)(e>  -f-  e~/)  = e‘*>  -f-  e~V  4-  «■-<*-/>  4-  *-*+«>, 

a*,  (e*  4-  c~')(V  — e-')  = e'4-’’  — e*-''  4-  e -<r-rt  — 

5*.  (e*  — e-'Xe'  — e-')  = ef*’  — c1-'  — e~c—^  4- 

et  faisant,  pour  abréger,  jt  4-/'  ~ u,  Jr-— _y=  v,  on  .conclura  dece  qui 

précède,  le  développement  en  produits  infinis  des  trois  expressions 

e»  4.  c—  4-  e*  4-  e~’, 
e’  — e— ■*  — a'  4-  e~’,  . 
e“*4-  «“■  — e’  — e~\ 


1 1 85.  Avant  de  reprendre  la  recherche  des  valeurs  des  intégrales 
définies,  nous  montrerons  comment  les  expressions  que  nous  venons 
d'obtenir  peuvent  <éfre  employées  à la  sommation  de  quelques  séries. 
Soit 

1 4-  dz  4-  Bz'  4-  Cs*  4-  Dz*  4~  etc. 

= (i.+  »)(t+  faX > + >s)(i  4-  J»  etc.  ; 

on  aura 

^f  = *-4-f34-^4-<f4-  etc. , 

B * tt@  4"  Ay 4-  fay  4"  flJ'  4*  etc., 

C ==  <f.(ày  4-  «e 4-  .etc. , 
etc. , 


et  par  les  formules  du  n*  96,  on  obtiendra  les  valeurs  de 

S,  = a.  4”  /3  4"  y ■+■  J*  4**  4~  etc. , 

S . = a'4-  j3’4-  y 4-  «f‘4-  a*  4- -etc.;, 

= a1 4-  jS34-  y-*4-  <f54-  s3 4-  etc., 
etc. 

Cela  posé , l'expression  f ~e — du  numéro  précédent  donne 

1 + tto  ■+■  rîTOs  + r.:sM,s3ï7  + c 

= 0 ■ + sx- + ëx- + £>(■ + æ* + *)  «*• . 

et  faisant  u*  = t*3,  on  en  tirera 

t'i  , A*  t‘i' 

’*  + 7X3  + 73734^  + 733:4:576^  + *‘c- 

= (*=î-*)(i  4-  ^)('  4-^X1  -4-  Të^X1  +S3)  elc-» 


A — 


i.s.3» 


B = 


i.a. 3. 4. 5» 


C = 


— — , D =3=  — - — , etc. 
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Substituant  ccs  valeurs  dans  celles  de  S,t  S,,  S},  etc.,  on  trouver» 

' 5,  = i-  + i + i + etc.  = -* 

S‘  ~ + ^ + ^ + = 


ë“» 

ir* 

f 


9° 

ir« 


5)  = ? + ? + p + etc‘  = ~iïf” 

s*  - ?4+iî+ÿ  + e‘c-  r ife' 

•S*=^+ÿ  + ÿ + elc-  = ^55  * 
etc. , 

comme  nous  l’avons  indiqué  dans  le  n*  ioo5;  et  l’on  voit  par  là  que 
la  limite  de  la  série 

S* = jk  + 4*  jp;  4-  jr.  H-  *i*  r 

ne  dépend  que  de  la  circonférence  du  cercle.- 

p»  -4-  e"r 

Le  développement  en  série  de  l’expression  — - — , étant  comparé  à 

son  développement  en  facteurs,  en  faisant  u'  = \,'K'z,  donne  suc- 
cessivement 


, U*  , U*  U 8 

1 ■ i . a ’ 1.9.34  ï . a. 3.4.5. S 


= (■+ SX-+?Xf+  £X'+M'+W*'‘-  ■ 


-f-  etc. 


1 w**  1 

» + — - + 


— -f. 
/»  * 


77574  _r  i.a.3.4.4* "T~  HT 6-4"  ’+"  i.a  . 8.#  etc' 

= (1  -f-zX'-l-jîX1  •+,S*XI+^«)(i  + ^2)  «te-, 

.«  _ w* 

i.a...8.4^®lC-r 


A = — B = 

j.a.4*  i.a.3.4-4’ 


49 

r.r  c = 


1 .a...G.4s* 


D = 


S^'r  + r + s 


,S*=?  + Î:  + S + etc-  ~ 


S,  = 

S<  = 

«tG.  y 


55* 


..  1 ir 

elc.  — - j f 


+ ^ ■+■  iÿ  + etc.  = 
1 

a5* 


s w* 


16 


37a 


S*  = 7*  + ÿ *+“  Sü  + elCl  = ÎTOTTTTÿ  â»  » 
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et  l'on  aura  en  général  la  limite  de  la  série  > 


44 S 


; . . S-  = ^ .4  gk  4 5=  + -k  4 p 4 etc., 

exprimée  par  la  circonférence  du  cercle.  Nous  observerons  que  l’on  peut 

faire  Usage  de  ces  résultats  pour  simplifier  les  séries  du  n*‘  1181 

. • • L.  J -O  t y :?»  .;:e  •_!:  • !'  < : • ; 

ri 84-  Ayant  obtenu  séparément  la  somme  des  termes  formés  parles 
nombres  impairs,  celle  des  termes  formés  par  les  nombres  pairs  s’en  con- 
clut tout  de  sifite:  mais  il  y a entre  les  sommes  totales  et  les  sommes 
partielles  des  relations  générales  très-simples,  remarquées  par  Lorgna,, 
et  qu’il  peut  êtfe  bon  3e  connaître. 

SOÜ  ..  - ' > 

+ ^ + 4-  etc; , 


St  — t 


4-  35 


4 


5^ 


,1 


etc.  ; 

.1  1 irr. 


en  retranchant  la  seconde  équation  de  la  première,  il  viendra- 

■ l.'P  ; )'.<!(  ?.  \ •' 


S—S'=  . 

• — — { 
a«  J, 


1*  < 

âr* 


+.# 


•4  5=. 

4.  lü! 

^ 3- 


■ : ,■  IfJ 

4 etc;  ]’,  - 


d’où  S — S'  — ~,  Cl  par  conséquent , S'  = N‘^i  — équation  qu’il1 

est  aisé  de  vérifier  sur  les  valeurs  trouvées  dans  le  numéro  précédent.- 
Des  séries  ci-dessus,  où  tous  les  termes  sont  positifs,  on  déduit  facilement- 
celles  dont  le*  termes  seraient  alternativement  de  signes  contraires.  En1 
effet,  si  de 


< J=,+?  + 3^ 


on  retranche 


\ r . » 1 1 . 1 » 

4=  + ? + ? + f + e,c>  »» 


o5 


9 

a17* 


4-  - 
^ 4- 


4 g;  4 etc.  ,> 


...  i-.j 


le  reste  sera 

‘M,— = *—  ? + 3î“  <-  + 5=  - 6^4^;  — etc.,', 
et  en  représentant  cette  derrière  série  par  t , on  aura  l’éqaation 


g™ 
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au  moyen  de  laquelle  on  déterminera  l’une  des  sommes  S,  s , par 
l'autre. 

Les  déterminations  du  numéro  précédent  ne  comprennent  que  les 
cas  où  m est  paire;  pour  les  autres,  il  faudrait  recourir  aux  intégrales 
définies,  suivant  ce  qu’on  a vu  dans  le  n*  n44>  et  d’aiUeurs  il  u'est 
pas  difficile  de  s'assurer  que,  comme  l'a  remarqué  Lorgna, 


/Ç/rti  = T=tÜ  + ï±f  + «'-. 
/r/ë/}fe.=î*F+ s*  ?+*■.. 


v 


I 


et  ainsi  de  suite.;  et  si  l’on  prend  les  intégrales  depuis  xso  jusqu’il 
i=i,  on  aura  toutes  les  séries  de  ce  genre. 

• -,  i:  • ’ : • i . / • . "y 

1 1 85.  Les  formules  qui  terminent  le  n°  1183,  étant  traitées  par  le 
procédé  du  numéro  précédent,  donnent  aussi  des  sommations  très-élé- 
gantes. On  ça  tire  d'abord 


' •>('-*X-+ÉX+!Ê0~ 

\ »*+x*  À ST‘+I‘  À a5w*+x*  / ® 

*h®X'+ss)  «'• . 


cT  -f  e~r 
e*  -f-i 


puis 


or,  il  est  facile  de  voir  que 

S+ir+e-lr  _ (,+e~* 

e*+i  (>+«rx)  (>-+-•*>) 

— *~{r+Œ'+e-*-*r+ez+'f 

a + e'-f-e— 
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co«(u — v) 


447 


H»  ce*  u 


, sinusinv  . . ^ . 

cosH : = cos  v -4-  tang  7 u sin  v 

1 -+*  C09  U « O » 


=('+^X+^X>+fe£)  «c. 

=(‘+^X'-^Xi+kS=X’-s^) 

Maintenant,  si  Ton  substitue  dans  l'expression  cos e + tangi usine, 
au  Heu  de  u,  —,  au  lieu  de  v,  —,  et  qu’on  réduise  en  série  les  fonc> 
tions  de  s,  savoir , cos  — et  sin  —,  on  obtiendra 

9 7 an  2 n7 


. frz  . m*  *rTz’  . mir  , 

* + ™ ,an8^r  -u?-  lans  -sr  + 


r*2« 


MXw  + etc< 

= (>4--— etc-»-  ' - 

d’où  l’on  déduira  les  sommes  des  séries 


S,  = 


+ etc. r 


n — m n -f-  m 3n  — m 3n  -f*  m 

l~’‘  ~~  (n — 55*  + (n+m)'  + (3n— m)*  *4”  ( 3/H-m)*  + ®*C"  ’ 
©tCe-^ 

dont  la  première  donne  immédiatement 


, mr  l 1 , l 

2n  1 ® an  n — m n-f-m  "*  3n~ 


o— m n-f-m  ‘ 3n—m  3n-f-m 

Nous  aurons  encore,  par  les  formules  déjà  citées,. 


•+•  etc. 


r — >v  * 


§*  — . 


+4vX'  +7sr-X' +5&)  » 

-î/  *+jY^+(*4vy)V,6*’+(x+.y)V36»’+Cè+v)*\ 

— e x \ 4v'+x'  A 1 6w*+ir*  À 36-M-J.-*  ) ’ 

— e-i  x-±ï(l+ ?£L±yV,  + 3jy +xLV,  + .•yh£\  etc  4 

— e X V + 4»'+-**A  + i6»H-**A  + 36»*+**J  elC'  > 
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r+  - — - 


or. 


H=r- = (■ 

■_  cr  — A-'  » ' {<?* — i)  (i  — e J) 

v • ■ * ' , r t y 

t -h-  — x — — ■- 


a — ex  — t>“J 


Si  maiulenant  on  fait  jr  x=  u\/ — i , i_y= — f\/—  i , il  en  résultera 

t«,  ■ ; t • , • ! i . . î . t / 

cosv* — cosfit  — v)  sinusinr 

= cost> = cos v — cotjusin  v 

i — COS  U 1 COS  U * 


et  si  l’on  change  t>  en  — ~,  u en  , puis  que  l’on  développe  en 

série,  suiv 
obtiendra 


série,  suivant  les  puissances  dé  a,  l’expression  cos  " + cot  ^ sin  on 


wz  TTiT  or*  Z.* 


i H coi 


» H •••» 

cot  — 4-  rrc  ^ + ctc- 


an  an  a.4n*  a. 4*6/1*  an  ' a.4*6.8n< 

— (r  + sX1  — + sÆsX1  ~ 4^)(‘  + 4'*î^)  ClC-  » 

et  on  en  conclura  les  expressions  des  limites  de 


j ! : 1 etc.  ; 

an  — tn  jm  -|-  m 4n  — m An  + m 7 

m*  (an — m)*  (an-+-m)*  (4<i — m)*  ***  (.(n+m)’  C*C  ’ 

etc. 


On  aura  en  particulier 


« , Hl»  I * . 

■ — cot  1 — ■ — ■ ■ — —4— 

on  On  m O rt m 1 < 


1 * . 1 

-f-  tôt*  — clc- 


an  an  m an— m ' an-)~/n  4n — w*  ~ 4n“f"'71 

u8G.  Nous  conclurons  de  ce  qui  précède,  que 
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m n — m n-f-n»  an—  m an-f-m  3 n — m 3n-J-  m. 

■+-  , 1 h r — etc. 
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— m 4n~h  m ' 5n — m 

x / mx  mx\  x 

= — ( tanff (-  cot  — ) = . 

an\  ° an  an  / . mx  * 


1 

m 


n — m ■"  n-f-m  an — m ' an-f-m  3n — m ' 3n+  m 

i i i i . 

— ^ — f-  etc. 

4/1 — m ' 4/1-4- ai  5a — m ' 

x / _ m**  ai  TT  \ x x m-ar 

= — ( cot tang  — ) = = - cot  — . 

an  \ an  n an  / ^ rmr  n n 

n tang  — — 

Si  l’on  combine  deux  à deux,  à partir  du  second,  les  termes  de  la 
première  de  ces  séries , on  aura 

x 1 , a m am  , an»  a m 

r m»  m ‘ n*— m*  4"* — m*  "^Qn* — m‘  i6n* — m*  ' etc., 

nsin 

n 

d’où  l’on  tirera  . 


a mn  am 


_ __  « ; i ; ■ 

am’  n’ — ni'  4n‘ — m“~gn* — m"  ifin* — n 


-etc. 


En  opérant  de  même  sur  la  deuxième  série  , il  viendra  successi- 
vement 

x mx i am  am  am  am 

-C°t  — — — na — 4n* — m*  91»* — m*  i6n* — m*  e C*  9 

i TT  mx  i.i.i  , i , 

m’  âmn COt  n ~ n*—  m*  9n’— m*-*-  16V— m*  ~T"  etC> 

Soit  n=i,  et  faisons  m= — «V — i;  nous  aurons 

u“+ j u‘-t-4  B’+  9 n*+  i6  etC‘ 

! , *•  _i_  T 

— au*  ^ au  u(eQUT — i)  * 

en  observant  que 


cot  mit  = 


y/—,  4.1)  _ y/_i 


= + 40* 


3. 


’ «7 
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Lorsqu’on  change  u en  n dans  ce  re'sullat,  on  retrouve  la  série  du 
n"  1007,  et  la  limite  que  nous  lui  avons  assignée  dans  ce  numéro. 

1187.  En  développant,  suivant  les  puissances  de  m,  chaque  ternie 
de  la  série 

+ 4=^.  + + elc-  > 

et  désignant  q>ar  S ,~S  — , etc.,  les  limites  des  séries 


1 + - + etc., 


1 + - + etc., 


on  trouvera 


—, cot  nrr  = A — -4-  m'S  m*S  ~ -f-  etc.  ; 

am‘  a m u'  ’ u*  u'  \ ' 

. , •"  i 

mais  on  a,  par  le  n*  101  a, 

1,1  1 ff,a  B, a'  B&P 

-cot  -a  — =-7 = . v ■ c — etc. , 

aa  oa  a. 3. 4 a. 3. 4. 5. 6 ’ 

B,,  B,,  Bit  etc.,  étant  les  nombres  de  Bernoulli,  et  par  conséquent 

1 » * aB,w%  a’m’fijr*  l^m1 

— ï C°t  »<7r  = — f-  ——5— —J _ ...  -f-  etc.  : 

am*  a m a a. 3. 4 m a.3.4.5if>  1 

la  comparaison  de  ce  développement  et  du  précédent  donne 

. c 1 uB,*'  ç 1 a’fljT*  _ 1 

u*  î.a  » u>  i.a.3.4’  u*  i.a.3 B*  elC- » 

comme  on  l’a  indiqué  daus  le  n“  ioo5. 

1188.  Si  l’on  écrit  2/1,  au  lien  de  n,dans  les  formules  du  u*  1180, 
on  en  déduira  les  suivantes  : 

“ï-  S 

tan„  an  — (,na_Ynr^Y3n±aiYinr-ny^a±a!)  Plr 

® an  \n — m/\n  -f-  mA^n+InASn — ni/  ’’ 

C0t  — = (” — mYn  mY'"-mY3n+mYw — m'\ 

an  \ m A an — mAan+"1A4n — m/\4n+ni/  e C-  > , 

- S = (^X^XiêAÆfâ  «*•. 

eo.ee  = ■ C_H_Y_5?_Y_r^_Y_i-..\  clc., 

1 , • a.a.4*4*6.Ç.etc.  -J 

en  se  rappelant  que  - = 773737^5^- 
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Celte  dernière  expression  se  tire  immédiatement  de  celle  do  sinus, 
qui  eu  fournit  beaucoup  d'autres  de  la  même  espèce.  Eu  effet,  ou  a 

' = 5sia!ül  ' VJ5_V  -fcJS  etc.  , 

a m an  \.n — m/\jn+rn^\^n — m/Kqnym/ 

et  si  l’on  fait  /n  = u,  on  retombe  sur  la  valeur  ci-dessus.  En  prenant 

— — I , il  eu  résulte  sin  — — sin^w  = , et 

n m an  y a 

<r  - 4 .>.8.8.13.13  16.1G.etc. 

\ 3 i — . - .h  — «„  . ..  m 

a v 0.5.79.1  *.i3.i5  ly.etc. 


La  substitution  de  la  première  valeur  de  * , dans  cette  dernière  , 


conduit  à 


/— a. a. 6 S. <o.io.  i4.t4-,^.,d.ctc. 

’ I.3.5.7.  9.1;. 13.15.17.19. etc.' 


Si  l’on  suppose  — = 4 , il  viendra  sin  ■ssl  sin  4 -JT  = - , et 

* 1 n 1 ’ 5/1  b a ’ 


i • 


r _3  6.6.15. 19. 18. 18. ’/i.e’c. 

a a * 0.7.11.15.1  .19.aj.etc,* 


Ces  diverses  expressions  de  i'X  , peu  propres  à en  donner  de»  va- 
leurs approchées,  soûl  très-commodes  pour  en  obtenir  le  logarithme  : 
on  a 


w 9. 5. 4-4-^.^.  C*C. 

9 1.3.3. 5. 5.7.  etc. 

d’où  l’on  tire 


a(»  — ïX1  + î)(»  — ïX1  +5)  etc.. 


• * — 4(«  — ?)(>  — rr)f*  —Xt)  etc.  , 

1 x = 1 4 H- 1 (1 — ?)-+-•(»  — tï)  ~f-  K 1 — rs)  4-  etc.; 

développant  en  série  les  logarithmes  des  binômes,  il  viendra 


lit 

= 14-|- 

” 3 * 9* 

‘ 3-9'  “ 

1 

4-9* 

etc. 

a5  a . a5* 

‘ S7a5*  4.a5* 

etc. 

49 

a -49* 

* 3.49“  “ 

~ 4 •99* 

etc. 

et  posant, 

pour  abréger. 

A = 1 

+ h + 

i _l_  I 

5*  ^ 7* 

+ etc.. 

B = 1 

5*  + 

etc. , 

C = 1 

+ §;  + 

h + £ 

+ etc.. 

etc.. 
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on  aura 
1^  = 14- 

Si  l’on  pousse  le  calcul  jusqu’au  vingt-troisième  ternie  de  cette  série,' 
on  trouvera 

Itt  x=  1, 14472988584940° 1 74'4^42; 

• * 

ce  logarithme  est  népérien;  il  correspond,  dans  le  systèmjp  décimal,  h 
0,49714987269413385435126. 

En  écrivant  dans  l’expression  de  sin  , et  dans  celle  de  cos^-, rap- 
portées plus  haut,  n—m,  au  lieu  de  m,  et  en  faisant  attention  que 

. (/»  — ni)  tr  rtiT 

SI  II  — = COS . 


an  an  9 

on  obtiendra  les  nouvelles  formules 


(n  — m^TT  . TT*- 

COS  — = SID . 

2 n a n 


I 

C 

K 

f3n+m\l 

<5  n — mV 

s5n  -f  m\ 

A a»  / 

< 4n~  / 

m\/4n — *mN 

ySn — m'y 

A 3 n / 

‘V.  5 n / 

\ 5m  > 

A 7"  / 

m»  % n — m 1 (n  4-  "0  3(3n — m)  5(3 n-j-m) 

an  a m * a(an — m)  * a(îm-J-m)  * 4(4n — n0*  * , 

m*-  «•  m t(an — m)  3(an-f-"0  3(4n— m) 

an  a n—m  * a(n-f-m)  ’ a(3n— m)  * 4(3n-f-m)*C  C*  y 

coséc  - = - - (-™ Y-^-Y  etc 

an  w m \an — mj\an-\~m/\4n — m\,4n+ms  9 


sec 


/ « > 

( 3"  V 3,1  ’N 

( 4»  Y 4»  \ 

Vi— mj 

\n  -f-  m/\3M— n\J 

\3n-t-mA,5<» — m / 

En  considérant  lare  — , on  aurait 

on  ' 


m m fin — — m\fA,n-\-m\ 

\A4n  — kj^n  + k) 


. k* 

sin — 
• an 

etc. , 


h \an  — 


etc. 


et  si  l’on  connaissait  le  sin-us,  le  cosinus,  etc.,  de  l’arc  — , ces  der- 
niers résultats  donneraient  des  valeurs  du  sinus,  du  cosinus,  etc.  de 

i.  m» 

lare  — — . 


1189.  Nous  avons  emprunté  le  secours  du  Calcul  intégral,  pour  ob- 
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tenir  les  facteurs  du  sinus  et  du  cosinus,  d'où  nous  avons  dedoit  ceux 
des  expressions 


e*  — e~* 


2 * 


e*  + e~* 
2 


(1183)  : 


Euler  y est  parvenu,  dans  son  Introductio  in  Analysin  infmitomm,  par 
des  moyens  purement  algébriques;  mais  la  manière  dont  il  y introduit 
l'infini,  nous  a fait  préférer  la  considération  des  limites , employée  pour 
le  même  objet  par  M.  L’Huillier  de  Genève.  En  suivant  la  marche  de 
ce  dernier,  nous  commencerons  par  déduire  quelques  conséquences 
aussi  simples  qu’élégantes,  du  théorème  de  Côtes,  ou  de  la  résolution 
des  équations  à deux  termes. 

On  a donné  dans  le  n*  68  de  l’Introduction,  les  facteurs  trinômes 
des  formules  et  jr" — a";  pour  distinguer  le  cas  où  l’exposant  m 

est  pair,  de  ceux  où  il  est  impair,  nous  écrirons  successivement  2//1 
et  am-f-i,  au  lieu  de  m.  Cela  posé,  les  facteurs  de  x'm  + a'",  seront 
tous  de  la  forme 

x'  — lax  cos  X <j*  ; 

en  faisant  x = a=  1,  ils  deviendront 


2(1 — cosX)  = 4(s'nï*)*>  et  on  aura  x'n  -f- a‘m  = 3 ; 


mettant  pour  X les  valeurs  etc.,  et  extrayant  la  racine  quar- 

rée  de  chaque  facteur,  on  trouvera 


/-  I r . 3 r . Ü v 

Va  = 2".sm . sin  — • -.  sin . 

a ni  a am  a a ni  a 


.sin  ■ 


:m — | ir 


\A). 


La  formule  outre  m facteurs  trinômes  3* — aaxcosA-f-a*, 

a un  facteur  réel  du  premier  degré  x-\~a,  qui  se  réduit  à 3,  et  il 
en  résulte 


1 = 2”sin 


; — — . SI  n ; • 9111 : • 

2 am-f-i  2 a 


sin  - 


. .sin 


am  — 1 sr 
am  -f-i  a‘ 


(B). 


La  formule  a:*“  — a,m  a un  facteur  x‘  — a*  et  m — 1 antres  de  la 
forme  x‘  — a ax  cosX-f-  a%  ; en  divisant  par  le  premier,  on  a un  quotient 

x%m~t  +x,m-*a‘  4-  x,M-‘** 


qui  se  réduit  à m,  lorsque  x=a  = i;  et  comparé  au  produit  des 
m—i  facteurs  trinômes,  il  donne 
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S/m  = a"-'  sin  — sin  — sin  — - sin  — ' - (C). 

ma  ma  ma  ma  x ' 

Si  l’on  dégage  de  même  la  formule  .r”-4"1  — du  facteur  x—a, 

on  en  déduira,  par  la  supposition  de  x — a = i, 

. > , „ • a x . éi  w • 6*  . am  x » 

V a/«  -f-  i = 2 sin . si ti  — — . sin ...sin — ....(O). 

am  -f-i  a am  -f*»  u am  -f-  i a am-fr- 

I.e  n*  7a  de  l’introilpclion^  contient  les  formules  pour  décomposer 
l'équation  •r’" — 3xm  cos  vQ  i = o,  en  facteurs  du  second  degré,  de 

la  forme  x‘  — axcos  . dans  laquelle  h doit  recevoir  tontes 

les  valeurs  depuis  o jusqu'à  m — i inclusivement;  et  eu  observant  que 

cos  (m  4'n)T+  _ cos  (m  -nyr-op 

m m * 

on  aura  , 

, ?nir  zt  ip  , 

x'  — 51  cos -f- 1 ; 

m ' 

niais  alors  il  faudra,  si*  w est  paire,  pousser  les  valeurs  de  n jusqu’à 
^ , et  seulement  jusqu'à  clans  le  cas  contraire.  Pour  distinguer 

ces  deux  cas,  nous  mettrons  successivement  a m et  am+i  au  lieu  de  mt 
et  nous  obtiendrons,  en  faisant  x=i  les  équalious 

• — • m , • 0 • x—Q  . w-f-  fi  . a*-— fi  • Oît^-fi 

sin®  = 2*  'sin  — .sin — - .sin — - .sin .sin -. ..... 

am  am  am  am  . am 

• (m — i)r — ® . (m — • m7r — $ . 

sin- — -.siriv -^.sin  — (E) , 

am  am  am  x 7 9 

" . _ . 0 • *■ — Q • '*-+-$  • a?r — fi  . an-4-^ 

sin  ® = 2*" sin  — — .sin — 7—  .sin  — V-.sin — ^.sin  — 

am-f-i  am+i  am-f-i  am-fi  am-f-i 

sin  — "—.sin  —~tï (F), 

1190.  Les  six  équations  {A) , (B),  (C),  (P),  (F)  , (F),  faciles  à 
obtenir,  et  déjà  très-remarquables  par  elles-mêmes  , conduisent  im- 
médiatement aux  résultats  que  nous  eberebous,  en  observant  que  l’ex- 
pression e*ifcs-*  est  la  limite  de 

(■+sr*c  -=r.  • • 

relativement  aux  accroissemens  de  m [Int.  3G),  et  en  substituant 
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au  lieu  dea>  et  £-»  au  ücu  de  a,  dans  les  facteurs  de 

X'-m  =h  atm. 

Les  facteurs  trinômes  de  l’expression  (i  + --Y”+  G — iY”  ûtant 
en  général  de  la  forme  ' 2"'  ’ 

(*~s  c°s  a+(,-3‘» 

se  réduisent  à 

a [ i — cos  A + ~ + cds  X)  j = a(  i — cosA)  ( 1 4-  ^i±2ü)} 

= 4(siniA)*  { i4r  — (cot  J A)* } ; 
et  mettant  pour  A ses  valeurs,^,  etc. , on  formera  le  produit 

H*xî)X*'xîï 

xî'+é(“‘i3’)  {■+£(■»  éîïl 



Cette  dernière  expression,  réduite  par  l’équation  (J),  donne 

(■+=)-+(.-£)-  f , . , . 

» -'S=i,  + 4^(COt-a-^ï)f 

x (t+ë(C0lâi)‘}  {,+è(cot~i)*} 

„ f.  , »*  f .am—  HfN*) 

) 1*7-  - — ;(  COt ) J ; 

t 4m  \ am  sy  / ’ 

passant  maintenant  aux  limites,  en  observant  que  celle  de 7 

^T*  V.C01^  Ü cst  ï“ — “ » 0,1  trouvera 
4*V‘ 

c±--(4^X;+gX'+fe) 

On  serait  parvenu  au  même  résultat,  en  décomposant  l’expressio» 

(■+S4T r+(f-s^r- 
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En  second  lieu,  si  l'on  prend  ~ ) > on  aur®  le 

facteur  (i—  Sui  se  réduit  à ^-,et»i-i  autres  qui 

seront  de  la  forme 


(■+£)->  0+=X-=)  * + (-=)■* 

et  conduiront,  comme  ci-dessus,  à 

4(sin  j A)*  { i-f-  ^cot  \ A)*  }. 

Les  valeurs  de  A relatives  à ce  cas  étant  — , — , etc.,  on  obtient  le 
produit 

— 4 ( sia } ( sin  — - ) ( sin ) 

m ^ \ 2m fl/  \ 2m  2/  \ a m a/ 

:-x('+ë(“'^L;7). 

et  on  conclut  de  là,  en  vertu  de  l’équation  ( C)t 

0-0  -(-£)  _ , {1+i(c„,-Ar:)-| 

x{'+é(“'0‘)î'+ê(“*-.V;)‘i 

X {,+4^(COt-^â)f 

Enfin  la  limite  de  celte  équation  donne 

O-- O'OOXOX'+a  - ■ 

ce  qu’on  aurait  également  trouvé  en  opérant  sur 
\ zm-f- 1/  \ arn+i/ 

1191.  On  obtient  d’une  manière  analogue  la  décomposition  de  l'ex- 
pression eT~  acosaip  + e—I,  en  facteurs  binômes. 
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Les  fadeurs  trinômes  de  l’expression 

étant  de  la  forme 

0+5^  - a O+^X1--^) cosA+ 

reviennent  a 

4(sin  JA)*  {i+^—^fcotiA)*}  ; 

mettant  pour  Atonies  les  valeurs  dont  il  est  susceptible,  on  former» 
le  produit  * 

4~"  (“  ïrSX”»  Srp)‘-  •••("“  St)'  ■ 

x ('+(S^“^)')l'+«Sy(-'SS)'l‘ 

qui  se  réduit  li 

4“"*‘î  ■+  ( ,+ü^T)<co,St)')  { '+ wS^!Mwd‘} 

; ••••••■*{  '+^rX“lSS)'l 

en  vertu  de  l'équation  ( F J;  et  prenant  les  limites,  onaura  seulement 

e-  - 3C0S2<p-fe-'  = 4sinr  (i+^X’+^^X’+ÏC^O 

X (1+4^0(,  + ^+rt*)e,C’: 

le  même  résultat  se  déduirait  aussi  de  l’expression 

sT-** +(■-*)“• 

La  formule  e“  — acos  a^+  e_“  qui  se  rapporte  à la  précédente,  peut 
aussi  se  transformée  en 


nume 


58 
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e“  — acosaç  -+•  e_“{(cosa^)*  + (si«  a?*)} 

— (e*_e—  cos  a<p)*  — (e—  V—ï  sin  a<p)* 

= (cos  Xf  + V— 1 sin  3!P)} 

X {e*— tr*  (cos  ap  — V* — 1 sin  a(P)} 

— + * V^7'))  (/«/.  40, 

et  le  développement  de  e‘—e~,i  du  n*  n8a,  donne 

" • i 

. g*  — e—{r+y,\^t)==  (nr-f-  a?  V/ — î y-*v— ' 

x (.+ <-£±^a->-’ 

e* — fH1*1' V^— '■  ) — (a.r — sp  \ — i)  «+»'•  — ' 

*(,+<î^x.+te±^>c.! 

multipliant  entr’ elles  ces  deux  expressions,  on  trouvera 

e**  — acosaip  •+•  o~.“  =3 


(•**+*■)■ 

? h 

ir» 

(*'+*>)• 

4»*  + 

4V> 

(r'-MT 

9’r>  + 

9'** 

X etc. 


4(x*  -f  <f>  ) [ — ; ] 

J*+(ag— »)*t 

* i 4**  ’ 4»*  i 

* l 9»*  ' 9»*  ) 


x etc. 


On  obtiendrait  aisémqpt,  par  ce  qui  précède,  les  facteurs  des  for- 
mules 

e*  4"  acos  a<p  4-  «“*,  e*  — acos  ap  — e~’f 

e*  — aséc  ap  4-  e~*t  e*  — alanga?  — e~*. 

nga.  Euler  lire  des  considérations  du  n*  u85  le  moyen  de  trans- 
former en  série  le  produit  d’un  nombre  de  facteurs,  soit  fini,  soit 
infini;  en  effet,  la  série 

i + A + Bz‘  -f-  Ci?  4.  Z?j5<  4.  ehC/ 
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étant  supposée  le  développement  du*  produit 

C1  +.*=)(>  + M(l  +yzXl  + /=)  etc.  = P, 

devient  égale,  lorsque  z=  i,  à l’unité  augmentée  des  diverses  sommes 
que  l'on  obtient  en  réunissant  les  lettres  a,  jS , y,  J',  etc.,  avec  leurs 
produits  a à 2,  3 à 3,  etc.  Si  l'on  prend  pour  ces  lettres  tous  les 
nombres  premiers,  on  aura  le  produit 

C1  +ï)('+5)(i+5)(i  + 7)  (i  4-  n)(«  + i3) 

= » +3  -f- 3 + 5+64-7+  «o-l-  n + i3+  14+ «5+17  4-  etc., 

renfermant  tous  les  nombres  entiers,  excepté  ceux  qui  sont  des  puis- 
sances ou  des  multiples  de  puissances. 

On  a de  même 


(,+?XI+3;X,+r*)(I","^X1+iTî)  etc- 

= > + p + i + f.  + h + 'r  + t?  + etc- 


On  trouvera  des  relations  analogues  pour  le  cas  où  les  nombres  s, 
/3,  >>  tf>  etc.  sont  négatifs;  il  viendra,  par  exemple. 


(*-  sOO“  ^X1  S*X‘  7*X,_  TT")  e,c- 

1 1 I , I I , 1 _1 1 , 1 , 

— 1 a*  ^ 3*  B*  6*  7*  io*  n»  73*  14* 


etc. 


Dans  cette  série,  les  termes  négatifs  résultent  de  la  multiplication 
d’un  nombre *impair  de  facteurs  premiers,  et  les  termes  positifs  d’no 
nombre  pair. 

En  développant  l’expression 


(1  — «i)(i  — jSi)(i  — ya)(i  — /s)  etc.  ’ 

dans  la  forme 

1 — f-  A z — J—  Bz%  — f—  Cz*  — f-  JDz^  *4*  etc., 


les  coefüciens  A , B,  C,  D,  etc.,  seront,  comme  ei- dessus , les 
sommes  des  lettres  a,  y,  <f,  etc.  de  leurs  produits  a à 2 , 3 à 3,  etc., 
mais  avec  celte  différence,  que  les  puissances  de  la  même  lettre  se 
trouveront  Comprises  dans  ces  produits,  en  sorte  que  la  série  qui  ré- 
sullçra  du  développement  de  l’.expression 
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1 — p 

(i — /»»)(* — y*X*  — S»)  etc.  ’ 

sera  égale,  après  la  supposition  de  z=i,  à la  somme  de  tons  les 
produits  qui  peuvent  naître  des  lettres  <t,  fi,  y,  J',  etc.,  combinées 
d’nne  manière  quelconque  : on  trouve  ainsi  que 

i 

(*— «<»-*}(• -tî(» -*)(>-*)(>-*)  «te. 

= t+ï+5+?+î  + è + 7+s  + elc. 

Cette  dernière  série  est  précisément  celle  qui  résulte  de  1 (i — u), 
lorsqu’on  y fait  u=  i,  et  qu'on  en  change  tous  les  signes  (Int.  3o)  : 
il  résulte  de  là  que  le  produit  infini 


• — ï)(>  — j)  ('  —5)  (•  — r) (»—*)(!  — tï)  etc. 

i 1 i I IL  Ü ,11  glp 

l * » ' 4 • 6 • 1 o • » J • Î7  • clv'  i 

a une  valeur  infinie,  et  que  par  conséquent  l’inverse 

1 £ 1 £ L£  ii  Lfi  . pfe 
à*!’}  t'ii'TÎ'î?  • y 

tend  sans  cesse  à s’anéantir,  ou  a pour  limite  zéro. 

En  ne  prenant  qu’un  nombre  limité  de  facteurs,  l’expression 

—7  j , par  exemple,  on  a la  série 

1+5+5  + *+*  + * + *+*  + etc., 

composée  de  fractions  dont  les  dénominateurs  sont  tous  les  nombres 
ayant  a et  3 pour  facteurs  simples. 

. On  a en  général  . 

t 


(-SX'+X-FX-aO-dO** 

=■ 1 +r-  +S  + ^ + 5:  +P  + 7.  + §;  + etc» 

et  l’on  conclut  de  cette  relation  la  valeur  du  produit  indéfini  par  celle 
de  la  série,  ou  vice  versa. 

On  trouverait  de  même 

O+sOO+sOO +r*)0  +7’X' +T7") e,c- 

— *“  ? •”  r* + f*+ è-*  £ + tm+ ^*“elc' 
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Eu  partant  des  équations 

t : 

(-SX-iX-iX-ÿX-  d0« 

!=1  + îi  + i*f,ji-f-p+-fî-f’ÿ!  + etc.  = M , 

0 “i=)(*  ■ “fX1  ir=) etc- 

=s,+^  + ^;  + ^;  + 5n  + gîï-Hzk  + etc.  = JV,- 


on  trouve 


ï = 0 + ?X* + r*X‘  + fX*  + ÿ90  + tf)  etc-  *' 

M*  _ fl*-t->  3" 4- 1 5*4-  i 7"4- 1 n*+  i 
N a*—  i ' 3" — i " 5" — » ‘ 7* — r ' 1 1" — i ’ e C‘ 


Ces  combinaisons  se  multiplient  à l’infini  et  produisent  des  résultats' 
très  - remarquable»,  mais  trop  nombreux  pour  nous  y arrêter;  uous- 
renvoyons  à cet  égard  au  chapitre  XV  du  livre  I de  I ' Inlroduciio  in 
Ânuljsin  infimlonim,  • 


1193.  Pour  ne  laisser  en  arrière  aucune  branche  delà  théorie  des 
suites,  nous  allons  donner  une  idée  du  chapitre  XVI  du  même  ouvrage, 
dans  lequel  Euler  applique  les  produits  indéfinis  à la  recherche  des  di- 
verses manières  dont  on  peut  former  un  nombre  quelconque  par  l’ad- 
dition de^ nombres  inférieurs,  ce  qu'il  appelle  Partit  10  numeroriwt. 
En  considérant  l’équation 

, (1  -f- x*z)(  1 +jrfc:)(i  -f-  x>a)(  1 + j4s)(i  4*  x'z)  etc. 

= 1 4-  Pa+  Ça*  + Rz3  4-  Sa*  4-  etc., 

on  obtient 

= + etc. , 

Q ==  jc*+*  4*  4-  4~  4*  etc.  ,■ 

R — -f-  ûc*+$+t -f-  ■ 4*  etc. , 

etc..,. 

d'où  l’on  voit  que  les  exposans  de  x,  dans  les  coefiiciens  de  s,  3*, 
a3,  etc.,  sont  les  diverses  sommes  qu'on  peut  faire  avec  les  lettres  « , 
fi,  y , etc.,  combinées  1 à 1,  3 à 1,  3à3,  etc.  Il  est  évident 
que  s’il  se*trouve  dans  le  meme  coefficient,  des  sommes  égales  entre- 
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elles,  les  termes  dont  ces  sommes  sont  les  exposons  se  réunissent  en 
un  seul,  ayant  un  coefficient  égal  au  nombre  de  ces  termes.  S^dans  Q 
on  a , par  exemple , at  — f—  jS  = «P  — f-  > ==  »,  les  deux  termes  x*rt-^+x/-H', 
se  réduisent  à ax",  et  le  nombre  a marque  qu'il  y a deux  manières 
de  composer  le  nombre  n,  avec  deux  des  quatre  nombres  a , £,5 , J'. 

Soit  pour  la  série  a,  jS,  y,  J',  t,  etc.,  celle  des  nombres  naturels 
i,  a,  3,  4,  5,  etc.;  on  aura 

( i +xr)( 1 -H •*'*;)(  * +x5a)(  i +xf*X  i +xss)  etc. 

=t+z  (x  +x*  + x5  + x4  + **  + x*  -f-  x’  -f-  x*  + x 5 +etc.) 

+2*(.xJ  +X4  -f-ax5  +2x*  +3x’  +3x*  + 4 *"9  -f-  5x"-f-etc.) 

+2’(x‘  +xT  +ax*  +5x*  +4jc,,+5x"+  7X”-)-  8.r'5+iox,4+etc.) 

+24(x!*+x”+ax*,+3xlS+'»x,44-6x,!+  t)C,e+i  ix,,-|-i5x',-|-elc.) 

+2s(xl5+x,,+ax,,+3x,'+5x,,+7X"4-iox*,+i3x**+i8x,1+etc.) 

+2*(x*'+x*,+ax,,+3x,4+5x*4+7x,*4-i  ix*,+i4.ï*,+aox*9+etc.) 

— f-2?(x*1— f— X*4— f-2Xïo— f-'lX1  ,+')XS*+7X33+  I IXJ4+l5x-,5+2  îx^+cte.) 

+3,(x3,+x,,+ax,,+3x3s4-5.r4,+7.r4,+  1 ix*‘+ 1 5x45+2ax44+elc.), 

4-  etc. 

Si  l'on  veut  connaître  de  combien  de  manières  le  nombre  34,  par 
exemple , peut  être  formé  par  l’addition  de  7 nombres , pris  dans  la 
série  1,  a,  3,4,  «te.,  on  cherchera  le  coefficient  de  x14,  dans  la  sé- 
rie qui  multiplie  27,  et  l'on  trouvera  que  cela  peut  se  faire  de  onze 
manières  différentes. 

En  faisant  2=  1,  et  réunissant  enlr’elles  les  mêmes  puissances  de  x, 
on  aura 

(i  + x)(i  +**)(»  + **)(«  +tt4)(i  -+**)(«  +■*')  etc. 

— 1 -f-  x +x*  + ax3  + ax4  -f-  3x*  + 4.**  + 5x7  + 6x*  + et«.; 

les  coefficiens  des  termes  de  cette  série  marquent  de  combien  de  ma- 
nières différentes  on  peut  former  les  pxposans,  avec  les  termes  de  la 
suite  1,  a,  3,  4,  etc.,  sans  s’assujétir  à aucune  combinaison  en  parti- 
culier, mais  en  les  embrassant  toutes;  ainsi  8,  par  exemple,  peut  être 
formé  des  six  manières  suivantes  : 

8 = 8,  8 = 7+  *,  8 = 6 + 3,  8=5  + 3, 

8=5+3+!,  8=4+34-1. 

Il  est  à propos  de  remarquer  que  les  élémensqni  entrent  dans  chaque 
somme  sont  essentiellement  différens  ; si  l’on  voulait  admettre  les  ré- 
pétitions, il  faudrait  alors  considérer  les  fractions  • 
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(l  Jl)(l  — x'z)  (l  — x’i)  ( I — x'z)  (l  — .<■"£)  CIC.  ’ 

(1  — x)(i  — x’)(i  — xJ)  (i  — x'j(i  — x4)  etc.  * 

dont  les  dcveloppemens  sont 

i+z(x+x*+  x*  + x*+  x5  + x*  + x’  + x*  + x’  +etc.) 

+ax*  +3x‘  +3.r'*f-  /tx'  + /txs  -f-  5x'°+elc.) 
+z,(x5+x4+nx* +3.r* +4x’ +5x',+  7x9-f-  8x‘”+iox'+elc.) 
+z4 (.r4+++  2.i  +3x  +5x'  +Gr‘+  9x'*+itxn+i5x"+clc.) 

' +*s(xs+r'+ax'  +3.x*  +5J:S  +7x‘*+iox'  f—  1 3xl*+f6.x',,+elc.) 

+z*(x*+x  ’+ax*  +5x9  +5x,,+7Xj‘+i  ix'*+t4x'5+20x'4+elc.) 
+:’(x’+x,+px9  +3xl*+5x"+7x,*+i  u,5+i  5x,4+aixl5+etc.) 
+z,(x,+x9+ax,*+3jr"+5x,*+7xl>+i  ix'<+i5x,4+aax'*+etc.) 

. -f-  etc. , 

i+x+ax*+3xs+5x4+7x!+  i i x'+ 1 5x+2ax‘+etc. 

• 

Le  coefficient  n , affecté  au  terme  x'4,  dans  la  série  qui  multiplie  2% 
exprime  en  combien  de  manières  on  peut  former  le  nombre  >4,  par 
l’addition  de  huit  termes  de  la  suite  i , a,  3,  etc.  Dans  le  second  dé- 
veloppement, le  coefficient  n de  x*  nous  apprend  que  le  nombre  6 
peut  être  composé  de  onze  manières,  ainsi  qu'il  suit  -, 

G=6,  6=5-f-i,  6=4+2,  6=4+!+!, 

6=3+3,  6=3+ a+i,  G=3+i  + i+i,  6=a+a+a, 

6=a+a+i+i,  6=a+i+i+i+i,  6=i+i+i+i+i+i. 

1194.  Pour  développer  le  produit  indéfini 

(1  +xz)(i  + x*z)(i  + x’a)(i  + x*z)  etc.  = Z, 

m 

Euler  sufetitue  xz  à z,  ce  qui  donne 

(1  +x,z)(i+x52)(i+x4z)(i+x43)  etc.  = * 

faisant  en  même  temps 

Z = 1 + Pz  + Qz*  4“  Pz9  + S z*  4“  etc. , 

il  obtient 

= 1 + Pxs  + Qx*z*  + PzPz3  + Sx*z*  + etc. , 
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équation  qui  revient  à 

Z = 1 + P)  xz  + x'z'  -f.  xV  -4-  S I x+z*  -J-  etc. 


+ 1 i 


d'où  il  tire 
P=  — 

i — j 

et  enfin 


+ ÇJ  +-RJ 


Px* 


ç = — *=-^,  S = -^ etc., 

' I X*  7 I—  X*  * l — x'  ’ ’ 


P = 


x1 


(,  — x)(i  — X*)  » 

R = ** 


5 = 
etc.  ; 


(l— x)(i— x)(i— x)» 

£** _ 

(i  — x)(i  — x*)(i  — or'X1  ~x*)  * 


le  terme  général  de  ces  dernières  expressions  est  visiblement  égal  a 


m(flH-i) 


(l  — x)(l  — x’)(l— X*) (I— X")  ’ 


mais  par  le  numéro  précédent,  le  coefficient  de  x“  dans  le  dévelop- 
pement de 

i 

( . - x)(.  - *•)(.  - x‘) ( . - x")  » 

fait  connaître  de  combien  de  manières  on  peut  former  le  nombre  n, 
par  addition  avec  des  nombres  pris  dans  la  suite  i,  a et  ce 

coefficient  étant  celui  de  x a , dans  la  première  expression,  mar- 
que  aussi  de  combien  de  manières  on  peut  partager  le  notaire 

n -f-  -i]  en  ni  parties  différentes.  Il  résulte  de  là  qu’il  y a autant 

de  manières  de  former  le  dernier  par  l’addition  de  m nombres  diffé- 
rens , que  de  manières  de  former  lo  premier  avec  des  nombres  pris 
dans  la  suite  i,  a 

En  suivant  la  même  marche  par  rapport  à la  formule 


i 

(l  xx)(l  — x*»)(l  — X3x)(l  — X>*)(l  — x1»)  «te. 


= z. 
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Euler  parvient  successivement  à 

« ,, 

(•  — iHz.)( i - — i — j^î)  rtc.  ' J * 

( i — xz)  Z = i 4-  Pjcz  4-  Qx* s*  4-  /ixV  4~  4-  etc. , 


d'où  il  conclut 


Q—  (,  -J.-XI-X*)  » 

E f] 

(l  — X)(l— X-)(l— JT*)’ 
f.  J1 

— (,— xXl— x'X.-X’K.-X'i» 

etc., 

expressions  dont  le  terme  ge'ne'ral  est 

£■ . 

(1  — *)(i  — x*)(i  — x») (1  ~x")' 

Le  coefficient  de  ar*+",  dans  son  développement,  étant  le  même  que 
celui  de  x*  dans  le  développement  de 

1 

(1—  x)(l—  x)(l—  (1  — x")* 

» 

montre  qu’il  y a autant  de  manières  de  décomposer  le  nombre  «4-”»» 
en  m parties,  que  de  former  le  nombre  n avec  les  termes  de  la  série 
1,  3,  5, m. 

1195.  En  combinant  ce  théorème  avec  le  précédent,  on  en  pourrait 
déduire  plusieurs  autres  assez  remarquables,  que  nous  sommes  obligés 
d’omettre;  mais  nous  allons  prouver  cette  propriété  de  la  progression 

1,  a,  4,  8,  16,  3a,  etc. , 

qu’il  n’y  a pas  de  nombre  entier  qui  ne  puisse  résulter  de  l’addilion  d’un 
certain  nombre  de  ses  termes,  et  cela  d'une  seule  manière.  En  effet, 

(1  4-  x)(i  4-  •*■*)( 1 +'r’*)  etc* 

= 1 4-  x 4-  x*  4-  x3  4- •r<  -+-  x*  4-  x*  4”  x’  +■**  ■+■  etc  ; 
pour  s’assurer  que  la  loi  de  çette  dernière  série  demeure  toujours  !» 
3.  59 
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même,  on  fera 

(i  +x)(r+jr‘Xi  4_x',XI4- •*’*)  elc>  = ^ 

= i -f-  Px  4-  Qx‘  -+-  Rx*  -f*  Sx*  -f-  elc.  j 

on  écrira  x‘  pour  x,  el  il  viendra 

= i -f-  Px * -f-  Qx*  4*  -fl-**  -f-  Sx * -f-  etc., 

d'où  l’on  conclura 

i -f4  f>x  + Çx*  4~  Æx3  ■+*  Sx*  4”  etc. 
s;  i + i + Px‘  + P*3  4”  Çx4  4-  etc. , 

P — j , Q = P,  R=*P,  S=Ç,  etc. 

La  progression  i,  3,  9,  37,  etc.,  jouit  aussi  de  la  propriété  de 
• former  tous  les  nombres  entiers  possibles;  mais  il  faut  combiner  scs 
termes  tantôt  par  addition,  taulôt  par  soustraction. 

Les  recherches  dont  nous  venons  de  donner  une  idée  ont  occupé 
plusieurs  géomètres  : M.  Paoli  les  a ramenées  à l’intégration  d’équations 
aux  différences,  du  genre  de  celles  que  nous  avons  traitées  d’après 

lui , dans  le  n*  109g;  elles  rentrent  aussi  dans  l'analyse  indéterminée. 

Former,  par  exemple,  le  nombre  «avec  les  nombres  1 , a,  3 
c'est  la  même  chose  que  de  trouver  toutes  les  valeurs  dout  les  quan- 
tités a,  /3,  y,  ( S',.... /jl,  liées  cntr’ellcs  par  l’équation 

ot  4_  aj8  4“  4*  4 J'  • • • • 4-  ’nP  — n > 


sont  susceptibles  en  nombres  entiers  positifs.  On  pourrait  pousser  beau- 
coup plus  loiu  ccttc  théorie,  qui  se  lie  avec  celle  du  développement 
d’une  puissauce  quelconque  du  polynorneu  4~êx*  -h  cx^-f-  elc.(/nt.  20); 
mais  nous  devons  reprendre  la  considération  des  valeurs  des  intégrales 
définies,  interrompue  depuis  le  n*  1180  (*). 


(*)  Parmi  les  lois  remarquables  dan»  la  formation  de»  coelliriens  numériques  d'on 
développement , on  peut  compter  la  suivante,  consignée  dansfÆrfO»  d Architei  tonique 
de  Iximbert  ( p.  5c7),  et  rappelée  par  M.  Servois,  dans  le  tome  V des  Annales  de  Ma- 
thématiques (p.  it>6),  f 1 

La  fonction 


étant  développée  suivant  les  puissances  ascendante»  de  .r-,  donne  la  série 
x + a r’  4-  am'  -f-  3 c'  -f-  ax5  + 4xs  -)-  j r’  -f  etc. , 
où  chaque  coefficient  contient  autant  d'unités  que  l'expo»ant  a de  diviseurs  ; l'exposant 
der  tenues  aîTecté.»  du  coefficient  a est  un  nombre  premier,  et  tou»  les  nombres  pre- 
miers se  présentent  ainsi  successivement. 
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1196.  La  valeur  de  l'intégrale  fX—\ - ^ , entre  les  limites  X SX  O Continuation 

, , » ♦ , 1 de  la  recherche 

et  x infini,  trouvée  a priori  dans  Je  n*  1169,  se~dédtiirait  aussi  de  «le» 

la  comparaison  de  son  développement  en  série  avec  celles  du  n'  1 1 86 , 
qui  peuvent  s’obtenir  sans  le  secours  d’aucune  intégration,  d’aprcs  ce 
qui  a été  dit  dans  le  u*  1 190. 

L’équation  * 


/X**— ’dr x”  x~*-* 

I -j-x*  m rn-j-n  ; 


-f-  etc.. 


* x*4-3* 

rn  + n 1 m+an  m-i-3n 

donne,  lorsqu'on  y fait  x=  i,  la  série  • 

1 1 , 1 1 » r 

— — ; — H-  — ; — ““  — $ ■ -f-  etc. , 

m m-j-o,  m-f-  2u  m-J-on  9 

qui  exprime  la  valeur  de  l'intégrale  depuis  x=o*  jusqu  a xz=  i;  on 
a ensuite 


r 


''âx 


x*1”" 


vm^  4» 


— “f*  — =—  — ÿ—  «f-  etc. 

m — an  ■ n» — On  m*~4n 


En  supposant  n>m,  cette  dernière  série  s'évanouit  lorsque  x est  in» 
fini  ; quand  rsi,  elle  se  réduit  à 


■4" 


etc. 


et  donne  la  valeur  de  l'intégrale  proposée,  prise  depuis  x infini  jus- 
qu’à x=i , valeur  d’un  signe  contraire  à celle  que  nous  chercbons  : en 
la  soustrayant  doue  de  celle  qu’on  a déjà  trouvée,  on  formera  la  série 


+ 


~r 


— etc.. 


m ' n — m n+  m a n — m ' flu+  m 1 3e — m 3n-f-  m 

qui  répond  à — , et  l’on  aura  ainsi  la  valeur  de  l’intégrale  pro- 

nsin  — 
n 

posée. 

Les  memes  moyens  nous  conduisent  à la  valeur  des  intégrales 

r^zj^—dx, 

J 1 •+-  X"  ’ J 1 — x"  ’ 


depuis  x=o  jusqu’à  x=t  ; car  en  développant,  suivant  les  puissances 
ascendantes  de  x,  les  fonctions  différentielles,  ou  trouvera  pour  la  pre» 
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nrnre  de  ces  intégrales 


m * n — m n-f*  m an — m 1 an-\~  m 


r 3 n— -m  3/H“  m 
et  pour  la  seconde. 


etc.  = 


(..8G), 


’ + ' 


m n * — m 1 n -f“  m an—  m ' an-f*  m 

, + cri--  de.  = 


n tang  « 


3n — m * 3n-j-  m # 

Nous  conclurons  de  là  que 

/x”-'  + je—1 , rx=o“i  ri--|dxrxco  “t 

-.+J-  ^ Lr=  J =J  T+FU  = infJ; 

les  petites  équations  renfermées  entre  des  crochets  marquent  les  li- 
mites des  intégrales. 

En  observant  que 

/X— ' -f  X— — 1 , /’x’—'dx  , rx"-n-'âx 

______  dx==  J — - +J  — p-, 

/x**~'dx  rx  = o “1 rj— 'drrx  — o~l rj,~ldxrx  = l 

» + x"  L:V==  inf.J  J î -)-x*  = > J J » +x“  L*  = inf.J’ 

on  trouve  cette  relation  remarquable, 

/jc”— — ’ 'dx  rx = o~\ r x*~'dx  rx  = i -t 

1+X*  Lx  = .J  J l+x-  [_*  = inf.J' 

— r±x* — 

’xx-*±x,+*  dr 


viendra 


les  valeurs 


m«r  9 m ** 

n s»n  — • n tang — - 

n n 


Çzr  "±i 

J i±x% 

, se  changeront  en 


• (A  — fOf 
.un  >■■■ 


SA  tang 


ax 


•T 

3A  COS  — r 

aX 


ÛACOt  — 
flA 


= 5, 


* tang 


==  T) 
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et,  entre  les  limites  x=o  et  x=i,  on  aura 


rx>-*  + x,+"  d.r  _ y r^——^+‘àx_  -, 

Il  est  bien  important  d'observer  que  les  exposans  A et  ai  peuvent  rece- 
voir ici  toutes  les  valeurs  possibles , quoique-  les  expressions  précé- 
dentes soient  déduites  d’une  formule  calculée  dans  la  supposition  que/i 
et  m soient  des  nombres  entiers  positifs  (1169).  Pour  s’en  convaincre,  il 
faut  faire  x = a*,  a désignant  le  dénominateur  çommun  auquel  on  peut 
toujours  concevoir  que  soient  réduites  les  fractions  quelconques  A et  u, 
en  sorte  que  aX  et  au  deviennent  des  nombres  entiers;  on  a,  dans 

cette  hypothèse  ~ — — , x1  = a*’ , d’où  il  résulte 

/*«(*—•)  ± s«(M-«!*,d* 

1 ±1^  ‘ * 

les  limites  de  l’intégrale  demeurant  les  mêmes  qu’avant  la  transforma- 
tion , on  obtiendra  la  valeur  de  cette  intégrale,  en  substituant,  dans 
les  expressions  S et  T , les  entiers  aX  et  au,  au  lieu  de  A et  de  u , 
et  multipliant  par  a,  ce  qui  ne  les  change  en  aucune  manière. 

Cela  posé,  si,  dans  l'équation 

r—fXix,' 

les  quantités  V et  X désignent  des  fonctions  de  x et  de  u , on  aura 


.WJ z**™; 


et  de  là  on  conclura,  par  ce  qui  précède,  qu’entre  les  limites  x=o 


et  x = i . 


. • “w 

w Rin  — ■ 
UK 


•=/ 


— lx , 

i+x“  X-  » 

/’x*-*  -t-xM~  dx  . 


d T r jA~*  + j*4-  dx  j 

dit  . / « T \ * J | X 

Les  expressions  S et  T ont  aussi  des  développemens  en  série  qui  se 
déduisent  de  la  substitution  de  aA  et  A — a»  à la  place  de  n et  de  m, 
dans  les  séries  du  numéro  précédent,  et  dont  on  tirerait  par  conséquent 
de  nouvelles  séries  , en  effectuant  les  différentiations  indiquées  par  rap- 
port à <a;  nous  les  rapporterons  plus  bas. 
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Voilà  quelques  résultats  de  la  troisième  classe  auiionce'e  dans  le 
n*  11G4  : elle  a fourni  à Euler  le  sujet  de  plusieurs  Mémoires  intéres- 
sant, auxquels  nous  sommes  forcés  de  renvoyer  le  lecteur;  nous  nous 
bornerons  seulement  à présenter  quelques  applications  propres  à fixer 
les  idées  et  à faire  connaître  la  nature  de  ces  recherches.  Si  l'on  pose, 
par  exemple,  »=o,  on  aura,  pour  le  second  cas, 


r_îfL.*?  i*=  f'jL 
J 1 — * J 1 


ax*-  'Ac  1 x 


En  continuant  de  différentier  par  rapport  à »,  on  passe  à de  nou- 
velles intégrales  définies,  dont  les  valeurs  sc  déduisent  de  Celles  qu'on 
a déjà  obtenues;  on  trouve  ainsi  que 


/•**-  + xH~dxn  # / 3 

J— 

r dx  4 .33in^ 


Les  séries  correspondantes  se  forment  aussi  par  la  différentiation 
comme  on  l’a  indiqué  plus  haut.  Les  nombreuses  conséquences  que  l’on 
peut  tirer  de  ces  formules  s’offrant  d’elles-mèmes,  nous  n'en  rappor- 
terons qu’une  seule,  celle  qui  se  présente  lorsque  » = 0 et  Ass:  1. 
La  première  des  expressions  ci-dessus  donne 


/ 


üdx(  1 x)' 

. q-aT 


8» 


et  la  série  qui  lui  correspond  se  change  en 


a,  a a a a , a a a. 

P + T*  — g!  — f ■*-  â3  + ? — ^ “"f’  -+*  ® C-> 
on  a par  conséquent 

35  — P’-gi  + p— ^ + p — TP  + ClC» 

résultat  assez  remarquable  quand  on  le  compare  à l’expression 


5 _ , __  « i _ i . i 
4 3+5— 7+9 


f-  etc., 

u 1 * 


qui  dérive  de  la  formule  J' ^j. 
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Il  est  facile  de  voir  qu’on  aura,  par  le  procède'  dont  nous  traçons 
ici  la  marche,  les  valeurs  des  deux  classes  suivantes  de  formules 


JUà-j  ^S, 

fU'-\x  = 4?, 

J x d* 9 

ju%(i*y=ÿ. 


jv%(  i*)*  = g, 

etc. , 

en  faisant,  pour  abréger, 


frai  = t , 
frTlx  = £’> 


E = - 


— -f-xH 


ir  = r^IL+^*} 

1+4^ 

Les  séries  correspondantes  sont 


r = 

Z7'  = 


Xy— 


I — JT'- 
JC*- * — xx+* 


,,  I , J _ 1 I , I 

— “ A -i-  m A -f-  « 3a — « 3a  -f-«  ‘ 5a — m 

.1  j . <M  dJS 

ol  celles  que  donnent  ^ , g^r,  ^r,  etc., 


fjA-f-, 


— etc. 


r= 


A -+-  « JA — « ÔA-t-« 


5a- 


5a-j-»  + elc’  » 


..  a . Ar  *T 

et  celles  que  donnent  jj,  g^r  , 


à 'T 
d«T  > 


elc. 


Euler  prescrit,  pour  différenlier  les  expressions  finies  de  S et  de  T, 
des  procèdes  dont  le  détail  11e  saurait  trouver  place  ici;  ou  peut  d’ail- 
leurs les  retrouver  facilement,  ou  s’eu  former  de  nouveaux. 

1198.  L'intégration  effectuée  par  rapport  à *>  fait  aussi  remonter  à 
des  formules  dans  lesquelles  lx  se  trouve  au  dénominateur.  On  a par 
celle  voie 

’f*-‘  +x>+“  tir  ràx  , 

+ _U 

a 


M*=. 
-P 


=fVP 


X— •»  t /.-+-* 

— (ta 


“{■•h3 


= r-?:i:±.x—  4e  • =/sd*, 

J l+a»  a F* 

/*.  r^~m  — de  _ /•dr/’jc*~“ — 

7 J 1 * "J  *J  i — x,K 


de* 


r—.xy-',  — x}+‘àx  1 

~ 7 1 — *"• 


îW7^ 
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et  conservant  les  dénominations  établies  à la  fin  du  numéro  précédent,' 
on  formera  encore  ces  deux  classes  d’intégrales  définies. 


j*? 


■ 

x 1 x 
dx  I 
~x  (lx)* 

fl!'  Il  — I 

J u ( I x)3 

etc. 


JV 


fSd'j)  , 

pSdat*, 

pSdu>, 


dr 


^r-nr 

(Tà- f _1_ 

J x ( 1 x)* 

çyi  1 


x (lx)‘ 


fTà», 

pTda,‘, 

pTdm\ 


Ponr  en  obtenir  des  valeurs,  il  faut  pouvoir  intégrer  les  exprès-* 
sious  finies  de  S et  de  T , et  faire  en  sorte  que  les  résultats  s’éva- 
nouissent dans  les  mêmes  circonstances  .que  les  fonctions  en  x.  Or, 


S = — , en  y faisant  6 = - — — , donne 

mw  * • a aA 

9A  COS  — 

AA 

fSdo»  = — = — I tangifl  (447) 

= - 1 tan&  -7T“  = 1 ,ans  ^7—  » 

résultat  qui  s’évanouit  lorsque  *a»  = o,  comme  le  fait  la  fonction  U \ 
da  ns  le  même  cas. 

D'un  autre  côté,  si  l'on  intègre  l’expression  de  5 en  série, 


1,1  > 1 , 1 , 1 

x — + . 3X71  3a-J-«  ' 5a— • "•  5a+»  ~ " elc'  * 

il  viendra 

fSdx  = — 1 (A — a»)  -f  1 (A-ha)  -f. 1 (5A— a)  — 1 (3A+®)  — etc. 

j (*-t-«0HA — «)(5a+»)(7A — «Q(q *->-«)  etc. 

= (*— «)(7A+»JC9*— «)  «te.* 

Je  n’ai  point  ajouté  de  constante  à cette  intégrale,  parce  qu’elle  s’éva- 
nouit de  même  que  la  précédente,  lorsque  0=0.  La  comparaison  des 
expressions  de  fSda>  nous  conduit  À 

+ «)  (a-<-»)(3a— «)pA-t-»X7A— «»)  rtc- 

® (A — *)C3a-j-»X5> — »)(7A+»)  etc.' 

Ce  développement,  qui  se  déduirait  aussi  des  formules  du  n*  u88, 
a la  propriété  de  s'évanouir  lorsque 

(t>  = — A,  « = -{-3A,  a>  s= — 5A,  «=  + 7A,  etc.. 


\ 
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■valeurs  qui  repondent  aux  arcs 


et  de  devenir  infini  pour  les  valeurs 

ai=:X}  a = — 3A , « = 5A  , ûises  — 7A,  etc., 

ou  les  arcs  1 

f-ir,  — vir,  |-7 r,  — ï*,  etc., 

ce  qui  est  conforme  à la  marclie  des  tangentes. 

Passons  maintenant  à l'intcgrale 

/Td"  =/$  tans£  =~,cos^  (447)  î 

comme  elle  s'évanouit  en  même  temps  que  «,  elle  sera  la  valeur  im* 
médiate  de 
La  série 

rw-  1 1 . I I , I i 

> — * A + k 3a » 3A-f-e  " ~ !jÂ — 0 5a-}-#  * 

donne 

fTA'j)  — 1 (A — — 1 — 1 (3A-—  a»)  — 1 1 (3A-fat)  etc.  - \-const 

mais  ici  il  faut’' avoir  égard  à la  constante,  pour  que  le  résultat  soit 
nul  dans  la  supposition  de  ai  = o,  et  cela  fait,  on  trouvera 

fTdt*  ==  1 . etc. 

La  valeur  finie  d^  cette  intégrale , — 1 cos  ~ , étant  comparée  au  pro- 
duit indéfini  que  nous  venons  d'obtenir,  conduit  à une  expression 
delcos^,  pareille  à celle  du  n*  1181. 

1199.  Passons  maintenant  k la  formule  fdx  (^1  ^ (*). 

L'équation  ,;|  . 

/clYi  -Y 

(m  + n)(m  -f-  an) (m  + P»)  — - > 

(*)  C’est  la  seconde  classe  des  intégrales  nommées  Eulériennes  par  M.  Legendre 
( voyez  la  note  de  la  page  4a  1 ). 

3.  60 


Digitized’by  Google 


474  CHAP.  VI.  RECHERCHE  DES  VALEURS 

obtenue  dans  le  n°  n5g,  devient 

/dx(ilY 

(7+  ')  (-7  + 3) (t+P)  = ~ 

lorsqu’on  y fait  m = qnj  et  comme  on  a d'ailleurs 

*-a (<i+P)  = /Ar(lÎJ+> 

i.a......  (y— 1)7  = y/Ux(l  ij  *, 

il  en  resuite 

H' T ■ H' 3 

/dr  (l  — xT  ’ 

d’où  l’on  conclut 

'ax(,;)r”-/ax(|i  y 

*K'i) 

11  faut  se  rappeler  que  toutes  les  intégrales  de  celte  équation  ont  pour 
limites  x = o et  ici;  pour  plus  d'uniformité,  nous  y changerons p 
en  p — 1 j et  nous  aurons 

/dx(i:r'./dx(iir'  ■' 

sa  nfxT-'àxiir-x-y^. . . .(i). 

M'i)  ' 

En  faisant  <\—p,  dans  cette  équation,  nous  obtiendrons 

f>(iir7  ' 1 ■ ■ - . ' ■ 

Â\v-,  = nfxr~'àx(i~  x-y- ...  .(a)  ; 

M'i) 

désignant  alors  par  i un  nombre  impair  quelconque,  posant 

p = , n ss  2,  et  observant  que 

= 1.3.5.  — i>, 

il  viendra 
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i—  k i l 

= |i.a (i— ij.a/xi_'dx(j — x*)1- ’j*  , 

équation  où  l’intégrale  du  second  membre  ne  dépend  que  du  cercle 
(3g6  et  4oo)- 

Quand  i=  i , on  a tout  de  suite 

v5, 

et  comme,  par  les  formules  du  n“  4 28,  on  trouve  qu’entre  les  limites 
x = o etx=i,  p étant  positif,  mais  d’ailleurs  quelconque, 

. /dx(.i)T=^yax(ii)'  V 

il  s'ensuit  que 

=Ê-,XHaXi-3)-- ••G-<iT-)]/'djr(,î) ’ 

et  par  conséquent  v 

M'$~' “i-l-ll (i-)v'î. 


ou  bien 


V -f-t 

ii\  1 =1.5. 5. 7- Ü±l.  v», 

a a a a 


M'D  ' =:• 


en  écrivant  ai  +5  au  lieu  de  i. 

a*.  En  faisant  ÿ = a/>,  nous  trouverons 

M'ir-M'ir  _ 

1 \JC— 


dx  ( 1 — x')'-' . 


•(3); 


M'i) 

multipliant  celte  équation  membre  à membre,  par  l’éqnation  (a),  nous 
parviendrons  à 

P f3x  (l  iY"‘7 

L-  \ j/  J __  n>fxr*-  ‘ dx(  1 — x'Y~  ' ‘dx(  t — x"/“‘ ...  (4)  s 

posant  ensuite  />se  g,  nc=5,  nous  obtiendrons 

. . I 

/dx(l  ÿ-  ’=  { 1.2.3.. ..(«—0  .^‘-^‘—xî)5  “ ^ ~,dx(,-x3)^'}1 
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Il  est  visible  par  cctle  équation,  et  par  ce  qui  a été  dit  plus  haut, 

i 

( j—  i 

l-J  présente  seulement  deux  cas  distincts, 
savoir,  • ■ 

/~T~  ~ {~9  X f r~~^ — |*»  l^sque  i = r, 

J y/(i  iv  1 J J ✓(•-*')* J 

={9/^?  x/t=î}!-  i=; 


ou,  suivant  la  notation  du  n*  1170, 

dx 


/; 


vW 


= VofUs  >)?(3>  •)» 


/’  dr 

m 


= aM»,  *)>■ 


en  observant  qu*en  vertu  de  l’équation  (a)  du  u*  1170-, 

9(4»  a)  = ;*(»,  a). 

f 

3~* 

De  celte  manière,  la  formule  fêhc(l^  ne  dépendra  que  de  la  seule 
transcendante  désignée  par  A à la  page  439- 


laoo.  Ce  que  nous  venons  de  faire  sur  les  formules 

M'ïT- 

peut  s’effectuer  également  sur  les  autres  formules  du  même  genre;  mais 
au  lieu  de  nous  arrêter  à des  cas  particuliers,  nous  allons  démontrer 
ce  théorème  général  ■' 

m 

/«K1;)"  = 1 • »’  • •("'—■>(  S m>Ç(3,  "0 . ..  m)}", 

u et  rrt.  étant  des  nombres  entiers. 
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Soit,  pour  abréger,  fàx  (l^)"=  4 (^)  ; puisque  l'on  a 

/dx(li)'=ryax(li)'~‘,  ou  fàx(\'^j~'=\fùx(\'-^, 
l'équation  (i)  se  change  en 

m p 

fàx  (l  1)"  fàx(\ 

— -àr-  - 
^(■3  " 

lorsqu’on  y substitue  ^ à ? à g , et  s’écrit  ainsi  : 


-w- 


t '■ 


I I 

En  mettant  dans  cette  dernière  successivement,  au  lieu  de  p,  les 

nqjnbres  i,  a,  3, b,  et  multipliant  tous  les  résultats  entrcux, 

il  viendra  ■ 

, «y* G)*©*© *(;) _ 

w K-PH =&*(*&'■ *(r¥)~ 


i .a.® . 


m"  (m+i)(m+2Xm+^. . . .(m+n)  ^ ( 1 ' m)K*>  "0  •••♦(«,  m)  i 

il  est  facile  de  voir  que 

i -a-3 n 1,9.3. . . ,.m 

Cm+i)(m+a)(m+3) (m+/i)  ('«+i)(«-fa) (n-fm)  1 

♦QO&v— *® 

*<riï*(r&*<rF) H2?) 


....4! 

^n/ 

i 

*<&)*' 

Ç1r>Ç¥) 

1 

on  conclut  de  là  que 


/{r8 
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, m\-  

w *m*m*(^) K1?) 


m* 


i .a. 5 m 


;♦(*»  m)P(3>  "0- 


Cn+i)(n+a)Cn+3)...  («-(-m) 
et  corame 

4(^)=^4e).  4(^)="-^4©,  4("-±-5)="424©. 

i!  viendra 

4 (£)"=  î?  • 1 • 3 • 3 * * * mK 1 1 WM3»  (5»  w) 9(n>  m) » 

d'où  l’on  tirera  l’équation  du  théorème,  en  observant  que 
<p(n,  m)  =i(n7i). 

îaot.  Eu  supposant  que  les  nombres  mets  aient  un  diviseur  com- 
mun r,  nous  tirerons  encore  de  l’équation  (A)  la  suivante  : 

{r.ar.3r. . . m)^(ar,  /«)f>(3/-,  m). . . .Q(n,  m)}' 

= i .2.5. . . .mÿ(i,  r«)^(3,  w). . . .<p(n,  m). 

Pour  cela,  nous  y substituerons  successivement  r,  a r,  3r,....nà  la 
place  de  /?,  et  en  multipliant  les  résultats,  nous  aurons 


4© 


4©4©4(D O 


= *0— *(*") 
n a 3 wi 

= WV+r)(n^a/r)(n.f^.m.  ..(n+m)  -f(«,  ») 


=,  +©♦©♦€ 

) +© 

=¥0 *1 

Oi+m  y 

V '*  J 

or,  4^  ) = ~^40,  et  ainsi  de  suite  : par  ces  valeurs,  les 

deux  dernières  lignes  ci-dessus  donnent 


4©'  n — m.r.ar.3r. . ...  .mp(r,  /n)(p(ar,  m) p(n,  m)  , 
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d'où  il  résulte  • • 

4 (7)’  = ^ {r.  ar.  5r. . . ./«*{/•,  w>(  v,  m) ....  ç(n,  /*)}'; 

el  compara»!  cette  équatioa  avec  la  dernière  du  umxiéro  précédeut,  on 
aura  celle  du  théorème. 

1302.  Lorsqu’on  prend  p — n — m,  l’équation  (A)  devient 

.4^X4,  ('""TU  N 

~\n  J \ n J m(u— m) 


o 


<p(n—m,  m)  ; 


mais  on  a , par  le  n°  1171,  ç(n — m,ni)= , et  de  plus.... 


mw  ' 

n siü  — 
n 


4 » ; »1  viendra  donc 

■ ‘ 4©  + (^)  = -^-..OT- 

n sm  — 

• t.  . n , : • ’ • - .v 

Faisons  successivement  i»=  i,  *»  = a,  m = 3,  etc.,  el  multiplions , 
membre  à membre , les  e'qualions  résultantes,  nous  obtiendrons 

4<94(^)+©4(^)-..-4C-=î)4©4(!=i)4a) 


[t  .a. 3.,,  1 , . 

*•— * sin  - 
7 

Le  produit 


_ . . x I a*  . (n — i>- 

n*"  8id  - iin  . sm  

n n n 


. TT  . ITT  • (n— i]t 

sin  - sin  — . . . . . r . . . sm  , 

n n n 7 


s’évalue  par  le  moyen  de  la  formule  (C)  du  n*  1189,  en  faisant  at- 
tention que 

♦ 7 T . I 7T  1 7T  . 1 TT  n— I 7T 

sin  - = 2Sin  - - .cos  - - = asm  - - .sin , 

n n a n 2 n 2 n a 7 

et  ainsi  des  autres.  On  aura  par  cette  remarque^ 


Q7T  (n Qt  . . 1 7T  . 2 7T 


sm  - sm  — . . .sm 
n n n 


sin  - - sm-  . 
n 2 n 2 


.Sin  - 


...  . n — 1 7r  . n— 2 TT  1 w n 

X mû - sm - . . .sm  --  = - 

n a zi  a 71a  a"-1 
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d où  l’on  conclura 


4©’+©‘-+C-?)'4(-)'  = t 


a.  ..(fl — i)]*a*~l,’r*~' 


prenant  la  racine  de  chaque  membre  de  cette  équation  , et  mettant  au 
lieu  de  la  fonction  4 l’intégrale  qu'elle  représente,  il  viendra 


M'ÿ'H'ÿ-H'i)  " =L 


.a. . .(n— i) 


/a'-'v— 


Ce  beau  théorème  se  trouve , mais  sans  démonstration  , dans  un  Mé- 
moire inédit  d'Euler,  que  M.  Prouy  m’a  communiqué  (*). 

j ' » • 

iaoô.  Les  relations  indiquées  dans  le  n’  11G0  font  voir  que  les  di- 
vers théorèmes  énoncés  ci-dessus,  par  rapport  aux  intégrales 

peuvent  être  traduits  eu  factorielles;  d’ailleurs,  l’identité  de  ces  deux 
genres  de  fonctions  résulte  aussi  des  équations  fondamentales  qui  ca- 
ractérisent leur  marche,  puisqu'on  a également 

fdx(l'J=p/dx(\~J  et  *=/»[/* — 


il  est  donc  permis  de  substituer  la  uotation  de  Vandermonde  à celle 
des  numéros  précédons,  que  je  n'ai  employée  que  pour  laisser  plus  à 
part  la  marche  suivie  par  Euler. 

On  simplifie  à quelques  égards  l'équation  (A),  lorsqu’on  y diminue 
de  l’unité  l’indice  des  fonctions  4 j ou  l’exposant  des  factorielles  corres- 
pondantes. On  obtient  de  cette  mauicre 


5C5— 3SCS-.0  .. 


m + p^m+p 

ce  qui  se  réduit  à * 


(*)  Ceci  C9t  le  texte  de  la  première  édition  du  présent  volume,  publiée  en  1800. 
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'EHM  3 

»+>— 7-  = <P  (m>p), 

équation  identique  avec  celle  qui  est  marquée  (t)  sur  la  page  379  du 
premier  volume  des  Exercices  de  Calcul  intégral,  où  M.  Legendre 

fait  fàx  ■—  r(/?),  notation  d après  laquelle  l’équation  ci-dessua 

deviendrait  , 

\n/  W . .... 

~ç»+P') 


La  meme  équation  est  reproduite , à la  j>age  7 du  second  volume 
de  1 ouvrage  cite,  mais  sous  une  forme  un  peu  plus  simple,  qui  résulte 
du  changement  de  x‘  en  x , par  lequel 

Q(m>P)  — fxm~' dar(i  — jt")1»  ' devient  £ fxn  'djr(r— x'jn~  ' ; 

et  si  l’on  remplace  ensuite  ~ par  m,  jj  par/>,  et  l’intégrale  par  ${m,p)t 
la  lettre  n disparait:  on  a simplement 


W 1 p — I 


Cm— PCP-,]  _ , . r(m)r(p) , 

— n»>w>  r(jr+p)— 

[m+p—  1]  ^ 

comme  on  le  déduirait  immédiatement  de  l’intégration  par  parties  , 
qui  donne,  entre  les  limites  x=o  et  x=i, 

fjcm~'<lx(i — xV— 1 = (P  OC  P aX  P 3) — 1 (.  . tr-\ 

' m(n»+i) (m-f-p—t)  ' ^9/’ 

Si  l’on  transforme  de  même  l’équation  (C)  du  n*  1202,  en  observant 
que  — — r on  aura  celle  qui  termine  la  page  280  du  pre- 


(*)  On  voit  qu'il  y a maintenant  trois  dénominations  en  usage  pour  désigher  la  même 
fonction  , savoir , faculté  numérique  , factorielle  et  gamma  ; car  M.  Legendre  énonce 
r (p)  Par  le  gamma  de  p.  La  seconde  dénomination  qui  est  univoque,  ainsi  que  la  troi- 
sième, a ce  me  semble  l'avantage  de  rappeler  une  analogie  remarquable,  tandis  que  cette 
troisième  n’exprime  qu'une  convention  purement  due  au  hasard  qui  a fixé  le  choix  de 
l'auteur  sur  la  lettre  r , plutôt  que  sur  tout  autre  signe. 

3.  61 
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mier  volume  des  Exercices  de  Calcul  intégral,  savoir, 

p p (n  — 77  «« 

\n/  \ n / "" * . m-jr  """  wlim* 

sin  — 
n 

L’équation  (Z?)(i20o),  qui  fait  connaître  la  fonction  4(~")  parles  fonc- 
tions 9,  conduirait  à l'équation  (*)  de  la  page  28a  du  volume  cité.  Si  l'on 
fait  d'abord  m — i,  que  l’on  mette  pour  9(n,  m)  6a  vaileur , qui  de- 
vient 1 (117»),  on  trouvera  sans  peine  q»e 

p . , u 

r(i)=„v/^(ïï  «M2»  Ô*Ç5»  0 9(n  — 1,  0, 

comme  on  le  déduirait  immédiatement  de  l'équation 


«W*. 

r(-v0 


en  . faisant  m=i,  puis  donnant  à p les  valeurs  1,  2,  3, r — 1, 

et  multipliant  entr'elles,.  membre  à membre,  toutes  les  équations  ré- 
sultantes de  ces  valeurs,  ce  qui  formerait  l'équation 


= ?0»  «M1»  *)*(>»  5) — 

Posant  alors  r = n,  et  se  rappellant  que  r = [o]  =c  1 , on  re- 
viendrait à la  valeur  de  rapportée  ci-dessus. 

En  laissant  à r sa  valeur  indéterminée,  on  obtient  la  formule 


G)' 


' »)*(>•  »)••••?(',  r— r) 

qui  ramène  la  détermination  de  T à celle  des  fonctions  9(1,  1)  > 
^(1,2),  etc.  , 

Si  l’on  remplace  dans  l’équation  ( D ) les  fonctions  4 Q)  , etc., 

par  - T , 2 r , etc.,  et  qu’on  réduise  ensuite  les  deux  membres,  on 


aura 
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d’où,  comme  à la  page  2~  du  second  volume  de  l’ouvrage  elle', 

•'  rG)r© 

iao4-  Le  chapitre  lit  de  \' Analyse  des  réfractions  astronomiques  est 
terminé  par  des  méthodes  pour  calculer,  soit  rigoureusement,  soit 
par  approximation  , la  valeur  des  factorielles  que  M.  Kramp  nommait 
alors  facultés  numériques j et  dont  il  a fait  un  grand  usage  dans  ce  Traite. 
Ses  procédés  dépendent  eu  graude  partie  du  développement  des  puis- 
sances des  polynômes  dont  les  Géomètres  Allemands  se  sont  beaucoup 
occupés  (Int.  20);  mais  pour  atteindre  ce  but,  M.  Legeudre  a pris 
une  route  différente.  Il  s’est  spécialement  attaché  à la  réduction  du 
nombre  des  transcendantes  contenues  dans  la  fonction  T(p)  , et  qui  sont 
toutes  renfermées  entre  deux  valeurs  de  p , ne  différant  que  de  l’unité, 
puisqu'on  a,  en  général, 

0“  T(p  + i)  ~ pT(p) , 

et  qu'on  peut  par  ce  moyen  àter  du  nombre  p tous  les  entiers  qui  s'y 
trouvent  contenus.  Il  sufüt  donc  de  déterminer  les  valeurs  de  la  fac- 
torielle [p5>  dans  l'intervalle  de  p~o  à p=fi.  C’est  aussi  ce  que  fait 
M.  Legendre,  qui  a formé  ses  tables  de  T(p)  depuis  p—  i jusqu’à 
p — a,  d'abord  avec  7 décimales,  à la  page  3oa  du  premier  volume 
des  Exeivices , etc.,  et  ensuite  avec  12,  à la  page  85  du  second. 

C’est  dans  cel  ouvrage  qu’il  faut  voir  le  détail  des  relations  multi- 
pliées, au  moyen  desquelles  l'auteur  a simplifié  le  calcul  de  scs  tables; 

je  roc  bornerai  à faire  observer  que  si  l'on  pose  —p,  dans  l'équa- 
tion (C)  du  n9  laoa,  elle  revient  à 

• lp]lt-p\  = Pii~L>  oui  r< 1 +/Or ( a— p)  = > 

et  sert  à calculer  les  valeurs  de  depuis  p — ï jusqu’à  p—i, 

lorsqu’on  les  connaît  depuis  p=o  jusqu'à  /j  = j. 

Pour  obtenir  celles-ci,  M.  Legendre  a d'aflfcrd recours  à la  formule 
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d'Euler,  rapportée  dans  le  n*  1008.  En  observant  que 


*[p+?\  = •0+?)  + 10+î— O'-'+He+O  + KpI» 

on  en  conclut 

i[p]  — 1[>+-Tj  — l(p+9)  — 104-7  — »)•••— I(E+ 0* 

et  qu’il  est  possible  de  parvenir  à 1 [p\y  lors  même  que  p est  assez 
petit,  si  la  série  du  numéro  cité  est  convergente,  sans  qu'il  soit  be- 
soin de  prendre  pour  q un  nombre  entier  bien  considérable.  Or, 
M.  Legendre  a remarqué  (Exercices , etc.,  t.  II,  p.  G3),  qu’en  faisant 
p-\-q~>  5,  les  sept  ou  huit  premiers  termes  de  la  suite  donnent  la  va- 
leur du  logarithme  cherché,  avec  ta  décimales  exactes.  I)e  plus,  il  a 
employé  l'interpolation  pour  resserrer  les  nombres  de  ses  tables. 

jaoô.  Pour  parvenir  h évaluer  des  intégrales  simples,  ou  à les 
comparer  entr’ellcs,  M.  Laplace  a quelquefois  considéré  des  intégrales 
doubles.  Voici  un  exemple  de  son  procédé,  sur  l'intégrale, 

JJe—‘'-'+*''dsdx. 

En  commençant  par  intégrer,  relativement  à la  variable  s,  on  obtient 
fdxfe-«>+*-:ds  = 

lorsqu'on  prend  pour  limites  s — o et  s=  infini;  mais  l'intégrale  du 
second  membre,  prise  aussi  depuis  x—o  jusqu’à  x infini,  étant  con- 
nue par  le  n°  11Û9,  on  a ce  résultat  final, 

ffe—4I+2'>dsdx  — — — — . 

n sin  - 
a 


Si  Ton  commence  les  intégrations  par  rapport  à la  variable  x,  qu'on 
lasse  pour  cela  sx"  = in,  d’où  = et  qu’on  différentie  en  regar- 

. fn 

danl  s comme  constante,  il  viendra  # 

dx  = ^ , et  JJe—^’+^âsdx  = 

_ J r" 

Soit  fait  ensuite  a = <",^>n  aura  an  = t , ds  = nt'1- ’df,  et» l’intégrale 
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double  ci-dessus  deviendra 

nfe~l'dnfe-l'in—'àt  = 

v nsin- 

n 

en  interverlissant  l’ordre  des  intégrales  dans  le  premier  membre , les 
limites  des  deux  intégrations  demeurant  toujours  (==o  et  / = infini; 
et  comme  la  variable  disparaît  dans  chaque  intégration,  l’équation  pré- 
cédente, qui  peut  s’écrire  ainsi. 


n(  fc->'àl)(  , 

n sin  - 
n 

fera  connaître  l'une  des  deux  intégrales  du  premier  membre , au 
moyen  de  l’autre. 

En  faisant  n=a,  il  vient 


?(/e-'’df)’  = = 1 , d'°“  akis/w. 


comme  dans  le  n*  1167. 

M.  Laplace  transforme  encore  les  intégrales  précédentes , en  chan- 
geant d’abord  n en  , d’où  il  résulte 

* n'fe-‘~dt - Sr-:yr.. 

•'■"(vy 

puis  l en  V~\  d'où 

n,fe-<’lr-'àt.fer-t‘trl—ràt  = 


■(V>’ 

équation  au  moyen  de  laquelle  tous  les  termes  de  la  série  d’intégrales 
fe—‘"l‘dt , fe~i“t*dl,. . .fe-^t'^dt. 


sont  déterminés  lorsqu’on  en  connaît  si  ce  nombre  est  pair,  ou  , 
s’il  est  impair. 

M.  Laplace  considère  aussi,  dans  le  même  endroit,  l’expression 
fe—^'fdt,  qui,  mise  sous  la  forme  fï'~m.e-,m+'imdt,  et  intégrée  par  par- 
ties, conduit  k 


/,S6 
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e — fm 


fe-‘'*'rdi  = — 


X 


i (n—m)(n — am — ■ ) „ 

^ ("»+0* 


{<*—  + ---  /*' 

• m-M  . . . 

, (n — m)(n— -un — i)(n — 3m — ■>) (n — rm-\-m — r+‘>)  . . 1 

(/»  J 

(n—m)(n—am—  Q. . .(«— rm— r+Q 

* (m-fi)'  •/  * 

r désignant  le  quotient  en  nombre  entier  de  n par  m-f-  i.  La  partie  dé- 
livrée du  signe  y s’évanouit  entre  les  limites  t—  o et  ( = infini;  l’in- 
tégrale disparaît  lorsque  «-+-  i = r(»i-f-  i). 

Il  est  d’ailleurs  à propos  d’observer  que  si  l’on  fait  e—‘m*'  = x,  il 
vient 

n — m 

yi— rd<  = _ -L-fùcQÇf*7, 

dont  nous  avons  rapporté  plus  haut  les  principales  réductions  décou- 
vertes par  Euler;  et  c’est  dans  ce  sens  que  M.  Legendre  ( Exercices 
de  Calcul  intégral,  1. 1,  p.  3or),  rapporte  à Euler  la  détermination  de 

l’intégraleyë— '’d<,  qui  n’est  que  la  transformée  de  j/dx^l^ 

iao6.  Le  passage  du  réel  à l’imaginaire  est  encore  un  moyen  qu’Euler 
et  M.  Laplacc  ont  employé  avec  succès , pour  découvrir  de  nouvelles 
intégrales  définies. 

Si  l’on  fait  z=.kj • dans  l’équation  ** 

i . a ....  p = fe~‘zràz  ( 1 1 59)  , 

elle  devient 

1.3 p = • 

et  Euler,  considérant  que  le  nombre  k n’était  assujéli  qu’a  la  seule  con- 
dition de  ne  pas  rendre  positif  l’exposant  de  e~ lf,  afin  que  cette  fonc- 
tion fût  toujours  nulle  lorsqu’on  supposait  infini,  pensa  qu’on  pouvait 
donner  à k une  forme  imaginaire.  Or,  si  l’on  prend 

k =■  y rfc  r V — 1,  d’où  e~>f  acs  e_w(cos rj  qp  V— ~î  si  11/7)  , 
on  tire  de  l’équation  posée  ci-dessus , 

p _____  • . _____ 

[//]  = (//  r \y — 1 y*'  fe~vjrfdj(cos  rjzjp.  \/ — 1 sin  rf). 

Pour  simplifier  le  second  membre,  faisons 

9= /cos  S,  r = /sin0,  d’où  /*=9*-|-r*,  tangô  = - , 
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puis  changeons  p en  p — 1 ; nous  aurons 


\_p  — i]  = /'(cospfl  d;  V" — i sin p8)  cos 17  sp  \/ — i sin  rj ) , 

et  en  séparant,  dans  celte  dernière,  la  partie  imaginaire,  de  la  partie 
réelle,  pour  en  former  deux  équations  distinctes,  nous  obtiendrons 

P—  1 

-y,-"  = CO&pfye—iyy-'djtOSrp  + S i n p§fc~,yJ  1 d/  s i 11  ry, 
o = sin  p§f<‘~”jr~'àj  cos  ry  — coapife~nj  !’~'ilj'sin  rj, 
d'où  il  est  aisé  de  conclure 

fe-ty-'âjcosiy  = — - , 

• " r-t 

r a-i  i • Lp— il  sinn# 

fe  sin  es  -t—jr, — “» 

résultats  très  - remarquables,  présentés  à P Académie  de  Pétersbourg 
en  »78r,  et  qui  seront  ▼érifïé.s  plus  loin.  >.  i.  , 

■ *j  ■ . ; , 

1207.  Considérons  encore,  avec  M.  Laplace,  l’intégrale 
Je~a'x’dx  coS  rx,  cotre  les  limites  x = o,  a-  = infini. 


En  'y  mettant  pour  cos  rx  l'expression  | fc"1  V7-^  4- c— ^ V7— . cetffe 

».  » i J ■ • , I . ».  Il  P ' . ' ’ • J r . 1.  ' ■ • * «,  i.' 

intégrale  devient 

iJe—a'x'+rr)/—\ djr-  ± fe~a'*'—r*V—'\)iX  •, 

mais  on  peut  faire  en  sorte  que  l'exposant  de  e,  sous  le  signe  /,  de- 
vienne un  quarré,  en  observant  que 

a'x*  — rx  \/ — 1 = T a'x'  — sarx  — 4-  ^-7-.— ~!  + — , 

v L 3“  4«  J ^ 4a1 

et  que  par  conséquent  « 

' **  ' f _ , V/~~Î'\  * 

ife—a'i'+nV—i djj  = e 4 “'fe  \ « / dx. 


Posant  donc 


’V — 1 , . i àt 

— — l,  d ou  dx  = — , 

n/7  f n 


l'intégrale  ci-dessus  deviendra 
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et  ses  limites  seront  t 


h-fir*  d‘. 

= > < = infini. 


Changeant  ensuite  le  signe  de  r,  on  aura  pour  l’autre  intégrale 


/e-‘,dr, 


et  ses  limites  seront 


nrt  " 


infini. 


Or,  cette  intégrale  ayant  pour  les  t négatifs  la  même  valeur,  au 
signe  près,  que  pour  les  t positifs,  on  voit  que  dans  la  première,  la 


partie  comprise  depuis  t = ■ 


rV/— < . 


jusqu’à  o,  complète  ce  qui  manque 


à la  seconde , qui  ne  commence  qu'à  t = - ; ainsi  la  somme  des 

deux  intégrales  équivaut  à a fois  l'une  d’elles,  prise  depuis  t = o 
jusqu’à  f=infini  ; et  prenant  la  valeur  de  fer~l'àl  entre  ces  limites  (*•67), 
on  aura  donc 

r»  1 

fe~«'*'dx  cos  rx  = \/îr.  • ^ 

v iao8.  Les  différentiations  relatives  à la  variable  r donneront  une 
suite  de  nouvelles  intégrales,  comprises  dans  les  formules 

r» 

fe-*'*'x'ndx  côs  rx  — ± — — — 

J 0/1 


aa  d rm 


dx  si  u rx 


t/i  <1’"+'.  * 
“P  aa  d r»“+ 


‘P 

i > 


le  signe  supérieur  répondant  au  cas  où  n est  paire,  et  le  signe  infé- 
rieur au  cas  contraire.  0 

Au  lieu  de  différentier,  si  l’on  intègre,  eu  posant 


fdrfe~°'*'dx  cosrx  = fe—a'*‘dxfdrCOSrx  = \Trfo  4“ 
on  trouvera 


~r~î7i  ±. 

aa’ 


de’ 


Vw/e  4“‘^=  Vw-/e-,,d/, 
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en  faisant  — = /.  Cela  posé,  la  dernière  intégrale,  prise  depuis  <==  o 

jusqu'à  / = infini,  sera  |\  ir\  mais  on  rend  t infini,  en  laissant  r fini  et 
supposant  a — o,  ce  qui  fait  disparaître  le  facteur  e~a'*'  dans  le  pre- 
mier membre,  et  donne  en  conséquence 

I : ■ . i 


/ 


d r,ipr.r  _ I 

a ’ 


prise  entre  les  limites  x=o  et  x infini. 


i2oq.  Le  passage  du  réel  à l'imaginaire,  par  lequel  on  a trouvé 
d’abord  les  expressions  des  deux  numéros  précédens,  peut  être  utile 
comme  moyen  de  recherche;. mais  sus  résultats  or»!  paru  avoir  besoin 
de  confirmation,  et  ML  Laplace  est  parvenu , saus  le  secours  des  imagi- 
naires, au  résultat  du  n*  1207.  • • --  • 

Eu  posant 

fc-a’*'dx  cos  rx  =f  , , 
et  diflërenliant  par  rapport  à r,  il  en  tire 


= — f e—a’*'xdx  s\nrx; 

. 1“  • :‘i  : * . 1 

puis  en  intégrant  par  parties,  par  rapport  au  facteur  e—“'’'xdx , il 
obtient 

„ — «'X1  _ Il’  * • ' • 

dr 


^ = - — — -sinrx — /ê— «■«•J x cos rx , 

(1r  0/1*  * 


ce  qui  revient  à 


‘\ 


dy r 


dr 


ou 


il 

dr 


, f 

H r = o 

I Q/»«  J 


lorsqu'on  suppose  x infini  dans  la  partie  délivrée  du  signe  f. 

L'equatiou  ci-dessus,  entre  les  variables  y et  /■,  a pour  intégrale 

r» 

y = Ce~&i 

Celant  une  constante  arbitraire  qu’on  peut  déterminer  par  la  Valeur 
que  prend  y lorsque  r=o,  savoir, 

/«— '■  ('>67); 

on  a donc,  comme  dans  le  numéro  1207, 

r * 

, ...  « <'■*  V*  ‘ • ’ 

fe~“'*  dxcosrx  — . . 

J art 


3. 


6a 


* CHAP.  VI.  RECHERCHE  DES  VALEURS 
Ici  se  montre  un  nouvel  artifice  d’Analyse , qui  consiste  à former  entre 
les  intégrales  definies  et  quelques-unes  des  constantes  (|n  elles  con— 
tiennent,  des  équations  différentielles  que  l'on  puisse  intégrer.  C’est  par 
cet  artifice  que  M.  Poissou,  dans  le  i6*  cahier  du  Journal  de  l’Ecole 
Polytechnique , où  il  a publié  des  recherches  fort  étendues  sur  les  inté- 
grales définies,  a vérifié  les  jàtux  résultats  trouvés,  d’après  Euler,  dans 
le  n*  1206. 

En  posant 

yj,‘-»‘Jcr->dj-cos  rx  ~f , f e~^’xF~'dx  sin  rx  =u  r , 

. 1 

et  différentianl  par  rapport  à r,  il  obtient  les  équations 

’j'-  = — /l— "x'dxsin  rx , ^ = Je~1”jfdxcosrx. 

L’intégration  par  parties,  de  leurs  seconds  membres,  composés  de  trois 
facteurs  variables,  s'effectue  par  la  formule 

fuvdt  = Hiv  — ftvdu  — ftudv  , 

tirée  de  l’équation 

. • d . tuv  = uvdl  -f-  rvd«  -f-  tudv  y 

et  par  rapport  au  facteur  e~**dx,  donne 

, > ■ • 

fe~*’ jc'dx  sin  rx  = — - e~i’xf  sin  rx  ) 

<t  l 


-)-  r-fe~<’xfàx  cosrx  -f-  ^fc~'mx?~'àx  sinr.rj 


fe~'’xFd.ccosrx  = — - e ^J^cosrx 

• 9 . • f. 

— f ft^x'dx  sin  rx  -f-  ?fe~Klf"~’dxtOS  rx  j 

La  partie  délivrée  du  signe  f s’évanouit  dans  chacune  de  ces  expres- 
sions,. les  limites  étant'  x = o , x = iufini,  p et  y étant  des  nombres 
positifs.  Par  cette  considération,  on  déduit  de  ce  qui  précède, 

dy  y d*  p 

d r ~ q dr  q * 

^ = idy  + pr. 

d r - q dr  ‘ q-'  ' 

et  si,  par  l’élimination  r on  transforme  ces  éqnatious  en  d’autres  qui  ne 
contiennent  qu’une  seule  des  différentielles  dj  et  dz}  dégagée  de  tqut 
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coefficient  (619),  il  Tiendra 


49» 


> OU 


Î4r  + /’(7tang<-+-  a)dz  = o fi), 

da  + />(  slang/— j)it  = o. ...  .(a), 


* + î(ï-')&— 

en  faisant  attention  que 

A = d.arc(ung=r-), 
et  posant,  en  conséquence,  ^ = tang/. 

Multipliant  ensuite  l’équation  (1)  par  y , l’équation  (a)  par  ; 
tant  les  produits,  on  trouvera 


*r 


et  ajou- 


jdy  + ads  ■+■  (j*-f-a*)^d/ lang/ r»  o, 


d'où  l’on  tirera 


yây  -f-  zâz  pàt  ain  t 

co st  9 


équation  ayant  pour  intégrale 

*1  (j*+s‘)  = P 1 cos/-f- 1^,  ou  y*  + s*  = A‘  costv (5). 

Revenant  encore  aux  équations  (1)  et  (a),  pour  multiplier  la  pre- 
mière par  s , la  deuxième  par  y , et  retranchant  le  premier"  produit  du 
second,  on  aura 

jds  — sdy  — {y-  4-  s>d*  = o , ou  =1=  pdl , 

équation  dont  l’intégrale  est 


arc(tang==|)  ==/>/  + 5 (547),  ou  j = tang  (pt  + 5). . . .(4) , 

B étant  encore  une  constante  arbitraire. 

Pour  déterminer  celle-ci,  il  suffit  cfbbserver  que  si  l'on  fait  r=o, 
ce  qui  donne  /==©,  z s’évanouit,  mais  non  pas  y,  et  qu’ainsi  il  faut 
que  B— o,  et  que  par  conséquent  z=y  langez. 

Avec  cette  valeur,  l'équation  (5)  devient 

y*[  1 -4-  (tang/i/)*]  = A'  cos  lv,  d’où  y îf=  Acast f çospt; 

et  A représente  la  valeur  que  prend  y lorsque  t = o : or,  dans  ce  cas, 
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il  se  réduit  à 'dx,  que  la  supposition  de  qxxxu  change  en 

l/e— «r-du  = 1 \p  — i]  (n5g)  , 

puisque  les  limites  de  u sont  les  mêmes  que  celles  de  x.  Telle  est  In 
valeur  de  A , de  laquelle  il  résulte  enfin 

S 

en st»,  '-J  , cos/' r '“i  . 

4 = -jT  tP~  «je0»/1'»  Z SB 

expressions  qui  rentrent  dans  celles  du  n°  iao6,  lorsqu’on  change  t en  0, 
en  observant  que 

/ = %/'/*-+-'•’  = 7.  0 + ta,,g0*  = ~t- 

• * 

jaio.  Les  formules  précédentes  offrent  encore  une  conséquence  re- 
marquable; c’est  l’évaluation  des  intégrales  /d.rcosrjr  et  /dxsinrx, 
prises  entre  les  limites  x — o et  ar=infini.  Pour  y arriver,  il  Suffit 
de  faire 

p—t  T 

P — ' , 7 = 0,  d’où  iUrésultc  [/? — i]  = i , fl=  - , /=r, 
et  par  conséquent 

^ /dx  cos  rx  — o , /dx  sin  rx  = 

rat  i.  C’est  parla  considération  des  intégrales  doubles,  que  M.  Laplace 
a obtenu,  entre  les  limites  x—o  et  x = infini,  la  valeur  de 


/ 


dx  cos  rr 
i + x*  3 

qui  n’est  qu’un  cas  particulier  de 

’d.r  cos  ax 


P 


î +x  1 


que  M.  Poisson  fait  dépendre  de  l’équation  différentielle 


d^v 

du  - -r 


O, 


dans  le  Mémoire  cité  n*  iaog.  Je  me  bornerai  ici  à développer  le  cas 
où  n = i , qui  est  suffisant  pour  faire  connaître  l’esprit  de  la  méthode. 
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En  posant 

/drcisoc  II  . dy  /'•rdrsin  ax 

— — > dou  dt 

d’y  r x*dj-  cos  ax  r.  rAx  cos  ax 

» “ -J  j+x*  ■ =-  f^cosax  + J -- 

/d  r çiWnjc 

1 + -r*  ’ 

en  vertu  du  numéro  precedent,  on  a l’équation 

g?.  — J = o,  et  y = Cc‘  + Ce—  (604), 

C et  C étant  deux  constantes  arbitraires. 

Pour  les  déterminer,  M.  Poisson  observe  d’abord  que  cos  ax  ne 
pouvaut  jamais  surpasser  l’unité,  quel  que  soit  a,  il  s’ensuit  que 

•r 

limite  qui  est  indépendante  de  a,  et  ne  peut  devenir  infinie  en  même 
temps  que  cette  lettre,  et  que  par  conséquent  l’expression  de  y ne 
doit  pas  conleuir  la  fonction  e‘;  on  a donc  seulement 

y=C'e-; 

mais  lorsque  a =0,  ^ — ~ > donc 

/dx  cos  ax x _a t 

1 -f-x*  a ( ne*  9 % 

ainsi  que  l’a  trouvé  M.  Laplace,  cl  d’où,  par  la  différentiation  rela- 
tive à la  lettre  a,  il  a conclu 

/.rcl  r sin  o r t 

i+x“  aë*  ' 

(*)  On  peut  déterminer  en  meme  temps  les  deux  conseilles  C et  C parla  considération 
des  valeurs  que  prennent^»  et  ^lorsque  a=o;  car  si  dans  l’intégrale^  — — “T"  » 

on  fait  ar  = »,  il  vient  ^ = — Ç , que  la  supposition  de  a —O,  réduil  à 

= — "—^(.inoS)-,  et  l’expression  y = Ce*  -+-  C'a-*  donne  pour  y et 

5^ , dans  la  même  circonstance , 

a a 

C+C'  = -,  et  C—C  = — 
a a 

d’où  C=o,  et  C = - , comme  ci-dessus. 

a 
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Faisant  ensuite  x = — , dans  l'équation 


oq  en  déduk 


/d.r  cou  o.c  _ » 
i ■+■  x"  ac“  * 

/dfeos-»  „ . 

m pat  cos  rt jr_ 

j + " V m'  + t*  a«"  ’ 

m* 


<în  posant  — = r;  et  on  tire  de  là 

/dt  cos  rt 

les  limites  de  t étant  et  et  l'infini. 

La  différentiation  relative  à r donne 


a me"'  ’ 


/tàt  sin  rt 

m*+t*  ~i 


iaia.  Par  cette  détermination,  M.  Legendre  ( Exerc.  de  Cale.  lÿt. , 
t.  II,  p.  ia3),  s'élève  à celle  de 


/“  ids  sin 

m*  -J-  i*  i — ar  et 


i atu  + r*  * 

entre  les  limites  s = o et  2=infini.  En  développant,  suivant  les  puis- 
sances de  /■,  le  second  facteur  de  l’intégrale,  il  trouve 


i — ar  cos  aaz  + r* 


: sin  iaz  -f-  r sin  \az  -f-  r*sin6«3  -)-  r3  sin8<ïs  + etc; 


or,  ce  développement  étant  multiplié  par  le  premier  facteur  de  l’in- 
tégrale , conduit  à des  termes  compris  dans  la  formule 
* 

/zds  sin  Itz  x %■  _Jh> 

m*  4-  **  * ae*"  a ^ 

faisant  donc  k = aa,  etc.,  il  obtient 


/■  zd  si. 

m*  -f-  i — ar  et 


sin  üaz 


cos  2/z z 4“  r* 


X t _ 

: ~ (e 
O ' 


? «• 


■ re~t4m  -f-  r*e~Um  etc.) 
...(a). 


F.n  changeant  le  signe  de  r,  on  aura 

zdz 


/*  zdz 

m*  4*  za  î 


4“  ar  cos  aaz  + r* 


4“  r 


•(*)• 
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Posant  ensuite  rz=i  dans  les  deux  valeurs  , ou  en  de'duira 

/ïdrcnlns^  x . . * ÇtAz  tans  az  x . 

m’  -+*  t*  e**” — i V‘  > » y m‘  -f-  i*  u J"  ■+•  , " ‘ * ’ ‘ ' ' ' * 

en  observant  que 

2 — acos  auz  = 4(sin  as )*,  a -f-  acos  aus  = 4(cos  us)*. 

iai3.  M.  Legendre  prend  la  somme  des  équalious  (a)  et  {b) , et  la 
réduction  au  même  dénominateur  le  conduit  à 

/’  zdz  (a  + ar*)  sin  ans  xe’‘* 

m*  -f-  t*  ‘ (i  -f-  r*)*  — 4r*Ccos2aî)*  — r*  ’ 

et  comme  (cos  aui)‘  = j -f-  { cosmos,  le  premier  membre  se  change  en 

i . ( id»  »in  ans 

^ ' **  1 ' J m*  -f-  s*  î — ar*  coz^az  -p  r* 

si  l'on  écrit  alors  r au  lieu  de  /•*,  a au  lieu  de  au,  on  obtient  l'équation 

rdi  sin  az  h*  «*“ 


f- 

J m 


m*  -J-  i*  i — ar  cos  au*  -f  r* 
et,  pour  r=i, 

zdz 


i -f  r — r* 


/*  zdz  i 

m*  -f-  z%  sin  az  e'a” — i * 


•(/)• 


iai4-  En  multipliant  par  /\ràa  les  deux  membres  des  équations  (u) 
et  (b),  et  prenant  les  intégrales  pâr  rapport  à la  lettre  u,  M.  Legendre 
trouve 

dz 


f 1 (<+'•*— S'-cosauz)  s=  ~ 1 (i— ,c— ) (g), 

f 1 ( l-K*+arOOSa<«)  = i|(,+re-“ •) (/.); 


niait  pour  parvenir  à l’équation  (g),  il  faut  observer  que 

# 

l<r.4rda r e !4".armda 

e‘4,n  — r m , — re-**"  * 

et  qu’on  ne  doit  point  ajouter  de  constante  au  second  membre,  parce 
qu'ils  deviennent  tous  deux  identiques  quand  u=o,  à cause  qu’entre 
les  limites  s=o  et  z=  infini , on  a 
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— — — - 1 (n  — /■)*  = 1 1 ( i — r)  = W I ( î — r) , 
m • + i*  ' ' ' J am  m ' ' ’ 


valeur  qui  est  précisément  celle  que  prend  le  second  membre,  dans  la 
même  circonstance.  Ou  voit  par  là  ce  qu'il  faut  faire  pour  obtenir 
l'équation  (A).- 

La  supposition  de  r—  î change  l’équation  (g)  en 

f—TT — ; 1 (a  — acos  a az)  = — 1 (i  — e~“m)  ; 

en  mettant  pour  a — acosaa;  sa  valeur  4(s'nfla)*,  le  premier  membre 
devient 


f a 1 (asin  az)  = a f — ; 1 sin  az  + al  a f- — ^ — ; 

, = a f- — , 1 sin  «3  -f-  -la; 

et  reportant  celte  dernière  valeur  dans  l’cqualion  précédente,  on  en 
lire 

» «n  « = -- 1 ('-=£=) (*> 

J m'  +z'  am  V.  a / ' * 

On  trouverait  de  même,  par  l'équation  (A), 

r~~  1 cos  ar  = i 1 (L+ C!T) (A). 

En  retranchant  celle  équation  de  la  précédente,  on  arrive  aisément  à 


f 1 tang  az  — —-  1 (J--  -Y 

J ni * -f-  t 6 am 


Enfin  , les  équations  (#)  et  (A)  étant  dificrenliées  par  rapport  à r , 
donneront 


/: 


dz 

m4  z* 

d 

m‘  -J- z4  î r5*  -f-  ar  c<w  ±az 


r — cos  aoz 
- r* — ar  cos  aaz  * 
r cos  aat 


am 


■ •••(«)» 
•(*)» 


iai5.  Nous  avons  rapporté  toutes  ces  formules,  pour  montrer,  par 
les  conséquences  d’un  seul  résultat,  obtenu  dans  le  n*  îau,  la  fécon- 
dité des  formules  de  ce  genre.  Celles  qui  sont  placées  sous  les  désigna- 
tions (c),  (//),  ( f ),  (0,  (A),  (i) , très- remarquables  dans  la  théorie 
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des  intégrales  définies,  comme  l’observe  M.  Legendre,  sont  dues  à 
M.  Georges  Bidone,  et  font  partie  d'uo  travail  considérable  qu’il  a pu- 
blié sur  ce  sujet , dans  les  Mémoires  de  l’Académie  de  Turin,  année  1 8 1 2. 
11  y a fait  entrer  aussi  la  plupart  des  intégrales  dont  nous  nous  sommes 
occupés  antérieurement  à celles-ci,  et  auxquelles  il  est  parvenu,  en 
n’employant  que  la  comparaison  des  divers  développemens  en  séries 
dout  est  susceptible  la  fonction  à intégrer.  Cette  méthode  parait  plus 
élémentaire  que  les  considérations  variées  dont  nous  avons  fait  usage; 
mais  elle  exige  d’assez  longs  'calculs;  c’est  pourquoi  je  renverrai  le 
lecteur  au  Mémoire  de  M.  Bidone. 

Dans  la  même  collection  académique  (tome  XXIII,  pag.  295),  ce 
géomètre  a donné  des  formules  finies,  qu’il  annonce  commeexprimaut 
d'une  manière  très-approchée  les  transcendantes  elliptiques 

/d*  fdzy/i—  t'z'  f éz 

V (1— «***K‘— «’) * J V * J ( 1 j/ ( 1 —z')7i * 

prises  <^uis  5 = 0 jusqu’à  z = i.  Il  est  à desirer  qu’il  en  fasse  con- 
naître les  fondemens,  qu'il  n’a  pas  jugé  à propos  de  publier  en  même 
temps. 

1216.  En  1814,  M.  Caucby  a présenté  à l'Institut  un  Mémoire  sur 
les  intégrales  définies,  dans  lequel,  en  faisant  usage  delà  considération 
des  intégrales  doubles,  il  est  parvenu  à plusieurs  remarques  impor- 
tantes. Ce  Mémoire  n’est  encore  connu  du  public,  que  par  l’extrait 
qu'en  a donné  M.  Poisson  , dans  le  Bulletin  des  Sciences,  par  la  So- 
ciété Philomatique  (année  1814,  p.  i85),  et  dont  j’ai  tiré  ce  qui  suit. 

En  désignant  par  Y une  fonction  quelconque  de  la  variable^,  sup- 
posée elle-même  fonction  des  deux  variables  x et  3 , M.  Cauchy  posa 
l'équation 

ds  dx 

facile  à vérifier.  Si  on  la  multiplie  par  dxdi,  et  qu’on  l’intègre  suc- 
cessivement par  rapport  à x et  par  rapport  à 3,  ce  qu’il  faut  faire  dau?  un 
Ordre  différent  pour  chaque  membre,  on  obtiendra  l’équation 


Le  premier  membre  ayant  déjà  subi  l’intégration  relative  à e,  doit 
3.  C3 
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cire  pris  entre  les  limites  ossifiées  à te l te  variable  ; par  la  même 
raison,  le  second  doit  l'être  entre  lus  limites  assignées  k x.  Si  donc 
on  a . 

Y%  ~ f(jr>  rK  *=  •)> 

*•  ' i * * î • . : 

que  a et  a’  soient  les  limites  de  x,  b et  V celles  de;,  il  viendra 
/f(x,  b')àx—f((x,  b)Ax  = /F(W,  c)ds  t)da (,). 

Celte  relation  entre  quatre  intégrales  définies,  parait  devoir  offrir 
beaucoup  de  combinaisons  pour  en  découvrir  de  nouvelles  valeurs.  De 
plus , en  y faisant  y = m -f-  n y/—  i , et  séparant  la  partie  imaginaire 
de  la  partie  réelle,  dans  le  résultat , l’auteur  le  partage  en  deux  autres 
équations,  ce  qui  multiplie  les  chances  de  succès.  Cependant,  parmi 
les  nombreux  exemples  qu'a  rassemblés  M.  Cauchy  , dans  la  première 
partie  de  son  Mémoire,  M.  Poisson  n’a  remarqué  aucune  intégrale  qui 
ne  fut  déjà  connue;  le  mérite  de  son  procédé  parait  consister  princi- 
palement en  ce  qu’il  est  très-général  et  très-uniforme. 

Le  passage  du  réel  à l’imaginaire  conduit  immédiatement^^  un  des 
résultats  les  pins  généraux  obtenus  par  M.  Cauchy'  ; mais  la  manière 
dont  il  y parvient  a i ajmitage  de  montrer  les  exceptions  de  ces  for- 
mules, ce  qui  prouve  que  remploi  de  l’expression  imaginaire  1 

n’est  pas  toujours' -légitime. 

Une  observatiou  très-digne  de  remarque , est  celle  qu'a  faite  M.  Cauchy, 
sur  les  restrictions  qu’on  doit  mettre  à l’équation  (i) , qui  lui  ont  ap- 
pris que  lorsqu'il  s'agissait  d'intégrales  définies,  il  n’était  pas  toujours 
indifférent  de  changer  l’ordre  dus  intégrations,  comme  lorsque  les  in- 
tégrales sont  indéfinies  (■'>19),  et  qu’en  variant  cçt  ordre,  on  trouvait 
des  résultats  divers,  si  la  fonction  soumise  aux  signes  / devenait  J , 
pour  des  valeurs  de  x et  de  s comprises  entre  les  limites  assignées  à 
ces  variables. 

Cela  s’explique  en  observant  qu’une  fonction  de  deux  variables  est  vé- 
ritablement indéterminée,  qnand  elle  se  présente  sous  la  forme  ;,  pour 
des  valeurs  particulières  et  simultanées  a.  et  fi  de  ces  quantités  (i5â); 
parçe  qu’alprs,  si  cette  fonction  est  représentée  par  $(x,  x),  l’intégrale 
ffl(x,  z)d.rdz  comprend  un  élément  9(1,  /Sjdard c susceptible  de  dèu* 
valeurs , suivant  l'ordre  dans  lequel  on  fait  les  changemeos  de  x en  a 
et  de  z en  j3. 

« A cette  remarque  de  M.  Cauchy,  on  doit  ajouter  ( dit  M.  Poisson)  ■* 
a que  l'une  des  deux  valeurs  de  p(e,  3),  correspondantes  à x~  a, 
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»■  s s=  (3,  doit  être  infinie;  car  si  elles  étaient  toutes  deux  finies,  on 
« pourrait  négliger  l’élément  ?(«,  j8)drdi,  sans  que  l'intégrale'....... 

» s)cLrdz  en  fût  altérée;  et  alors  sa  valeur  serait  encore  la  même, 

h quoiqu’on  eût  effectué  ( intégration  dans  deux  ordres  difl'érens. 


» M.  Cauchy,  après  avoir  indiqué  les  cas  où  l'équation  (i)  devient 
u fautive,  détermine  la  quantité  A , qu’il  faut  ajouter  à l’un  de  ses 
» membres  pour  rétablir  l’égalité.  Il  fait  voir  que  celte  quantité  est 
» expnimée  par  une  ou  plusieurs  intégrales  simples,  qu’il  nomme  in- 
» Jcgtales  singuliè/vs ; ce  sont  des  iulegrales  prises  daus  un  intervalle 
« infiniment  petit,  d'une  fonction  contenant  clle-niéme  une  qnantitc 
» infiniment  petite,  qu’on  ne  doit  supprimer  qu’après  l’intégration.  Ces 
» intégrales  ne  sc  présentent  pas  ici  pour  la  première  foi»;  on  en  ren- 
n contre  une  semblable  dans  la  détermination  du  mouvement  d’un  corps 
h pesaut  sur  une  courbe  donnée,  lorsque  le  mobile  approche  d’un  point 
n où  la  tangente  est  horizontale.  S’il  en  est  à une  distance  iufinimeut 
u petite,  et  que  sa  vitesse  soit  nulle,  le  temps  qu'il  lui  faudrait  pour 
u l'atteindre  a une  valeur  Gaie,  exprimée  par  une  intégrale  de  l’espèca 
n dont  nous  parlous.  Le  propre  de  ces  intégrales  est  d’étre  indépen- 
» dantes  de  la  forme  de  la  fonction  soumise  à l’intégration;  ainsi  dan» 
» l’exemple  que  nous  citons,  la  valeur  du  temps  ne  dépend  pas  de  l’équa- 
» lion  de  la  courbe,  mais  seulement  de  la  longueur  du  rayon  de  cour- 
» bure  au  point  que  l’on  considère,  et  c’est  uiie^irconstauce  semblable 
h qui  permet  à M.  Cauchy  de  donucr,  sous  une  forme  très-simple,  la 
» valeur  générale  de  la  quantité  A. 

n Ce  que  le  Mémoire  dont  nous  rendons  compte  renferme,  selon 
» nous,  de  plus  curieux,  c’est  l’usage  que  l’auteur  fait  des  intégrales 
u .singulières,  pour  exprimer  d’autres  intégrales  prises  eutre  des  limites 
n finies.  Cette  manière  indirecte  de  les  obtenir  ne  doit  pas  être  pré- 
» férée  aux  méthodes  ordinaires,  mais  elle  n’en  est  pas  moins  très- 
n remarquable  cl  digne  de  l'attention  des  géomètres.  Il  obtient  par  ce 
)>  moyen  les  valeurs  de  quelques  intégrales  qu’on  n’avait  pas  encore 
n explicitement  considérées,  mais  qui  rentrent  dans  d’autres  intégrales 
» déjà  connues,  ou  qui  s’en  déduisent  assez  facilement. 

» Par  exemple,  M.  Caucliy  donne  la  valeur  de 


» 


/ 


cos  è r 
coi  ax 


dx 

7+“?» 


» prise  depuis  J=t=0  jusqu  a j ; or  elle  esPcomprise  dans  celle-ci  : 

/’  sin  f.r  sin  aitr  dx 

!-(•!<  Ct)S  ÏOX  + «'  l -f-  X*  ’ 


r 
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» dont  ou  obtient  la  valeur  en  la  réduisant  en  série  suivant  les  puis- 
» sanees  de  a,  ainsi  que  M.  Legendre  l'a  pratiqué,  relativement  à une 
» intégrale  un  peu  moins  générale  (celle  du  n*  laia).  L'intégrale  de 
» M.  Cauchy  se  déduit  de  celle  que  nous  citons,  eu  y supposant  a = t, 
» c=a- \-b,  et  faisant  ensuite  les  réductions  convenable»  (et  ens’aidant 
w aussi  de  l’intcgrale  du  n®  i ai  j).  » 

1317.  M.  Legendre  s’est  occupé  de  celle  intégrale  et  de  ses  ana- 
logues, dans  la  cinquième  partie  des  Exercices  de  Calcul  Hf. 

Il  a consacré  les  trois  derniers  paragraphes  de  celle  partie  aux  foni- 
tions  produites  par  le  développement  des  expressions  (i— axa -fs*)-.' 
et  (i-J-u'-aacostp)— , qui  se  présentent  dans  les  recherches  sur  le 
*' sterne  du  monde,  et  par  rapport  auxquelles  il  avait  trouvé,  depuis 
long-temps,  des  théorèmes  nombreux  et  remarquables,  concernant  les 
iutégrales  définies. 

Dans  la  même  partie,  il  fait  connaître  deux  circonstances  très- 
singulières  dans  la  marche  de  ces  intégrales.  i\ Une  même  intégrale 
par  un  changement  infiniment  petit  de  l’une  des  quantités  dont  elle 
dépend , prend  quelquefois  des  valeurs  qui  diffèrent  d’une  quantité  fi- 
nie, et  il  en  donne  l’exemple  (p.  178)  sur  l’intégrale 
dont  les  valeurs  correspondantes  à 

a = i)d  — » , 

a = (aA  + 1 }b, 

a = (a* -f-  i)i  + «, 

® désignant  une  quantité  infiniment  petite. 

a”.  « Toutes  les  fois  qu'une  intégrale  passe  par  l’iofini  avant  d’ar- 

* river  à la  valeur  finie  qu  elle  obtient  pour  une  limite  déterminée,  on 
» ne  peut  exécuter  sur  cette  intégrale  définie  les  différentiations  rela- 
« tives  aux  constantes  arbitraires,  qu’après  s’être  assuré  que  les  infinis 
« qu.  composent  les  deux  parties  de  l’intégrale  définie  ne  rendront  pas 
» défectueux  les  résultats  de  la  différentiation  de  cette  intégrale  (p.  aw} 

» — ai5)  »,  et  il  en  donne  pour  exemple  l’équation 

• /’xttx  sin  x , , 

J cos x—a* 'ir,9§(a  + a<0  (p.  ai3), 

dans  laquelle  n = cosG,  et  d’où,  par  des  différentiations  relatives  à la 


sont 


T**  + ï», 


e * — é~  * 9 


— 1 ^ 
ï"*» 


/CP3  ax  jrd.v 
sin  fix  i -f- j?  * 
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lcUrc  a y on  déduirait  les  équations 

/’ .rdr  5in  x * /'xdxsini  jrr 

(cosx — a)‘  i+o’  J (cosx—aY  (i+o)1’  '* 

dont  il  a démontré  antérieurement  que  les  premiers  membres,  pris  de- 
puis j?=o  jusqu'à  x—7T,  limites  de  l'intégrale  primitive,  sont  infinis. 

Pour  expliquer  celte  difficulté  , M.  Legendre  chaoge  successivement, 
dans  l’équation  d'où  il  est  parti,  a eu  a— ta  et  ce  qui  lui  donne 


f. 

A 


xdx  ain  .g 
cos  x — a+» 
rdx  sin  x 


J cosx- 

dont  la  différence 


— — vrl(a-{-2  a — a»), 
as  — -»l(a-j-2<i  + a»), 


conduit  à 


r xdx  sin  x _ , t -+-  a 4-  » 

20)  / ; r- : = — 7T  I — , 

J (cosx — a)’—»  1 -t-  a — » 


/■  rd  r sin  r 
(cos  x — a)' 


— 7T 


i a ’ 


lorsqu’on  supprime  les  puissances  de  a>  supérieures  à la  première;  mais- 
celle  omission  n’est  pas  permise  dans  le  premier  membre,  parce  que 
dans  l’intervalle  de  cosx  = n — u à cosx=a-t-oi,  la  quantité  soumise 

au  signe  / passe  par  l'infini , et  que  l’intégrale  J' a » dans 

cet  intervalle,  une  partie  négative  dont  la  valeur  est  infinie, «t  détruit 
l'infini  positif  qui  résulte  des  deux  autres  parties  de  l’intégrale,  de  sorte 
que  la  différence  demeure  finie.  C’est  dans  l’ouvrage  même  de  M.  Legendre’ 
qu'il  faut  voir  les  calculs  qui  fondent  cette  solution;  en  exposant  les 
difficultés,  je  n’ai  eu  pour  but  que  de  montrer  combien  le  sujet  est  épi- 
neux. Les  détails  dans  lesquels  je  suis  entré  prouvent  assez  d'ailleurs 
combien  il  est  fécond,  et  que  si  l’usage  des  intégrales  défiuies,  daus  les 
applications,  continue  à s'étendre  comme  il  l’a  fart  par  les  recherches  do 
M.  Fourier,  sur  la  chaleur,  de.MM.  Poisson  et  Cauchy,  sur  le  son 
et  sur  les  ondes,  il  sera  nécessaire,  pour  la  pratique,  de  construire 
des  tables  où  toutes  les  valeurs  connues  des  intégrales  définies  soient 
classées  par  ordre  , d’après  la  forme  de  ces  intégrales  , leur  origine  , 
on  quelqu'autre  caractère  qui  en  rende  la  recherche  facile.  Laruleti 
avait  déjà  présenté  un  essai  de  celte  table,  à la  suite  de  la  deuxième 
partie  de  ses  Mathcmalica!  Memoirs ; M.  Bidouc  en  a placé  un  autre 
à la  fin  de  son  grand  Mémoire  sur  Jes  intégrales  définies. 
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i)«w<rit»pro-  1218.  La  formule  yV,_,dx(i  — x"'/,  égale  à \.P;  QQ>  enlre  les  li- 

piaiirralaerlts  , , 11 

mirgraïc*  qui  mites  x=  o et  x=i  ( 1160),  se  rencontre  fréquemment  dans  la  re- 
t*  ^ cherche  de  la  probabilité  des  événemens  futurs,  d'après  l’observation 
nnmbcrs.  des  evénemens  passés  ; les  nombres  m el  py  qui  dépendent  de  ces  der* 
niers,  sout  alors  tellement  grands,  qu’il  est  impossible  d'effcclucr 
la  multiplication  des  facteurs  dont  est  formé  le  produit  qui  exprime 
cette  intégrale. 

On  a recours,  dans  ce  cas,  b une  approximation  qui  fait  connaître 
les  premiers  chiffres  de  ce  produit,  el  qui  suffit,  parce  qu’il  ne  s'agit 
qui?  de  rapports  d'intégrales  semblables  à la  proposée.  Les  formules 
du  11° j 008  donnent  immédiatement  cette  approximation',  mais  RI.  Laplace 
l’a  dééu  ile  aussi  d’une  théorie  générale,  dans  laquelle  il  s’est  proposé 
l’évaluation  des  fonctions  de  grands  nombres,  et  dont  nous  allons  donner 
un  extrait. 

Le  principal  objet  de  ccs-  recherches  est  d’obtenir  les  intégrales  des 
fonctions  différentielles  renfermant  des  facteurs  élevés  à de  grandes 
puissances,  par  des  séries  d’autant  plus  convergentes,  que  les  exposans 
de  ces  puissances  sont  plus  considérables. 

Soit  _^dr  = u'u,J’u"'* fôx  la  différentielle  à intégrer  entre  les  li- 
mites x = 0 et  x = 0',  11,  «',...9,  désignant  des  fonctions  de  x, 

et  s,  s’,  sH,  etc.,  des  nombres  très-grands.  En  représentant  par  Y ce 
que  devient^,  lorsque  x devient  9,  nous  ferous  y = Ye~‘,  e étant  le 
nombre  dtmt  le  logarithme  népérien  est  l’unité  ; nous  tirerons  de  là 
y . , 

/ = J — , et  considérant  x comme  une  fonction  de  I , nous  aurons. 

V * • 


X 


d°r  /•  d’r 

ch*  1 . a *•”  <k3 


t 1 

i a.3 


+-  etc. 


t 


en  observant  de  faire,  après  les  différentiations,  t—o,  valeur  qui  ré- 
pond à celle  de  x=0  et  qui  change  y en  Y.  I/équation  < = ly  con- 
duisant à dr  = — ^ , on  aura  ^ = — ’-Vy,  expression  dans  laquelle  d y 
introduit  au  dénominateur  les  cx-posaus  s,  s1,  s",  etc.  Si  l’on  fait,  pour 
abréger,  -—y  ^ = v,  il  viendra  dt  = ^;  et  cette  équation  fournira 
le  moyen  d’exprimer  les  coeüiciens  différentiels^1-,  , etc. , par  t>, 
jr|.,  etc.,  en  traitant  «>  comme  une  fonction  de  x,  et  x comme  une 
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1 fonction  de  i : on  trouvera 


cl\r  cK'  dx vdv 

* d<“  dx  Al  dx  3 

d.rd.vdvdx  rd . i d . i-dv 
dx*  cil  ““  3T  » 


d.vdv  dx  vd.vdv 

dx*  dt  dx‘  ’ 


r • • i d*x  vd.id.v. . .dv  — , . 

tn  general , on  aura  — = — , en  supposant  dx  constant  dans 

le  second  membre;  et  représentant  par  V ce  que  devient  v quand  x 


est  e'gal  à 8 , ou  t égal  à zéro , 
puis  on  obtiendra 


va.va.v.  ..dr 


sera  ce  que.  devient 


, rx  ' , r&V  t*  7' A. r AV  c , , 

x = fl  + ^t  + ^_4-_F__  + ctc., 

A i . f i AV  t , A.VAV  <*  , , ) 

dx  = / dt  1 1 + T + — + etc.}, 

r i isvr\.  — t / i àV  t A.VAV  t*  1, 

■ />dx  = rrfàu  +-&--  + —a  + e>c.j. 

Le  second  membre  de  la  dernière  de  ces  équations  dépend  des  inte— 
grales  comprises  dans  la  formule  fi’dte~‘.  Si,  dans  cette  formule,  on 
fait  e~'  = 2,  les  limites  de  t étant  o et  l’infini,  celles  de  z seront  i 

et  o,  et  l'on  aura  —filz  ^1^)  , à prendre  depuis  z=  i jusqu'à  s = o* 
ce  qui  donnera  i.a (1159);  il  viendra  donc 

/7dx  = .4  + Ç+igT+  î^+’etc.}. 

pour  la  valeur  de  fjdx,  depuis  x = 9 jusqu’à  la  va’enr  de  x,  qui  répond 
à t infini.  Prenant  de  même  la  valeur  de  Jj'Ax y depuis  x=b'  jusqu'à 
la  valeur  de  x,.  qui  répond  à l infini,  ce  qui  s'effectuera  en  marquant 
d’un  accent  les  quantités  Y et  V,  pour  indiquer  que  dans  ce  derniet* 
eas  elles  se  rapportent  à 8‘,  on  trouvera  qu’entre  les  limites  x = fl  et 
X==6’,  ».  . 


/>dx  = EL  (,  + £ 4-  4-  etc.  ) 

-r*  + + etc.) 


La  variable  t a entièrement  dispara  de  ce  résultat , dont  les  différen- 
tiations nu  sont  relatives  qu'aux  lettres  6 cl  6'  ; et  si  ces  lettres  entraient 
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primitivement  dans  l’expression  de  jr,  il  ne  faudrait  faire  varier  que  * 
celles  qu’introduirait  le  changement  de  x en  ô et  en  8',  dans  le  passage 
de  y à Y et  à V. 

Pour  se  convaincre  que  la  formule  (J)  doit  être  en  général  très-con- 
vergente, il  suffit  de  remarquer  que  la  quantité 

ydr 

p ==  *"""  idu  . 757 


„„„  GA 

—j-  -4 — rr~  4*  ®^c*  H"  Tj“ 
udr  * udx  ^dr 


Y 

y'’ 

jc  — a 


( 1 Y—  l_^-),"■+-, 


• • 

deviendra  d’autant  plus  petite,  que  lesexposans  s,  s',  etc.,  seront  plus 
considérables  , si  toutefois  le  dénominateur  ne  contient  pas  des  facteurs  de 
la  forme  (x — a)“,  dans  lesquels  a diffère  peu  de  fi  ou  de  6';  car  il  est 
visible  que  la  substitution  de  ces  quantités  rendrait  ce  facteur  très- 
petit,  et  que  les  termes  divisés  successivement  par  (x — o)“,  (x— 

(je „)-+*,  etc.  deviendraient  de  plus  en  plus  grands. 

j a 19.  Pour  ce  cas  , on  désignera  par  Y ce  que  devient^  lorsqu’on  y 

change  x en  a;  et  puisque  (x— a)"  est  un  facteur  de  -h£  , ou  de  d.l  J, 

Y * 

(x a)*+‘  sera  le  facteur  correspondant  de  1 - ; on  fera 

y = Ytr*~,  - — 
d'où  l'on  conclura 

f 

t 3=  (1  F—  lj)m+l,  x — a =:vt, 

v ne  devfcnant  point  infini  lorsque  x = n.  Les  valeurs  de  ^,ele., 

déduites  de  l’équation  x — a = vt,  en  considérant,  dans  le  deuxieme 
membre,  v comme  fonction  de  x,  x comme  fonction  de  /,  et  négli- 
geant les  termes  multipliés  par  t,  qui  s’évanouissent  lorsque  x =0, 

se  rédumout  à y,  , 3^-,  etc.  ; et  mettant  dans  ces  dernières  F au 

lieu  de  y,  pour  marquer  qu’il  faut  y changer  x en  a , après  les  différen- 
tiations, on  aura 

. r/t  , d.f*  r à\r>  t 5 

X = a -f-  r — 1-  — ; -t-  —n : 5 -f-  etc.  , 

^ 1 1 ds  i.a  1 dx*  a. a. 3 1 ’ 

d’où  l’an  déduira 

fl dx  = Yfàte-^  [r  + à-£-f-  + 

. ' di'1  i.a. 


&J2  j' 
d l‘  a.  a 


+ elc-} (B)f 
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expression  dans  laquelle  il  faut  encore  effectuer  les  intégrations  com- 
prises dans  la  formule  t traitée  dans  le  n*  iao5. 

La  formule  (/?)  doit  être  regardée  comme  un  supplément  à la  for- 
mule (4),  pour  l'intervalle  dans  lequel  x diffère  peu  de  a. 

• CÎ  fr%  d* 

On  parviendra  facilement  aux  valeurs  de  V , — ^ , etc.,  au 
moyen  du  développement 


1T  — J_y  = (x — a,)r+'{A-\-B{x — a)-| -C(x — n)*4-Z?(x — a)s-f-etc.}  , 
pour  lequel  on  a 


A-- 


i.a....(m-t-i)dr”+l  ’ 


d"**  iy 


t .2. . . . 9 


etc. 


en  faisant,  après  les  différentiations,  x — a : on  eu  tirera  immédialc- 

. . , > ■ » *tf • » r i v i - a t ü.j{> 

ment  tes  puissances  de  e.  - 1 


îaao.  On  voit  mieux  la  nature  et  les  avantages  des  formules  („■/)  et 
(B),  en  les  particularisant  ; c’est  pourquoi  nous  prendronsiy==j^(i — x)‘. 
Nous  aurons  pour  la  première 

vd  c x(  i — r) 

v dÿ  P — (P  + <?)*' 

• ' ‘ ' . ! * t 

et  pour  exprimer  que  p et  q sont  de  grands  nombref , nous  ferons 
p = i,  9 = £>  “ étant  une  très-petite  fraction;  il  viendra  alors 

a-(i  — r) 

u — ~ — et  ■ v — - — - — • 

»!—  0+1»)* 


ainsi  v sera  de  l’ordre  a;  et  l’on  voit  évidemment  que  tous  les. termes 
de  la  série  {A)  seront  ordonnés  suivant  les  puissauces  de  <z.  Celle  sérié 
est  donc  très-convergente  , lorsque  le  dénominateur'  de  v n’est  pas 
très-petit  à l’une  ou  à l'autre  des  limites  de  1 intégrale,  et  pour  cela  il 

faut  que  S et  8’  diffèrent  beaucoup  de  j- En  effet,  l'exposant  du  dé- 
nominateur de  e croissant  de  deux  unités  d’un  terme  à l’autre,  le  terme 
multiplié  par  a.”  aura  un  dénominateur  élevé  à la  puissance  a/// — i.  Il 
suit  de  là  que  a.  doit  être  moindre  .que  le  quarré  du  dénominateur,  pour 
que  la  convergence  ait  lieu,  et  que  par  conséquent  la  formule  {y!)  peut 

être  employée  depuis  x=o  jusqu’à  x=  ~ a — «^/pourvu  que <*</*. 

1 J J p 

5.  64 
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On  trouvera,  dans  celte  hypothèse , 

•?*'  [« — o +fi»y+' 

(T+^*  f X 


La  même  série  peut  servir  aussi  .depuis  x — ^ +/  jusqu-’i  x=i} 

parce  que  la  supposilion  de  jt=i,  donnant_?-=o  et  v=o,  la  valeur 
de  J)  <ix,  dans  ce  dernier  cas,  ne  diffère  de  celle  qui  répond  au  pre- 
mier que  par  le  changement  de  signe  qu’a  subi , dans  l’expression  de 
la  limite , la  quantité  j'  : il  suffira  donc  d’écrire  dans  la  série  précé- 
dente , — tf  au  lieu  de  «f,  et  de  changer  le  signe  du  résultat  final,  à 
cause  que  l’intégrale  est  prise  en  Sens  contraire. 


xaai.  La  valeur  j-j,  qui  rend  nul  le  dénominateur  de  ej 

faisant  évanouir  le  coefficient  différentiel  répond  au  maximum  de 

y ( 1 50) ; on  ne  peut  donc,  par  ce  qui  précède,  obtenir  l'intégrale £yi\x 
dans  le  voisinage  de  ce  maximum.  Il  faut  alors  recourir  à la  formule  (B'), 

dans  laquelle  a représentera  - et  l'exposant  m sera  l’unité,  en  sorte 
qu’on  aura  » 


•'  <=V/TF—  \y  , v 


x — a 


— — H etc.). 

1 .3  1 / 


.(B’). 


Il  est  visible  que  les  termes  de  cette  série  ne  seront  pas  multipliés 
. , . -s  1 

respectivement  par  a,  a*,  a5,  etc.,  mais  par  «*,  a,  a’,  etc.  a cause 
du  radical  qui  entre  dans  l’expression  de  v.  Les  intégrales  relatives 
» / se  ramènent  toutes  à/il<e-'',  ou  s’obtiennent  algébriquement  : on  a, 
par  la  formule  du  n*  iao5, 

flàte-''  = — ie-",  fi‘d/e-<’  = — jte-i'  -f- 

ÿi’d/e- ‘‘  = — etc. 


Si  l’on  représente  par  / et  J'1  les  deux  limites  de  t,  on  trouvera  entre 
ces  limites 
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r « v t ts  i > d*.?’’3  . 1.3  d*./'1  . , ] „ 

fràx  = + - _d_  + — . —3^  + etc.  }/dtor«- 

+ 1*"'  fi?+££*+  7^(^0  + etc.} 
-Î-—  fi?  * ££  .7fe&(^+0.  + etc  } ; 


il  ne  s'agit  plus  que  d'obtenir  l’intégrale  fdle—1’;  et  pour  cela  on  peut, 
si  <f  et  &'  sont  peu  considérables,  développer  e~'*,  suivant  les  puissances 
ascendantes  de  <*  et  intégrer:  dans  le  cas  contraire,  il  faut  employer 
la  formule  du  n”  1 1 57  ("t).-» 

Ce  résultat  se  simplifie  beaucoup  lorsqu’on  prend  «f  et  <f',  de  ma- 
nière qu’ils  répondent  aux  valeurs  dex,  qui  rendent^  nulle;  et  l’équa- 


(*)  1°.  On  aura 

A'“d‘S!‘-ï+7T?'-’ÏÏOT+  1 

« ‘ • U*...  Mi'.rtu  1 . : 

expression  qui  a'évannuit  lorsque  t — o , et  qui  finit  toujours  par  être  convergente* 
s*.  L'intégration  par  parties  donne  ausii  les  réductions  ' [ 

fe~l  dt  = e -f- sa/ê  , /ê  r t*dt  ^ è~“l  g /è  <*ttd t,  etc. , 

au  moyen  dcsquelÏf  on  trouve  aisément 

^».-l{1+.s+s5+rsgL  + - c!}. 

dont  le  second  membre  s'évanouit  encore  quand  f = o. 

3®.  Le  développement 


.3  i.3.5 


■}  (ii57). 


.'évanouissant  lorsque  t—  infini , donne,  pour  la  valeur  de  l'intégrale  entre  le.  li- 
mites t — T et  tz=  infini , 

r T%  f.  t , 1.3  1.3.5  . . 1 

aT  l'  ■ a/',  **" âPT*.  a-’?*  + ' j ’ 


;.i  on  retranche  ce  dernier  résultat  de  J V * > qui  répond  aux  limite.  O et  infini  , on 
aura  la  valeur  de  l'intégrale  proposée,  entre  le.  limite,  o et  T. 

4”.  Cette  intégrale  est  convertie  en  fraction  continue , dans  le  livre  IV  de  la  Mé- 
canique céleste.  (Voyez  aussi  la  Théorie  analytique  des  Probabilités , p.  104.) 

5°.  On  trouve  à la  fin  de  l' Analyse  des  Réfractions  astronomiques , par  M.  Kranip,  un» 
table  très-étendue  des  valeurs  de  cette  transcendante. 
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tion  / — \/t  Y — Tj  montre  qu'il  faut  faire  pour  cela  / = — ^iuf.  ,’ 
J''  = +inf.  Dans  cette  hypothèse,  les  quantités  J'e—*’,  s’éva*' 

nouissent  (i5o);  on  a fdte— ‘‘  = \ -n , et 

fjdx  = y s/*\r+  ; f*  4*  ~ Jj.  + elc-}- 

En  faisant  /n  = i,  dans  le  développement  de  1Y  — I j , indiqué  n*  121g, 
on  aura 

a =z—  d'-y  n — îüly  c ~ ~~  d'-!y. 

i.adx*’  i . a.3dc'  ’ 1. 

d'où  l’on  tirera 

_ 1 

p zss  {A+  B (a:— *u)  + C{pe— «)*  4’  etc.)  * 

1 r 

= A 1 — ± A 1 ' B (ar — a)  4 etc. 

On  formerait  d'une  manière  analogue  les  puissances  de  v,  que  l’on  dif* 
férenlicrait  ensuite  comme  l'exige  la  formule,  puis  ou  ferait  x = a , 

f 1 * (py  (Jyt 

supposition  qui  réduit  v k A 3,  et  l’expression  d*.l_y  = — 7 — 4 , à. ., 

et*  y y 

d*.l / — -2-,  à cause  que  la  valeur  x=a , propre  au  maximum  , fait 

évanouir  djr.  Il  suit  de  là  que,  dans  l’hypothèse  après  les  dif— 

férculiations, 

a — JL.!r  _ d’r_ 

’i.adjt*  aida-’* 

et  que  par  conséquent  V = — -~J> — ■ ; en  sorte  qu’en  n’ayant  egard 

V ~ d7* 

qu'au  premier  terme  de  la  série , il  vient 

fjdx  = » ou  (fjàx)'  = - d~.  . 

V “dF  ~d? 

Dans  l’exemple  que  nous  avons  choisi,  où^^sjc^i  — x)',  on  trouve 

a s±  — £ — : et  calculant,  d’après  cette  dernière  valeur,  celles  de  Y et 
p + q’  > r » 

de  Oû  obtient,  eu  conservant  les  dénominations  adoptées  plus  haut, 


ri  £ 

^djr  = — 5. 
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Si  l'on  poursuivait  le  calcul,  on  trouverait  de  même  les  autres  termes 
de  l’expression  de  Jj'Ax  ; tous  rentreraient  dans  ceux  de  la  série  qu’on 
obtiendrait  en  développant  l'intégrale /)Ax,  en  produits  infinis  (n5g), 
et  en  calculant  ces  produits  par  la  méthode  du  n*  1010.  C’est  ce  qu’a 
fait  M.  Legendre,  dans  la  troisième  partie  des  Exercices  de  Calcul  inté- 
gral  (t.  I , page  548);  et  il  observe  avec  raison  que  cette  série  n’est 
convergente  que  lorsque  les  exposans  p et  q sont  tous  deux  de  grands 
nombres.  ( Voyez  aussi  mon  Traité  élémentaire  du  Calcul  des  Probabi- 
lités, note  III.) 

iaaa.  M.  Laplace*îndique  ensuite  ce  qu’il  faut  faire  pour  appliquée 
sa  méthode  aux  intégrales  doubles  et  triples.  11  montre  d’uhord  com- 
ment on  peut  changer  leurs  limites  variables  en  d’autres  qui  soient  dé- 
terminées. S’il  s'agissait,  par  exemple,  d'évaluer  la  formule JjfyAxix't 
en  intégrant,  en  premier  lieu,  depuis  or'  = X jusqu’à  x'  = X',  on  fe- 
rait x'  = X-\-u{X' — X);  on  transformerait , d’après  celte  hypothèse* 
l’expression  ffyùxAx'  en  une  autre  de  la  forme  fjy{X’ — AQdxd/s  (5a4), 
dans  laquelle  l'intégration  relative  à u s’effectuerait  depuis  11  = 0 jus- 
qu'à u = 1. 

Cela  posé,  nous  regarderons,  dans  ce  qui  va  suivre,  l’intégrale. ...  < 
ffj  àxAx'  comme  ayaul  des  limites  couslanles , savoir  : 

x = 0 , x , x'  sa  S',  x'  x=  p!. 

Représentant,  à l’ordinaire,  par  Y ce  que  devient  y,  lorsqu’on  y change 
x et  x'  en  0 et  0',  on  fera_y=  Ye-i—‘,t  ou  \Y — l/  = t+(lj  substi- 
tuant ensuite  0 4-  z et  0'-+-z',  à x et  à x',  puis  développant  1K — Yy  en 
série,  par  rapport  aux  puissances  de  z et  de  1 (53),  on  mettra  le  ré- 
sultat sous  la  forme 

Mz  -f-  Ms!  = t -f-  t", 

en  rassemblant  dans  3f  tons  les  termes  qui  contiendront  t seul  ou  i 
combiné  avec  z',  et  dans  AF  ceux  qui  11e  contiendront  que  z';  on  fera 
séparément 

Mi  = t,  Mz'  = t'. 

La  seconde  équation  fournira  immédiatement,  par  le  retour  des  suites* 
nue  expression  de  z'  en  /',  a l’aide  de  laquelle  on  tirera  de  la  première  . 
l’expression  de  z en  / et  /';  il  ne  restera  plus  qu’à  transformer  le  pro- 
duit» dxvLc'  = didz',  au  moyen  des  différentielles  d/  et  d et  en  sup- 
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posant  z = Nt,  a'  = N't',  on  aura  (539) 


Aiàt'.er-t-r 


L’intcgration  «les  difTérens  termes  du  second  membre  de  cette  équation 
dépendra  des  formules  ft'dtc~',  Jt'*àt’e~'‘  ; si  l’on  commence  par  l’in- 
tégration relative  à t'}  et  qu'entre  les  limites  l'—o  et  t' =5=  infini, 
l’on  ait 


/ 


d fit  d.A’Y 
dt  “d T ' 


■‘-‘'d  t’ 


Q> 


YQ  sera  la  valeur  de  Jÿdx',  depuis  x'  = 9'  jusqu  à la  valeur  de  jr',  qui 
répond  à t'  infini.  Remplaçant  ensuite  0'  par  fi',  dans  y et  dans  Q, 
que  nous  changerons  en  conséquence  en  Y1  et  Q',  nous  aurons  J YQ1 
pour  la  valeur  de  Jjdx',  depuis  x'  = fi'  jusqu'à  la  valeur  de  x1  qui 
répond  à l' infini,  et  nous  conclurons  de  là  que  YQ— -YQ1  est  la  va- 
leur complète  de  fjdx',  ou  que  pour  obtenir  ffydxdx i(  ne  reste  plus 
qu’à  intégrer,  par  rapport  à t,  la  fonction  UÇd/ — Y'Q'dt.  Faisant  alors 
JQd(=R  , fQ'dt^zR1 , R cl  If  étant  prises  depuis  t=o  jusqu'à  t=infini, 
on  aura  Y R — Y R!  pour  la  valeur  de  ff fdjrda:',  depuis  x=i  0 jusqu'à  la 
valeur  de  x qui  répond  à t infini.  Enfin  dans  Y , Y , R et  R',  on  chan- 
gera 0 en  fi,  et  représentant  les  résultats  par  Ylt  Y\,  Rt  et  R'lt  on 
obtiendra  YIRI — Y^R^,  pour  la  valeur  de  ffydxdx',  depuis  x—fi  jus- 
qu'à la  valeur  de  x qui'répond  à t infini.  Prenant  la  différence  entre 
cette  quantité  et  la  précédente,  on  trouvera  qu’entre  les  limites  xf  = 8'  et 
x' —fi',  x=9  et  x—fi. 


, Jf7dxdx'  = YR-YR'—VR^+Yp,. 


1 2a3.  Cette  formule  est  analogue  à l’équation  {A)  du  n°  1 218,  et  ne  peut 
pas  non  plus  servir  aux  environs  du  maximum  de^;  pour  en  trouver 
une  qui  soit  appropriée  à ce  cas,  il  faut  considérer  si  le  maximum  a 
lieu  par  rapport  à une  des  variables  seulement,  ou  par  rapport  à toutes 
deux  en  même  temps,  c’est-à-dire  s’il  ne  fait  évanouir  que  l’un  des 

cocflGciens  différentiels  , ■&,  ou  s’il  les  rend  nuis  tous  deux  («65). 


Si  l’on  avait  seulement  ^ =0,011  prendrait  Ye—‘'~'',  tandis  qu’il 
• faudrait  faire  T—  Yc~t'~,‘,  si  l’on  avait  en  même  temps  r = o, 


dv 

«ü  = 
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Soient  x—a,  x'=a't  les  valeurs  qui  donnent  ce  maximum;  en 
posant 

X=za-\-z,  x'  = a'-{-z',  dans  IV — 1/ = Z* -{- z'*, 

et  développant  le  premier  membre  suivant  les  puissances  et  les  pro- 
duits des  nouvelles  variables  z et  s',  on  aura  un  résultat  qui  pourra  se 
mettre  sous  la  forme 

A/s*  + iNzz'  + Pz‘  — l‘  -j-  z'*, 

M , N,  P,  représentant  des  fonctions  rationnelles  et  entières  de  s et 
de  3'.  M.  Laplace,  l'écrivant  ensuite  dans  la  forme 


le  partage  dans  les  deux  équations 

t V®  + ~ s'  = t,  =4 

qui  serviront  à déterminer  ds  et  ds'  en  dz  et  dz',  pour  transformer 
ffydxdx'  s=fj)dzdz'  en  YJJ'Ze—t‘—l'’didt'  (5ag), 


et  d'on,  par  le  retour  des  suites,  on  tirera  les  expressions  de  z et  de  z' 
en  Z et  z',  pour  les  substituer  dans  la  fonction  Z.  Par  ces  opérations, 
l'intégrale  proposée  sera  ramenée  à une  suite  d'intégrales  comprises 
dans  la  formule 

Jjfe-‘'-t'rt','dtdt'} 

les  limites  des  variables  Z,  z',  étant  l'infini  négatif  et  l'infini  positif,  on 
reconnaîtra,  comme  dans  le  n*  iao5,  que  l'intégrale  ci-dessus  s’éva- 
nouit tontes  les  fois  que  l'un  des  nombres  n,  n',  est  impair,  et  se  ré- 
duit à 


f.3.5..  .(91  — 1).  1 .3.5. . .(•>/ — 1) 


lorsque  ces  nombres  sont  de  la  forme  ai,  ai'. 

Si  l’on  veut  se  borner  au  premier  terme  de  la  série  qui  exprime  l’in- 
tégrale  JJydxdx',  terme  qui  suffira  lorsque  les  exposans  des  facteurs 
de  y seront  de  très-grands  nombres,  ou  aura,  par  un  calcul  semblable 
b celui  qui  termine  le  n°  iaai , 


M—  — 


JL  Üï 

aï  de*’ 


N 


_L  JÜL 

9 y d-ut-v'  ’ 


P 


_L  É‘r 

al  dL7"  Z 
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les  quantités  ^ désignant  ce  que  deviennent  les  coeflî-* 

ciens  différentiels  lorsqu’on  y substitue  a,  a1,  au  lieu 

de  jt,  x'.  On  tirera  de  là  . 


Sri' 


/d-J  d»)  F d y Y 
V dT"  37*  \tLnU  / 


car 


11  ne  serait  pas  difficile  d’étendre  celte  méthode  à un  nombre  quel- 
conque de  variables. 


Vumrn  <lci»  1224-  Nous  allons  acquitter  ici  l’engagement  que  nous  avons  pris  dan* 

irontceodauie  . . . , » . . ■ «.••*  « /’e'dx 

ir  * 


le  n*  434  , de  faire  connaître  plus  en  détail  la  trausccndanle  J 

qui  se  change  en  J"— , lorsqu'on  fait  e*  — s. 

En  développant  e*}  nous  avons  déjà  trouvé  la  série 

/e*d.v  ■ . x , 1 x*  , i x1  .1  x*  . . 

x 1 1 1 a i.a  3 i.a.3  1 4 1.3. 3. 4 v ' 

On  a une  limite  naturelle  de  cette  intégrale,  en  posant  x—  1,  ce  qui 
donne  la  série  convergente 


, _i_  i_L  4-1 

‘a  1 .2  • 3 i .a.d 


7 — -f*  Ctc.  = a , 

4 1.3. 3. 4 


d’où  a = i,3i7902i5i3ii  ; et  avec  cette  valeur  on  obtient  la  formule 

\ / V * ✓ ‘ « Hl  r'ti 

f&  \ X = n = «-(l-  + i + i-4-+'  — U-  + etc.l, 

J x I jl  In'n  a i.an*  3 1.3.3a1  J ’ 

qui  donnera  facilement  les  diverses  valeurs  de  l'intégrale,  depuis 

x = ~ jusqu’à  x=i;  elle  fait  voir  aussi  que  la  valeur  de  J'~~j  prise 
depuis  x=i  jusqu’à  x = o,  est  infinie;  car  la  série,  de  plus  en  plus 
convergente  à mesure  que  n augmente,  se  réduit  à — 1^,  lorsque  n 

est  infinie  : ainsi, .de  ce  côté,  la  marche  de  l'intégrale  est  suffisam- 
ment connue  ; mais  il  n’en  est  pas  de  même  de  l’autre  côté. 

Si  l’on  se  servait  de  la  série  (1)  pour  les  valeurs  négatives  de  x, 
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on  serait  tente'  de  croire  que  la  fonction  csl  imaginaire  pour  ces 

valeurs,  ce  qui  pourtant  ne  saurait  cire,  ainsi  qu’on  peut  s’en  con- 
vaincre en  suivant  la  marche  de  cette  intégrale  par  les  valeurs  suc- 
cessives de  la  fonction  différentielle , d’après  la  méthode  du  n*  47  < t 
mais  on  parvient  à un  résultat  réel,  en  changeant  le  signe  de  x avant 
l’intégration  , car  on  a 

/=%*=/-**{=+■-  £+!£>— <•:). 

d’où  l’on  conclut 

/e-,dr  , x . l x*  l x’  ... 

— lx s -f- etc. , ’ 

x 131.3  3 i .3.3  ' 

x étant  pris  avec  le  signe  -f-,  dans  celle  équation.  L’hypothèse  .r=o 
donne  encore  un  résultat  infini;  mais  en  fixant  l’origine  de  l’intégrale 
à x = i , il  reste  à savoir  ce  qu’elle  devient  quand  x est  infini;  car 
il  se  peut  que  la  différence  entre  la  partie  positive  et  la  partie  négative 
du  second  membre  demeure  finie,  quoique  chacune  de  ces  parties  soit 

iiAnie,  et  dans  ce  cas,  l’intégrale  J' prise  depuis  x= — î jusqu’à 

x infini  négativement,  aurait  une  valeur  finie,  ce  qui  résulte  en  effet 
des  considérations  exposées  dans  le  n”  479-  C’est  Mascheroui  qui , le 
premier,  a résolu  cette  difficulté,  en  déterminant  la  constante  arbi- 
traire de  mauière  que  l’intégrale  ci-dessus  s’évanouit  lorsque  — infiui. 

Mais  avant  d’exposer  sou  procédé,  je  rapporterai,  d’après  lui,  le  calcul 

/Az  ^ ^ 
~ est  infinie 

entre  les  limites  : = o et  2 = 1. 

iaa5.  En  faisant  z=i  — u,  on  a J'^-zxz — | ^—  ; remplaçant 
l(t— ai)  par  son  développement,  on  obtient 

/■  d«  r du 

1(1— »)  J « -H*’’ -H  •’-H*"  -t-etc.  * 

et  posant  alors 


•+î»’  -I-  i -H-  i -f-etc. 

on  trouve  sans  peine  que  , 

3. 


= - + + Cu  -f-  Dm'  -f-  ÆV  -f-  etc. , 
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>» 

2?  + M = o, 

^+^  + 1^  = 0, 
•^+ïC+j£  + ;^=0, 

^ + ï^,+  ï U-f-j2?-f-j.^K=o, 
elc. 


* = - 


d’où 


C = — 


E = — 
etc.  (*). 


3.<» 

i 

£374» 

■9 

a. 3.4-5. 6 » 


(*)  La  série  de  ers  valeurs  ne  présentant  pas  de  loi  bien  évidente,  il  n'est  peut-être 
pas  inutile  de  montrer  que  tous  ses  termes  sont  négatifs  et  renfermés  entre  des  limites 
qui  vont  toujours  en  se  resserrant , ensorte  qu'elle  ne  peut  devenir  divergente.  Pour 
cela  je  considère  les  équations 

N + '-M+lL H — B+  - A = o, 

9 0 n — 1 n 

P + \n  + lM+lL + i «+~^=-o. 

placées  aux  n'  et  n -f-  l' rangs  des  précédentes  , et  dont  la  première  , en  y mettant  pour 
A sa  valeur,  donne 

i = _ (n  + 1m+Il + # 

d'où  —J—  — — ^-(n+'-m+Il H — î — 

n-f-i  9 0 ' n — i / 

Substituant  dans  la  seconde , on  en  tire 

expression  qui  sera  négative  si  tous  les  termes  qui  précèdent  P sont  négatifs,  puisqu'il». 
y sont  multipliés  par  des  quantités  positives  ; et  comme  elle  est  équivalente  à 


j,  = -ÎT7-6w  + Sj,+Î£--+5*)* 

•n  voit  qu’abstraction  faite  du  signe , P est  < ^-7—, 

On  obtient  une  limite  plus  approchée  , en  mettant  an  lieu  de  - A”,  sa  valeur  tirée- 
dc  la  première  équation.  Il  résulte  de  là 

p=-=i T+^+K-3M+G-9i-+  (==^-3*> 

et  comme  la  quantité  comprise  entre  les  crochets  qoarrés  est  positive,  il  s'ensuit  qu’abs- 
traction faite  du  signe  , P est  < — — ou  - 1 , 

^ n + i an  an(»-J-  >) 

mesure  que  n augmente. 


on  - . , fraction  qui  décroît  *• 
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f-^AU  •\-Brn  4-  ; <7a»'-f-  j Z)»*  -f-J  £7ai4  -4"  etc.  -}-i  cons!.; 

or,  les  limites  de  x étant  o et  i , celles  de  u sont  i et  o;  et  pour  que 
la  série  précédente  s'évanouisse  lorsque  et  — i , il  faut  que 

const.  ==  — (Z?4-rC4“jZ>4-i-£4-  etc.), 
expression  dont  la  limite  est  finie. 

En  effet,  dans  la  supposition  de  a>  — t , l’équation  # * 

■■  -j-,  , . . 'rr-r  « v-TT  = - + B 4-  Cet  4-  Dut'  4-  Eut * 4-  etc.  ; 

• -f-  -f-  3 » -f-j  *4  -f“  ®tc.  m 99 


donnant 

i 

1 + ï +i+  i+  «c 
on  en  conclut 


= A 4“  B + C -f-  D 4*  E 4“  etc. , 


-(B+C+D+E  + etc.)  = A - y +-.  + ^ , +etc  , 

équation  dont  le  second  membre  se  réduit  au  premier  terme  A , qui  est 
l’unité,  puisque  le  dénominateur  du  deuxième  est  infini  (Jnt.  3o) , et  dont 
le  premier  membre  surpasse  évidemment  la  série  qui  exprime  la  constante, 
à cause  des  diviseurs  introduits  par  l’intégration  : celte  constante  est 
donc  < i. 

Si  l'on  met  sa  valeur  dans  celle  de  l’intégrale  cherchée  , on  formera 
l'expression 

fyz =1  a,4-Æ(»-.)4-{  C(**-04-i  0(»J-I)  4-i £(«<-. )4-etc., 
au  moyen  de  laquelle,  tant  que  a > o , il  est  possible  d'assigner  la 
-p  , qui  ne  devient  infinie  que  pour  » = o,  c’est-à-dire 

*=»• 

Mascheroni  observe  ensuite  qu’on  peut  donner  cette  propriété  à la 
série 

f f~  = H*  + -f  + 5^77  ■+■  5770"^“  etc’  const * (434) » 

mais  pour  cela  il  faut  d’abord  changer  la  constante  en  * -f- 1 ( — 1),  et 
joindre  1( — 1)  à 11 z afin  d’obtenir  1( — la),  terme  que  la  supposition 
de  a<i  ne  rend  plus  imaginaire.  Cela  posé,  substituant  1 — a au  lieu 
de  2,  et  — (a>  4-  j «*  + 1 a»5 4- etc.) , au  lieu  de  l(i— -a»),  on  trouvera 
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fà~=ztt+  1(» + 3 + elc) 

(•+ ' »»4- ^’  + elc.)  , I («  4- 1 «*  S •'  + ftr-)‘  — etC4 

i r a 1.9 

qui , par  le  développement  de  1 (a»  + i «*  •+•  i **  *+■  elc  ) > d°naera 

r~  = a + 1 « 4-  + «*•  H-  «le- , 

J *Z  \ 

b,  c,  etc.  étant  des  cocfficiens  purement  numériques.  Cette  expression 
étant  ainsi  •amenée  à la  même  forme  que  la  précédente,  par  rapport 
à la  lettre  a , Î1  résulte  de  leur  comparaison 

* = — {B+'-C  + + etc.) 

1 i î | | i ^ , [ etc. 

— 2 + rq+3lT4+4.a.3.4.^T 

Telle  est  la  valeur  de  la  constante  qui  rend  l’équation 


/ 


£ = * + >(->•)  + t + 1 rf  + irâ  + *• 


propre  à donner  la  valeur  de  l’intégrale  depuis  z — o jusqu’à  z — i. 

Parles  quatre  premiers  termes  de  l’expression  de  <*,  on  obtient  o,5Ga  1 5a; 
et  en  y ajoutant^  le  cinquième  et  le  sixième  terme,  savoir, 

* ÎI___  + — O,oo6ia8, 

5. a. a. 3. 475. 8 ^ 6. a. a. a. 3. 0.4. 5. b. 7 » ’ 

il  vient  0,568280,  valeur  qui  n’est  pas  fort  éloignée  de  0,577316, 
que  Mascheroni  trouve  de  deux  manières  dilférenles,  ainsi  qu’ou  va 
le  voir. 


x 336.  Il  considère  d’abord  l’expression 

• = -^4  + etc T. (a) 

3 1 .a. 3 1 v ' 


/ 


Is  1 x a î.a 


0j,  8 — c*,  en  sorte  que  les  valeurs  x = — 1 et  x:  infini  négativement 
correspondent  à z=c~'  et  à s = o,  limites  dans  lesquelles  la  série  ci- 

dessus  a des  termes  infinis  et  un  imaginaire.  Si  l’on  intègre  J'  par 
parties,  relativement  au  facteur  ds,  on  obtiendra 

/d*  « . fiât 

la  ~ 1*  'J  (U)'*» 

f—  ==  ‘ 4-  f ' ■ ~djb 
J(\*Y 
etc. , 
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d'où  l’on  conclura  l’équation 

/ri ==z  {n+^*  + n5,  + W + etc’} T**W» 

dont  le  second  membre  a la  proprie'lé  de  s’évanouir  lorsque  s es  o, 
et  se  réduit  à 

— e~"  {i  — i + i .a  — ■ 1.2.5  + etc.}, 

lorsque  z—e~\  Cela  posé,  eu  donnant  à la  constante  qu’il  faut  ajou- 
ter à la  série  (a)  la  forme  A + 1 — i,  et  en  observant  que....,..v 
1 — i+11i  = 1( — la),  on  aura 

/n=^+1^-Is)+T+ï(TT+3  7â  + etC (Ot 

et  comparant  celle  série  avec  (3),  en  supposant  dans  l’une  et  daus 
l’autre  a = e~‘,  on  formera  l’équation 

A—-  + - — ’ — L-  + eic. 

i a i .a  o i.a.3 

= — — I + 1 .2  — I .2.3  + etc.}  , . 

de  laquelle  on  tirera  — 

A = — e~'  { i — M } + N, 

en  représentant  par  M la  série  divergente 

î — i.a  + i.2.3  — j. a. 5. 4 + etc. , 

dont  la  limite,  rapportée  n°  1124  est  o,4o3G526377,  et  par  iV  la  série 
convergente 

1 — - - — — f-  i — î-s  — etc. , 

a i.a  1 3 1 .a. 3 « 

égale  à 0,79^599599597;  on  aura  donc  .^  = 0,577216.  Les  séries  (3) 
et  (4)  étaul  égales  pour  une  valeur  de  a,  doivent  le  demeurer  tou- 
jours; ainsi  la  première  s’évanouissant  quand  2=0,  la  seconde  en 
doit  faire  autant.  L’expression 

/^*a#  + lC-lx)  + ^ + lÇJ  + ttc......(a')f 

donnera  par  conséquent  la  valeur  de  J' ^ , à partir  de  z = o,  pour 
toutes  les  valeurs  négatives  de  Iz,  et  la  formule  correspondante 

f*T  “•'  + »<-«)  +t  + î 77.  + ï -rrs +eic 

celles  de  /■~~~>  * partir  de  x infini  négativement. 
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, nous  al- 
lons déterminer  de  nouveau  la  constante  A,  et  avec  plus  d'exactitude 
que  ci-dessus.  Si  I’ou  intègre  par  parties  la  différentielle  , par  rap- 
port au  facteur  e*dx,  on  trouvera 


'dx 
X*  » 


/^=î+/f 


/erdx  ê*  e*  . 9e*  , 

*r  = 7 + f + + 


a .3e» 
x1 


a. 3-4 (n—  i)«* 

x" 


^-3. 5. 4 ri  J" 


e»dx 
j^+T  J 


développant  ensuite  e’  suivant  les  puissances  de  x , on  aura 


._  4 ...  • . L 

* nx*  (n — i)x*~ 1 a(n  — b)x— 

î , K-*) 

a. 5 (n  — i)x  ' a.3. . . .n 

, x , 1 x*  1 x1  , 

3.i...(n+  1)  a a.3. . .(n  + a)  ' 3 a.^. . . (n  + 3)  •"  C C' 


en  désignant  par  Am  la  constante  arbitraire,  qui  peut  dépendre  de  l’ex- 
posant n,  et  en  observant  de  changer  le  terme  ^ en  afin  d’évi- 
ter les  imaginaires  pour  le  cas  où  x serait  négatif.  La  substitution  de 
ce  développement  dans  celui  de  J'—~,  obtenu  plus  haut,  conduit  à 


f 


'rdx  e*  . t*  . Bf * , a.3.4-...(n — i)e*  r 

T-  = r+r*+^ ^ 7 


+ 4m- 

. a* 


a.3. 


,(^L  ..._^+l(_x) 


»+  * »tn+i  )(»+a)  )(n+a)C"+3) 


-f-  etc. 


.(A> 


Ce  résultat  renferme  trois  séries,  dont  les  deux  premières  sont  fin'es  ; 
le  nombre  de  leurs  termes  dépend  de  n,  et  si  l’on  prend  n-f-i  au  lieu 
de  n,  on  aura,  eu  changeant  la  constante  arbitraire  A,  en  A,+„ 
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/c*d.c e*  . e*  a. 3 (/»— i)e*  a. 3 ....ne* 

~x  le  x*‘  * * *"»  ?'  * x"^7  • 

+ yf‘+‘ (Ïï+Tjj-^-  • * ï“  + 

n+a  a(«-f-a)(n+3)  3(n+a)(n+3)(n-f-4)  "^*  C*C 

Pour  comparer  ce  résultat  au  précédent,  il  faut  développer  dans  l'un 
le  terme  qui  ne  se  trouve  pas  dans  l'autre  et  qui  donne  la 


a. 3. ■ ■ .n  , a.3. 

I 


’ î ' + rin  + ôr+o(ï+5j  + etc-  » 


effaçant  ensuite  les  termes  communs , et  rapprochant  de  la  constante  A.+, 
le  terme  invariable  — ^ — , il  restera  seulement , 

r 

A.  — A,+l  -f-  jqp-j  , ou  A.+,  =A,  jj-pj- , 

équation  qui  montre  ce  que  devient  la  constante  lorsqu'on  introduit 
un  nouveau  terme  dans  la  série 

e*  , e*  , ac* 

T + F + ■?■+  «te-» 
ou  que  l’on  passe  du  développement  de 


••+*  2.5. 


à celui  de 


e*  . e*  i * /*erâx 

T + -F + 3'5 

4-  É.. ...... .4-  a.3.. 


Maintenant,  il  est  visib]f  que  puisque  la  constante  A répond  au  cas 
où  l’on  développe  immédiatement  e*  suivant  lea  puissances  de  x,  la 
constante  At  sera  celle  qu'il  faudra  substituer  à A quand  on  prendra 

^ 4-  J"  ~r  > et  l’on  aura  A,  = A — i ; lorsqu'on  emploiera 


il  viendra 


ÜJ.Ï  + , r?*z 

x X1  * 


A%=A,-[=A-i-'-. 
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Ea  continuant  ainsi  de  proche  eu  proche,  on  obtiendra 


A.  — A—i  — l—L 


au  moyen  de  Cette  valeur,  l'cquation  (./V)  ne  dépendra  plus  que  de  la 
constante  A , et  deviendra 

{i  4-  £ + '-4 

J X Ix*  1 JC*  1 J5  1 X*  ) 


, À 111 
-4-  yj  — I — • 

1 a 3 4 


s .3. ... n 


a.3.\..  ,n 


«i"  (/l  — ’ 

**■  n+ï  ***  â(n+i  )(»+*)  ï(n+i)(/«+a)(n+3)  ClC 


Si  ,1'on  fait  x = — n,  dans  les  diverses  séries  qui  composent  le  se- 
cond membre  de  cette  équation,  et  qu’on  en  cherche  la  limite  en  sup- 
posant n infinie,  on  verra  d’abord  que  la  première,  multipliée  par  e~mt 
doit  s'évanouir;  quant  aux  séries 


a.3. . . .n 


a. 3. 


.n  (n— i)n 

ax* 
x3 


IJX*  (fl — l)x*~* 

X X? 

n-f-i  a(n+0(H-a)~^"  3('‘  + 0(n+a)(n+3) 


n 

x 


+ etc.  , 


elles  se  détruisent  réciproquement,  savoir,  le  dernier  terme  de  la  pre- 
mière avec  le  premier  de  la  seconde,  l’avant-dernier  de  l’une  avec  le 
deuxième  de  l'autre,  et  ainsi  de  suite,  à cause  que  les  quantités 


- et 
n 


(n— i)n 


et 


M’  a(n+ 0(n-Fa55  etC'’ 
sont  égales  lorsqu’on  suppose  n infinie  : on  aura  donc 

/r*dr  Â . i î i * i . 1 , » 

= — = *+■  ,("> 


La  valeur  de  la  constante  A ne  dépend  donc  que  de  celle  de  la  série 


■H-i+s+r 


.+ 


dont  la  somme,  lorsque  n est  très-grand,  est  ln-f-  C(iooo),  C repré- 
sentant le  nombre  0,577215664901 5328.  11  suit  de  là  qu’à  la  limite,  ou 
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lorsque  xs= — » = — infini,  on  a 

■ . 

et  qn’en  prenant  par  conséquent  cette  limite  pour  l'origine  de  l'inté- 
grale, on  aura  A = C,  ou  .df=o,5773i566490i5328,  résultat  beaucoup 
plus  exact  que  celui  du  numéro  précédent. 

Mascheroni,  en  poussant  le  calcul  indiqué  dans  le  n*  1000,  jusqu'au 
centième  terme  de  la  série  i + i + î ■+■  etc.  > a trouvé 

C ou  ^ = 0,577315  664901  53a86o  6:8112  09008a  39. 

La  relation  qui  existe  entre  A et  M (1226),  savoir,  AzxAS-\r-e~ '(JM—  1), 
donnant  M = e(A — le  conduit  à 

M = o,4o3652  637676  805925  7. 

Celte  valeur  de  la  limite  de  la  série  divergente 


* i — 1.3  -j-x.a.3  — 1 .2.3.4  "f“ etc. , 

est  beaucoup  plus  approchée  que  celle  du  n*  1134. 

11  faut  observer  que  tout  ce  qui  précède  repose  sur  les  séries 


® . * . 91 
n + (i  *)•  "*■  (Hÿ 


+ 

•4” 


a .3  z 

Tûv 

2.3e* 


H-  elc. 

-f*  etc. 


f 


> 


qni  sont  divergentes  et  ne  peuvent  par  conséquent  donner  immédiate- 
ment les  valeurs  de  J*  ^ et^e  r-p.  à moins  qu'on  ne  tienne 

compte  du  complément  (Int.  5)  , lorsqu’on  s'arrête  h un  terme  parti- 
culier; c’est  ce  qu’on  a fait  pour  la  seconde,  en  développant  l’inté- 
grale mais  quant  à la  première,  ou  l’a  toujours  considérée  en 

entier  et  comme  un  développement,  suivant  la  remarque  du  n*  4 de 
l’Introduction.  , 

1228.  La  série  (a’)  est  visiblement  celle  qu’il  faut  employer  lorsqne 
z est  peu  différent  de  l’unité,  parce  qu’alors  1 z est  une  quantité  fort 
petite  : elle  devient  encore  convergente  après  un  certain  nombre  de 
termes,  même  quand  la  est  assez  grand;  mais  la  série  (JY”)  étant  trans- 
formée comme  on  va  le  voir,  est  plus  commode  pour  ce  cas.  Si  l’on 
fait  n = — x + r,  r désignant  une  petite  fraction,  soit  positive,  soit 
3.  . 66 
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négative,  on  aura 

]—  * = 7-)  = I«—  r-  — — de-, 

et  l’on  changera  par  ce  moyen  l'équation  (V)  en 

/r'dr  .fi  . i . a . a. 5 , a.3....(n — i)j 

— = e*  j-+  _+ — 4-  7 — ) 

+ ^ - * ■ -ï-s-i - s +1— - elc- 


4-  — 

‘ n-f-i 


x _j x pic 

a(,l+0(n+3)  ~3("-H)(,,+aX,1+3)  ~ 

n (n—  On (n— a)(n— 1>»  __  glc  . 

x ajc*  3x‘ 


résultat  dans  lequel  il  faudra  remplacer  la  série — » — 7 — 3 — 4 — etc., 
par  la  somme  obtenue  dans  le  n*  1000.  En  mettant  ensuite  la,  au  lieu 
de  x,  il  viendra 


fi  = * (h  + (ùp  + M' + 


a. 3. . . .(h  — 1) 


1 » B% 
an  ' an* 
\z 


o*)*  cny1 -r  O*)*" 

ii  4.^ —etc.  — - — — — =£■ 

4 h4  6/»*  n an*  3 n* 

fl  o*  , (U)’ 


} 


etc. 


+ IL.  4. L]V' . 4.  . elc 

1*4-1  a(n4-0(n-Va)  ^ 3(n4-i)(n4-aX»+3)  ' 


n (n— i)n  (n — s)(n — i)n 

ü a(l  t)‘  3(1  Ip 


■ etc. 


formule  dans  laquelle  B, , B,,  Bif  etc. , représentent  les  nombres  de 
Bernoulli,  Ir  = — ( n — /•),  et  dont  to^  les  termes  sont  moindres  que 

l'unité,  à l’exception  de  -p , qui  est  égal  à n^_r>  et  < a. 

laag.  La  difficulté  que  présente  l’évaluation  de  J'~~>  par  rapport 

aux  valeurs  négatives  de  x (1324),  se  rencontre  aussi  dans  le  déve- 
loppement des  intégrales 


/dx'co»  JC  fàx  s!  B JP 

x '>  J 


quand  on  y substitue  les  expressions  de  cos  x et  de  sinar  en  séries; 
le  premier  terme  du  résultat  est  encore  la:.  Mascberoni  a levé  cette 
difficulté , comme  la  précédente,  par  le  changement  du  signe  de  x avant 
1 intégration , et  par  la  détermination  de  la  constante  arbitraire. 
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Relativement  an  premier  point,  il  pensait  que  l’on  doit  e’crira 

"dr 


fi  = '<=*“>. 


lorsqu’on  part  de  la  différentielle^,  et  qu'on  ignore  si  elle  vient  de 


“ on  de  En  admettant  , avec  Euler,  que  les  logarithmes  des 

nombres  négatifs  sont  imaginaires,  quand  ceux  des  nombres  positifs  sont 
réels,  il  prescrivait  de  prendre  le  signe  inférieur,  lorsque  x était  négatif  par 
lui-même,  afin  de  tomber  sur  une  valeur  réelle,  quand  ce  que  l'on 
cherche  est  possible,  comme,  par  exemple , la  quadrature  de  l’espace 
asymptotique  de  la  branche  d'hyperbole  située  du  coté  des  abscisses 
négatives  (402).  • 

Il  me  semble  que,  sous  ce  poiut  de  vue,  l’intégrale  ne  saurait  être 
regardée  comme  unique,  mais  qu'elle  est  réellement  composée  de  deux 
formules  distinctes , ainsi  que  le  sont  les  racines  d’une  équation  du 
second  degré,  et  que  le  passage  de  l'une  à l’autre  lient,  comme  on  l'a 
vu  (5i7),  h ce  que  le  saut  de  l'infini  positifs  liulini  négatif,  rompt 
ici  le  lien  de  la  conlinuitd,  quoiqu’il  ne  le  fasse  pas  dans  d'autres  cir- 
constances. Le  cas  qui  nous  occupe  paraîtra  d’ailleurs  assez  semblable 
à celui  de  l'hyperbole , par  la  discussion  des  courbes  qu'il  s'agit  de 
quarrer. 


ia3o.  Considérons  d’abord  celle  q^i  a pour  équation 
* y = — , correspondant  à / - 


x 


Cette  courbe,  représentée  par  K'MPFHK  dans  la  figure  10,  y estFtG.  10 
comparée  à l’hyperbole  D'E'ED , dont  l’équation  est_y'  = p,  et  dont 

les  brauchcs  sont  ponctuées.  L’axe  AB'  des  abscisses  négatives  est 
l’asymptote  de  la  branche  ATK',  qui  s’en  approche  beaucoup  plus  ra- 
pidement que  ne  le  fait  la  branche  hyperbolique  JV'D',  puisqu’un  posaut 
y — — x , on  a 

W _ £ — — J. 

'F fi'  ~ y ~ e“  * 


rapport  qui  diminue  à mesure  que  x augmente,  et  peut  devenir  aussi 
petit  qu'on  voudra. 

11  n’en  est  pas  ainsi  des  branches  M'F  et  N'E',  par  rapport  à leur 
asymptote  commune  AC'.  Lorsqu’on  faites:: — j}  il  vient 
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i . QK  x i 

— = 7»  dou  = ? = 


rapport  qui  tend  sans  cesse  vers  l’unité,  lorsque  x diminue  ; la  marche 
de  la  brandie  MF  vers  l’asymptote  AC,  se  rapproche  donc  sans  cesse 
de  celle  que  suit  la  branche  hyperbolique  N'E1;  aussi  trouve-t-on  que 
l’espace  asymptotique  B'K'M'P  est  iiui,  taudis  que  PM  P CA  est 
infini. 

Du  côté  des  x positifs,  la  branche  FMH , extérieure  à la  branche 
EN  qui  lui  correspond  dans  l’hyperbole,  forme  avec  l'asymptote  AC 
un  espace  infini,  et  établit  un  passage  pareil  h celui  qui  a lieu  entre 
les  deux  branches  N'E'  et  NE  de  l’hyperbole  : c’est  là  que  se  trouve 
celui  du  réel  à l'imaginaire,  ou  le  changement  de  formule  necessaire 
pour  exprimer  successivement  les  deux  aires. 

Le  coefficient  différentiel 


dy  e*(c  — i) 

dx  x* 

s'évanouissant  lorsque  x = i , montre  qu’au  point  H , où  AG  = i , la 
tangente  est  parallèle  à la  ligne  des  abscisses;  ce  point  est  un  minimum 
après  lequel  la  courbe  se  relève  et  s’étend  à l’infini.  Les  segmens  rela- 
tifs à cette  branche  croissent  jusqu'à,  l’infini,  ce  qui  s'accorde  avec  la 
marche  de  la  formule  (i)  du  u*  jaa4  (*)• 


Si  l’on  passe  à l’intégrale  J' ^ , l'équation  de  la  courbe  est  jr  = ~- 


no  n.sa  forme  est  celle  que  montre  la  figure  n.  Au  point  A,  où  z = o , 
jr=o,  la  courbe  commence  brusquement,  et  comme  plusieurs  autres 
courbes  transcendantes,  fait  exception  au  théorème  du  n*  175,  qui 
n’est  généralement  vrai  que  pour  les  courbes  algébriques.  L'espace  asymp- 
totique AP  H' G,  correspondant  à l’intégrale  prise  entre  les  limites 
3=0  et  3=i,  est  infini,  ce  dont  on  trouvera  encore  la  raison,  en 
construisant  l'hyperbole  ordinaire  ayant  pour  at^pnplote  GH’ , et  pour 

équation  y'  = > car  si  l'on  fait/'  ==y , et  qu’on  mette  le  signe — à 


(*)  La  soutangeute  , ayant  pour  limite  l’unité,  tend  k devenir  constante,  ce 

qui  rapproche  la  courbe  d’une  logarithmique  (243) , sans  cependant  que  cette  dernière 
soit  asymptote  de  l’autre  ; car  la  différence  de  leurs  ordonnées  pour  la  même  abscisse , 
tend  à devenir  infinie. 
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telle  ordonne’e , on  aura 

I 

z—e  s = i — - -| — — etc.,  z'  — i — i - = i — ! — f- elc.; 

d’où  il  suit  que  le  rapport  des  distances  respectives  des  branches  A VF  et 
N'E'  à l’asymptote  GH' , tend  sans  cesse  vers  l’unité,  et  que  M'F  tombe 

entre  N'E'  et  GH’.  Pour  MF  et  NE,  on  aurait  — - = 1 -f-  - + etc. , et 
enfin  ■■  pour  MK  et  ND,  ce  qui  place  toutes  ces  branches  comme 

le  montre  la  figure. 

ia3i.  Depuis  Mascheroni,  plusieurs  géomètres  se  sont  occupés  delà 
fonction  dans  l’intention  de  perfectionner  les  moyens  d’en  calculer 

la  valeur,  lorsque  a est  un  nombre  considérable.  Tel  parait  être  W but  de 
l'écrit  que  M.  Soldner  a publié  à Munich  en  180g,  sous  le  titre  de 
Théorie  et  Tables  (tune  nouvelle  transcendante , dont  je  ne  connais  que 
la  citation  qu’en  a faite  M.  Besset,  dans  les  Archives  naturelles  et  ma- 
thématiques de  Koenigsberg  (janvier  181 1) (*),  où,  après  avoir  rapporté 
une  formule  de  M.  Soldner,  il  reprend  le  sujet  d’une  manière  fort 
étendue  et  fort  élégante.  Ce  dernier  Mémoire  étant  écrit  en  allemand, 
je  n’ai  pu  prendre  qu’une  légère  connaissance  des  calculs , parmi  les- 
quels j’ai  extrait  deux  séries  que  je  vais  rapporter,  l’une  de  M.  Soldner, 
et  l’autre  de  M.  Bessel. 

/s  cl  jC  • 

l(a+jj  > su'vant  k*  puissances 
de  l^i-(-^,  et  peut  s’obtenir  comme  il  suit. 

En  posant  = y,  on  a d’abord. 

)(o+j)  hj+.y  E\  la  "T"  (la)*  elc7» 

et  substituant  celte  valeur,  on  ocrent 


= rjàx  - TafdX(ja  “(&+(&“  etC’); 


niais  comme 


1 + 1 — —“e’d/  = ad7  («+  ; + 7^  + 7^1  + e,c-)  f 

(*)  Knni^sberger  Arehiv  fur  Naturwirsenschaft  und  MalhcmaUh,  jabrgang  i8n  ^ 
trstes  «tiick. 
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on  a,  en  dernier  lieu, 

/iî*rs=é/j* 

- yv  ('+î+if.+^i + e,cXï -<-& + <&  - «4  . 

On  trouve  sans  peine  une  loi  très-simple  pour  former  les  coelliciens 
de  la  sérié  ci-dessus;  car  si  l’on  désigne  par 

■*,J  -f-  •+•  /izf .+  etc. 

le  produit  des  polynômes  enj'  soumis  au  signe  f,  on  voit  que 

— 1 L . . . . ± 

1.2.3...  0» — i)la  i.s.3. . .(a — a)(!ii)*  (!«)** 


i .a.sMIulii 


l.a.3. ..  (n — î) 


i .2.3. . .(«— a)(la)1*  ' * * "f"  (lu)"+‘* 


d’où  Ton  conclut  l'équation  , 

| j _ 1 . . 

v la  ^ ,+l  1 . 2.5. . , nia  ’ 

qoi  fait  connaître  cltaqne  coefficient  par  celui  qui  le  précède  (*)j 
L’intégration  donne  ensuite 

/i($j)  = Va  “ Ê W?  + A'\  -M»  ^ + elc’  ) ■+■  conU- 

Pour  déterminer  la  constante,  il  faut  faire  x= o,  d'où  il  résulte  y— o, 

/âz 

ri"  » 

quand  z — a.  M.  Soldner,  ainsi  que  M.  Bessel,  donnent  en  général  à 
cette  fonction  le  nom  de  logarithme  intégral,  et  la  représentent  par  lis; 
suivant  cette  notation,  on  a donc  const.  =li a (**). 


(*)  Cette  détermination  des  coelliciens,  q^fe'est  pas  celle  de  M.  Soldner,  m'a  paru 
la  plus  directe  ; on  peut  leur  donner  beaucoup  (T autres  formes.  Si , par  exemple,  on  faisait 

A . = 7~ïr~3  . ^n(la'  » ’ ci-dessus  deviendrait 

B.+t  + («  + •)  = (n  + i)  (la)*. 

(**)  Mascheroni  proposait  de  donner  à la  fonction J~'j—  le  nom  d' hyper-logarithme , 
«t  Caluso , celui  de  logologarithme , en  considérant  que  J'y'  ~fÂ  ( Mémoires  de 

la  Société  italienne , tome  XII).  • 
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i ,1 ràx  ___  1 • 1 „ 1 . / • 


ia3a.  M.  Bessel  substitue  dans  J' au  lieu  de  l.r,  la  série 

1 I I 

m{(xm — 1)  — 1)*+  } (xm  — i)s  — etc.}, 

qu’on  peut , à volonté,  rendre  convergente  (Int.  a5)  ; et  il  pose 


m[(xm  _ - i (-v™  - O*  + i C*"  - O3  - etc  ] 

— T 1-  Z + ^ (*"~  >)  + ^ (*"—  0*  + ^ (*"  — >)’  + etc. 

m(j“—  1) 

Il  n’est  pas  difficile  de  voir  que  les  coefficiens  A",  etc.,  de  ce 

développement  sont,  aux  signes  près,  ceux  qui  on*té  désignés  par  B, 
C , D,  etc.,  dans  le  n*  iaa5,  puisqu’on  rend  les  deux  fractions  iden- 

< t 

tiques , au  signe  près , en  faisant  a>=  — (•*"■  — 1). 

Cela  posé,  on  aura 

fë>  ,! x = f—z—  + 

J i) 

Am  . — * 

-f-  — f&x[xm — ij’-f-elc. 

1 

Le  développement  des  puissances  entières  et  positives  de  x * — 1 suffit 
pour  intégrer  tous  les  termes  de  cette  expression,  à partir  du  troisième  ; 

1 

quantau  premier,  si  l’on  fait  xm  = z,  on  trouve 

' f- - f~  -/  l'-Sr  + 

J m(x"*-i) 

_ y’fs— +a-=....+  I + -i-  jdz, 

d’où 

/y-% — = K*"  — 1)  + *”*4-  7 + t *“  . . • .+  -r-”" ; 

puis  en  affectant  du  double  signe  d=  la  quantité  soumise  k la  carac- 
téristique 1 (1339),  ou  obtient 
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lia;  = 1 ’±(x"‘  — i)]  + ï"  + ;i*‘+  jx"1  . . , .4-  i—  x m 

. Ax  Ax(  .r™  \ . Axf  x”  ax"  , 

+ " +-"  1 ) 


Sx 


3x"* 

* a • 

,+m 


3.1"* 

~r') 


4-  etc.  4-  const< 


Observant  ensuite  que  les  quantités  comprises  dans  les  parenthèses  de 
la  deuxième  et  de  la  troisième  ligne  de  la  formule  ci-dessus,  ne  sont 
autre  chose  que  lt^JifTérences  successives  des  termes  de  la  série 

t 3 n 


M.  Bessel  les  représente  par  A*,  A',  A",  A'0,  etc.,  et  écrit,  pour  der- 
nier résultat, 

y JL  i ^ w — » J 

lia:  = const.  4-  l[=fc(a?" — 1)]  4-  x'»  4-  j .r»*  4-  i x"* . . .4-—L-X-™- 

4-^  {^’A*  4-  A' A'  4-  A" à"  4-  A’" A'"  4-  etc.}. 

Pour  s’assurer  que  cette  suite  est  convergente,  l’auteur  fait  voir 

I 

que  celle  des  quantités  A*,  A',  A",  etc.,  l’est  tant  que  xm  < a. 

11  remarque  encore  que  lix  étant  o lorsque  x=o  (iaa5},  on  doit 
y supprimer  la  constante  arbitraire. 

I 

Ensuite,  x étant  > x,  mais  tel  que  x m — 1 soit  une  fraction  posi- 
tive dont  le  logarithme  sera  négatif,  il  y aura  une  valeur  de  x,  pour 
laquelle  lix  sera  encore  nul;  et  M.  Bessel  la  trouvée  égale  à.... 
I,45i369a3495.  Mascheroni  avait  remarqué  la  même  circonstance,  en 

/j  ^ 

■p  = 2';  et  il  avait  obtenu 

p — 1,45^7,  lorsque  » ' = o.  - • 
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CHAPITRE  VH. 

Des  Intégrales  définies  appliquées  à lu  résolution  des  équations 

différentielles  et  des  équations  aux  différences. 

i a33-  ï l existe  probablement  des  fonctions  dont  les  coeflîciens  différentiels 
ne  peuvent  s’exprimer  par  la  variable  indépendante  seulement,  ce  qui  rend*”*-  't<*niCT> 
impossible  la  séparation  des  variables  dans  les  équations  différentielles  d’où 
dépendent  ces  fonctions.  Quand  même  on  aurait  l’analyse  complète  des‘lo,in"*I>*ri‘*” 

. ...  , st*  • , *■  m « , , t «-quutiona  dififir» 

transcenda  nies  explicites , cest-a-dire  exprimées  par  des  intégrales  a reuiicik». 
une  seule  variable,  ou  relatives  aux  quadratures,  on  ne  saurait  encore 
rien  sur  la  nature  de  celles  qui  sont  implicites , ou  données  seulement 
par  des  équations  différentielles  dans  lesquelles  les  variables  sont  mêlées. 

La  difficulté  de  séparer  les  variables  dans  une  équation  différentielle, 
tient  sans  doute  quelquefois  à la  manière  dont  elles  sont  liées , même 
algébriquement,  dans  son  intégrale.  Si  cette  dernière  était, par  rapport 
à l’une  et  à l'autre,  d’un  degré  supérieur,  et  qu’on  ne  sût  pas  la  résoudre 
généralement,  il  ne  serait  pas  étonnant  que  ne  pouvant  parvenir  à l’ex- 
pression finie  de  la  fonction  par  l’équation  primitive,  on  ne  pût  pas 
•non  plus  obtenir  une  semblable  expression  de  sqn  coefficient  différen- 
tiel; mais  outre  ce  cas , dans  lequel  le  facteur  propre  à rendre  l’équation 
différentielle  intégrable,  doit  être  susceptible  d’une  forme  finie,  on  sent 
qu’il  peut  en  exister  d'autres  où  la  relation  primitive  entre  la  fonction 
et  la  variable  indépendante , ne  saurait  être  exprimée  algébrique- 
ment. C’est  pour  ceux-là,  que  l'on  rencontre  presque  toujours  lors- 
qu’on veut  appliquer  les  Mathématiques  à la  Physique,  qu'il  faut  se 
préparer  des  ressources  particulières.  Euler  a encore  donné,  dans  ce 
genre,  une  nouvelle  preuve  de  la  fécondité  de  son  génie,  en  indiquant  le 
parti  qu’on  pouvait  tirer  des  intégrales  définies  : voici  comme  il  pré- 
sente la  chose. 

Soit  y —J'f'dx,  ‘l’étant  une  fonction  de  x et  de  u,  l’intégration 
ne  devant  avoir  lieu  que  par  rapport  à la  première  de  ces  variables,  et 
se  terminant  à x =a;  de  celte  manière  se  réduit  à une  fonction  de 
3.  67 
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u seul , et  ses  coeflicicns  différentiels  sont  etc.  Il  est  risible  que 

j du  7 qu* 7 

la  variable  jt,  qui  disparait  après  l'intégration , introduit  dans  l'expres- 
sioo  de  jr  une  généralité  beaucoup  plus  grande  que  celle  des  formes 
employées  jusqu'ici;  aussi  est-il  arrivé,  comme  nous  le  verrons  bientôt, 
que  des  équations  différentielles  en  jr  et  u,  dont  on  u’avait  pu  obtenir 
l’intégrale  sous  une  forme  finie,  ont  eu  pne  solution  de  celte  nature,  la 
transcendance  de  la  relation  entrer  et  u étant  rejetée  sur  1»  nouvelle 
variable  x.  Euler  n’est  d’abord  parvenu  qu’à  former  l'équation  différant 
tielle,  par  le  moyen  de  l’intégrale , ainsi  qu’il  suit. 

En  difl'érentianl  complètement  y,  on  a 

àj  = A ir  4-  du/"—  àx  (546)  , 

l'intégrale  Utr  étant  pris»  entre  les  mêmes  limites  que  fP’àx.  I.a 

fonction  y"  resterait  encore  indc'terminée,  si  l’on  ne  fixait  pas  en  même 
temps  l’origine  de  l'intégrale,  et  c'est  ce  qu’Euler  fait  en  supposant 
qu’elle  s’évanouit  lorsque  x=o.  Maintenant,  si  l'intégrale  f F Ax  de- 
vient nnWe  dans  cette  circonstance,  quel  que  soit  d'ailleurs  u,  il  en  ar- 
rivera autant  à puisqu'on  a y -f-  djr  =y  -f-  d«= o;  il  faudra  donc 

prendre  aussi  dx,  depuis  x = o jusqu'à  x — a. 

En  poussant  jusqu’au  second  ordre  la  différentiation  sous  le  signe , il 
eu  résultera  ^ et  si  l’ou  désigne  par  Lt  M et  N,  des  fonc- 

tions quelconques  defc,  il  vieudra 

Lorsque  l’intégration  du  second  membre  pourra  s’effectuer,  et  qu'après 
la  substitution  de  x=za,  il  donnera  pour  résultat  une  fonction  de  u, 
que  nous  représenterons  par  U,  la  valeur  y = f Vdx  satisfera  évident* 
ment  à réquation 

On  voit  que  la  difficulté  de  la  méthode  consiste  à.  choisir  la  fonction  V, 
de  manière  que  la  fonction  dx  •+•  M -J-  JVA'|  soit  intégrable 

relativement  à x;  et  Euler  observe  qn’ii  faut  exclure  celles  de  la  forme 
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PQt  P étant  une  fonction  de  u seul , et  Q une  fonction  de  x seul  ; tàr 
elles  conduiraient  à 


■r=w*.  t = ‘£w*.  £='£/<?*». 

lË+ " È+^  = t&  +Mr,+  »*\  K**’ 


résultats  dans  lesquels  l'intégrale  /Qdx  n’entre  que  comme  un  facteur 
constant. 

• . , _ ■ .* 

ia34-  Prenons,  pour  premier  exemple,  1 . ; 

V =3  x— («*  4-  x‘Y(< j*—  x*>*  ; 

nous  aurons 
àV 

Tu  = 2 PUX~'(tf+X'Y-'(c'—X'yy 

— Xmy(ur+X,y—[(2p  — l)u‘-b  X'}, 

d’où  nous  tirerons  l’expression 

r ap(*/>— \)Lif  4*  ipLx*  4-  Nx*  t 

/x— 'dj-(c‘_j.*)<(n,4-x*y—  / 4-  a pM«P  4-  a pMioP  J, 

I 4*  Nu*  4-  2 Nu'x'  ) 

qu’il  faudra  rendre  intégrable  par  rapport  à x.  Euler  prend 

pour  la  fonction  primitive  dont  l’expression  précédente  est  dérivée,  et 
en  diiférentianl,  il  obtient 


x— 'dxQ**  4-  x*)'— (c*  — x*)» 

X {n(u*4-x*)_(e*— x*) 4-  a(^— i)x*(c*— x’)  — 2(^4-i)x*(u*4-x*)}; 

développant  et  comparant  de  part  et  d’antre  les  termes  affectés  d’une 
même  puissance  de  x,  il  trouve 

3p(ip — 1 )Lu%  4*  2 pMu*  4~  -Na4  = nc'u', 

npL  4-  -xpMu  -f-  aÂV  a = jus*  — mt  4-  i(p — r)e* — 2(74-  r)«% 

•N  = — a — a(/>  — 1)  — >(?4*  O — — n — 2 /»  — 2 <7. 

Si , de  la  première  de  ces  équations  divisée  par  «*,  on  retranche  la  se* 
conde,  il  viendra 

4 X/*-**  »}£— * Ar«*n=  (frr4*  274-2)1*' — aQ?  — i)c*;  - 
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et  niellant  pour  N sa  valeur  donnée  par  la  dernière , on  aura 

Z = — 2l±£.‘ 

. V 

d’où  l’on  déduira 

M SB  ("4-ap—  !)(<-•  4- tt*)  , (p+  <?)» 

apu  p 

L’intégrale  définie,  de  laquelle  nous  sommes  partis,  s’évanouira  d'ellc- 
même  lorsque  x = o , tant  que  o ; faisant  donc  x=a,  l’équation 
différentielle  cherchée  sera 

C* 4-  ü*  d'y  f(n-4-ap  — iXc‘4-u’> ■ ip  + q)“)  dy 

ap  du1  ‘ X apu  p 1 du 

— (*  + V + =»?)/  = “■(“* 

et  sera  satisfaite  par  l’équation 

y = /xJ,_’dx(u*  -f-  x%y(c'  — x*)' , 

l’intégrale  indiquée  étant  prise  depuis  x=o  jusqu’à  x —a. 

En  supposant  a=c,  ce  qui  fait  évanouir  (c*— a*)*,  lorsque  l’es  po- 
sant q est  positif,  on  a seulement 

(c*-Hi*)ud*/  — {(n-j-ap — i)(c*-f-u*)  -f-  a(/>+ÿ)u*}dud_y 
•+•  ip{n-+-2p+2q)urAu'  =s  o; 

l’intégrale  définie  restant  la  même  que  ci-dessus,  doit  être  prise  de- 
puis x=so  jusqu'à  je  sac*  , 

Si  l’on  fait 

n + lp  — i=»,  n-\r^p~\-  aq  — i = 0 , 

. - • - . , 

on  trouvera 

2/2  = * -f-  i — n , 2 q—P  — i -f-  b — ta; 

l’équation  différentielle  et  l’expression  de  y se  changeront  en 

» — ( • - 

(c*-f-u*)udy  — (»c*-f-/0«*)dydu  + (a-f-i — «)(/3— ^4t-f-«)igrd«*  = o , 

*-H— - w jl-i-fn— m 

_/  = /x*~,dx(u*-4-x*)  3 (c* — x*)  1 

La  solution  ci-dessus  peut  aussi  convenir  à l’équation 

x^a-j-éx^d*/ -f- x(c-f-ex')dxd/  -f-  (f+gx")ydx‘  ko, 
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«pie  nous  avons  traitée  par  les  séries  dans  le  n*  665.  En  y mettant  d’abord 
* pour  j,  et  faisant  ensuite 

z = x “ (a-\-bx’)~n°b  +’jr, 

on  la  transformera  dans  cette  autre 

x^a-fAxQdÿ-f-x^a — c-\~zah-^-{ib — c-f- 1 n 4-f-  3 M)x*}  dj-dx 

-1 -{J  -j-a/i — c [§■+( b — e-f-«4-j-iA)(n-f-/i)]x* ] _},dx*=0; 

la  quantité  h restant  arbitraire,  on  en  disposera  pour  faire  disparaître 
la  première  partie  du  coefficient  du  dernier  terme,  afin  qu’il  devienne 
divisible  par  x : on  tirera  de  cette  condition  , 

1 f + ah  — c/i  + u/i’no,  ou  o/i*  -f-  (a— c)h  f =z  o (*). 

Pour  achever  de  rendre  notre  transformée  identique  avec  l’équation  à 
laquelle  nous  voulons  la  comparer,  il  faut  y faire  x"  = a*.  Euler  n’a 
point  poussé  le  calcul  plus  loin,  parce  qu'il  traite  la  même  équation  par 
un  aulfe  moyen,  que  nous  ferons  connaître  plus  bas. 

ia55.  Soit  encore  V = em“*x’(c — x Y;  on  lire  de  là 

ATS  (4*  JT 

^ = me-*x-*-(c— xy,  = m*e-“rx*+*(c— xy, 

et  il  faut  rendre  intégrable,  par  rapport  à x,  la  fonction 
e""*x*dx(c  — xy{m‘Lx'  -f-  mMx  -f-  xY}. 


(*)  La  transformation  que  nous  indiquons  ici  se  déduit  de  la  deuxième  du  n°  609. 
En  comparaut  l'équation 

x*(a+  &x»)  d*y  + x (c  -f-ex*)  dydx  + (/-t-gx*  )_ydx*  = o, 
à relie  de  cet  article,  on  a 

c + e x*  0_  /+g J*  . 

~ x ( a + 6x*)’  v x*  fc  -f-ex")  ’ 

et  11  l'on  veut  prendre  pour  R uue  fonction  telle , que  la  transformée  conserve  la  même 

»x* 


forme  que  la  proposée,  il  faudra  supposer  R 

à R 


- , 1»  et  > étant  indéterminés. 


x ( o -f-  bx“  ) 

Développant  ensuite  la  fonction  ^ -f-  7ï*  -f-  PR , qui  aura  pour  dénominateur  com- 
mun ( a -+■  fcx*  )*,  on  disposera  de  n et  de  > de  manière  à réduire  ce  dénominateur  à 
o-4-ix*.  Ceci  suffit  pour  indiquer  la  marche  qu’il  faut  suivre  dans  ce  calcul. 
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Pour  y parvenir,  on  suppose  qu'elle  correspond  a 1*  fonction  primi- 
tive ef"“x"*"(c — x)^'  ; difl'érentiaot  cette  deruière,  et  comparant  le  ré- 
sultat avec  la  précédente,  il  vient 

JV  = (n-f-  i)c,  mM  — mcu  — («4-p  + a)»  m'L-=.  — mu, 

d’où  l’on  conclut  l'équation  différentielle 

- s g- + (~ -! £ + (- +' <■ *r- — '-<*<?■ - *“• 

et  la  solution 

y sa  y c”“*j:*dx(c  — jr)', 

l'intégrale  étant  prise  depuis  x = o jusqu’à  x = a.  » 

Lorsqu’on  fait  nsi  et  c—a,  od  a seulement 

uA'y  — (au  — n — p — a)dydu  — («■+•  i)qydu*  s=  O, 

= fe-x-dx(a  — x)',  # 

en  supposant  d’ailleurs  p-+-  i>o  et  *-+-»>•,  peur  q»e  1 intégrale 
ne  devienne  pas  infinie  quand  x = a et  quand  x=o. 

Si  l’on  suppose  y ==  c/*4",  ou  a , on  obtient  cette  transformée 

du  premier  ordre 

udz  4-us*d«  — auzàu  (n p y- i)zdu  — (n-f-i)adu  ==  o , 
à laquelle  ou  satisfait  en  prenant 

*•  /«"x'irfu—  x)f 

Euler  transforme  cette  expression  de  plusieurs  manière»,  en  faisant  suc- 
cessivement 

z =i<j  + v,  v = u— -'-‘s  , u—~r—  = — (n-f-p-f-  j>, 

et  il  obtient 

«dv  -f-  ur’du  -f-  (n-f-p-f-  a)pda  — j aVdn  — j (n  — ^)odn  — 0 , 
u~’~'~‘ds  4-  u ~“~,'~3s,du  ■ — J a’udu  — i (n  — p)adu  = o , 
ds  4-  s*d/  — \ a,if+,f+*dt  — i (n  — />/'«u--*-r+,dr  = o; 
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enfin,  posant  — s= — (n-f-p-f- 1 )?,  ^ arrive,  en  dernier 
résultat,  à l’éqtiatioa 


oV  "+rM  +34,(0— p)r  "-h-h  , 

d?  + y* dr 4^+P+>r ^ ~ 0 ’ 

qui  se  tire  immédiatement  de  la  transformée  eus  et«,  en  y faisant 

u = rn-*-P+  ',  a = ja  — i^'-rè+'y. 

Il  transforme  aussi  l’cquation  du  second  ordre  entre  y et  u,  et  par- 
vient à un  résultat  remarquable  par  sa  simplicité.  Après  avoir  mis  cette 
équation  sous  la  forme 

ïî" ad r 4-  ("  + P +■  3)d.v («4-Qgydu  __  q 

i!u  * ' u u ’ 

il  fait  « = ht',  d’où  d = d , et  parvient  à 

d‘y  (<?  — ■ )dy  . , Ç/i  +p  + a)dv  q(n+-,)ayàt 

bqf  51*”  t * 

en  prenant  di  pour  constante.  Cette  dernière  équation  revient  à 

d^  — bqaP-'àjàt  +~  qp.'^-9-^~.'tyxi‘  — bq'(n+-  i)ot,~'yàt' 

et  est  satisfaite  par  y = feiti*xmix(a—xY. 

Pour  transformer  celle-ci,  Euler  prend 

* = *-/'>,  ou  & = />d<+^, 

ce  qui  lui  donne 

d'i-f-a/Mids — bqaP~  'dtâz+~(qn-{-^p  4-  q+ 1 ) — ■—  + zdldP 

-t-ade’l.?5* — b(]al<~'P-\-  — bq%(n+-  = o ; 

et  pour  faire  disparaître  les  termes  multipliés  par  dz,  il  fait 
a P — bqaf-'  + E ±&±1±!  = o. 

La  valeur  de  P qui  résulte  de  cette  équation,  le  conduit  à 
d’z  — zàt'  { 1 +'-bq\n—p)at<-'  + = 0, 
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dont  la  solution  est 


_Isat,îü±2P±2±i 

z = e 1 i » y et"7J,r"&r(a — •x)'. 


Ces  formules  se  simplifient  par  la  supposition  de 


et 


<y(a/t-f- 1)* — i =o,  ou  </  — 


5 = =fc  | — =fc  a(an  -f-  i ) ; 
il  vient  alors 

±1  

d*::  — a%zt*n+l  \U#=o,  ou  d %z — = o f 
et 


±i  t i 

a = e*(*"+»)«<a,,+l  â"*"  â — jr)% 

ou 

• "a.  îr..  * 1 I I 

z — e v tfet  x ™>  ,>d.r(a — x)  ». 


ia36.  La  supposition  /Vx(a* — x*y~'cos bifx  conduit  aussi 

à une  e'quation  différentielle  de  la  même  forme  que  celle  du  numéro 
précédent  : on  en  déduit 

— — bquf~'x{a' — x'Y~'  sin  bitx  , 

— — [bq(q — i)(41-’sini«1x-f-ê‘'7*uM“*jrco5êM,jr}(a‘ — x*/- 'x; 


et  substituant  dans  l’expression  fix  (L  M ^ N , on  a la 

fonction 

/•i  , , y_,  f Ncosbwx — bijMu^'xsxnbWx — bq(q — l)Zu,_,Xsinitt,xl 

^ ^ ‘ ( — b'q%Lu"~‘X'COsbu'x  j ’ 

à laquelle  on  assignera  pour  intégrale  la  fonction  primitive 

(u* — x*),sinZ>K,x , qui  s’évanouit  lorsque  x =o  et  lorsque  x=«.  La 
différentiation  de  cette  dernière,  et  la  comparaison  du  résultat  avec  la 
précédente,  donneront 
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11  faut  observer  que  l’équation  différentielle 

+ + Nr}; 


se  rédoit  à 


£S+‘’fS+Jvy=o, 


Iorsqne  l’intégrale  du  second  membre  s’évanouit  à la  limite  x—a-,  ainsi 
l’on  aura  seulement , dans  l’exemple  qui  nous  occupe, 

g+ÊH=«±à£+r**-y-., 

et 

- "v  ' * j- =/<ïx(a‘ — x’^'cosbtfx.  , 

Si  l’on  fait  p = iTi  «t  b = - , on  tombe  sur  un  cas  particulier  très- 
remarquable,  savoir, 


pour  lequel  on  a 


gZ  + = o , 


J — /ÏLr(a*— vc*)  *v  cos^  ufx , 


l’intégrale  étant  prise  de  manière  à s’évanouir  lorsque  x=o.  On  a mon- 
tré, dans  le  u*  663,  que  celte  dernière  équation  différentielle  répon- 
dait à celle  de  Riccali  ; on  passe  de  l’une  à l’autre  en  faisant  j=ef*iu , 
d’où  i}  résulte  . j ?x  , 

àz  -J-  s*d«  + — o , 

:r?ZL‘ 

u'~'fxtbc(a’ — x')  jin  - vfx 

a -*  1*1  — — . 1 : 

y —g—\  s 

. ..  /di(a* — j*)  ’v  cos^Wx 

" ' 

les  intégrations  relatives  à x s’effectueront  toutes  les  fois  que  — 
sera  un  nombre  entier  positif.  En  posant  donc  — on  aura. . . 

* V % 

<I  — ~’ÏT+ 7»  et  il  viendra 

— 4« — 4 

ds  -f-  z*d«  -f-  n*tf  **+’  d«  sss  o , 

équation  qui  comprend  la  seconde  classe  des  cas  d’intégrabilité  que 

5.  66 
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nous  avons  trouves  dans  le  n°  565.  L’équation  du  second  Ordre  et  ta 
solution  sont 


d y -f-  a‘u  »-+‘  ydu*=s  O , 


y = fàx(a' — x*)‘cos[ — (ai  4* 

laZy.  Dans  ce  qui  précède,  nous- sommes  partis  de  l'intégrale  fV dx, 
pour  arriver  à l'équation  ditlèrentielie  ; mais  cette  me  diode  est  indirecte, 
puisque  c’est  toujours  l'équation  qni  est-donnée , et  qu’on  cherche  l’ex- 
pression de  la  fonction  qu’elle  détermine.  Euler,  en  conséquence , re- 
tourne son  procédé;  il  suppose  que  l’on  ait  le  développement  en  série 
de  la  fonction  cherchée  (65q  et  suiv.),  et  il  lâche  d’obtenir  la  limite 
de  celte  série  , au  moyen  d'intégrales  définies  , en  s’aidant  des  procédés 
indiqués  dans  les  n°*  ii/jo  et  suiv. 

Pour  faire  connaître  la  marche  d’Euler , nous  commencerons  avec  lui 
par  déterminer  la  somme  de  la  série 


A + B S + Cs‘  -f -4-  -Æfc—  + iVs'4-  etc. , 


dans  laquelle 


B — 


om+â 
i/i-f-  h 


J, 


C— 


i m+h  j. 
an+l,  ° » 


D = 


* m+h  r 
3 n+h  U»’ 


.Nz=  !£$"+*&. 


Il  est  visible  que  cette  série  rentre  dans  celle  qni  a été  traitée  n°  1 148  ; 
mais  comme  dans  l’équation  de  cet  article,  nous  n’avons- point  dégagé 
la  somme  de  lcqualiou  à laquelle  nous  sommes  parvenus,  nous  repren- 
drons en  entier  ici  les  calculs  cTEuler.  ' Soit  donc 


s ==  A 4-  Bs-\-  Cs‘  4-  Ds*.'„ 4-  Ms‘~‘  -f»  JW  4-  etc.  ; 

* * % ~ ï 

nous  tirerons  de  là 

_ 

-gj-  ~ iBs  -f-  a Cs'  -f-  5jDj3 -f-  («—  ijilfr1-’  4-  «-AV  4-  etc.  ; 

multipliant  celte  équation  par  m,  la  précédente  par  h , et  réunissant  les 
produits,  nous  aurons 


— — 1-  /is  = h A 4~  Çm-j-h)Bs  4-  (am-f-A)!?*1 . ■ « . 

f 

nous  parviendrons  semblablement  à 


. 4-[(' — 1 K 

-f  (ô»-j-A)AV4-  etc.; 
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TT  + ks  = kA  + («+*)■»*  4-  {m+k)Cs' +[(i_i)n+^]J|fy- 

+(/«+Ar)iVsi+  etc.  ; 

et  en  observant  que 

(n+k)B=hA,  ( 2n+k)C=(m+h)B , . . i )«+&] M,  etc., 
nous  aurons 

às  h-4  -+-  h As  -j-  (zm-\-h)Çsy-{~  (3m-f-/i)Ds*  -f-  etc. 

•Mais  d après  l'une  des  équations  ci-dessus,  la  partie  qui  suit  le  terme 
kA , dans  le  second  membre  de  celle-ci , est  égale  à -+-  te);  nous- 

pouvons  donc  former  l'équation 

"#  + <=  + A.., 


OU 


i_  | zds(k  — hs)  kjfês 

j(« — ms)  s(n — rtii)  9 


dont  l’intégration  fera  connaître  z 
On  a 

d s(k  — hs)  ___  hds 
s(n  — ms) 

k nh — mk 

en  intégrant,  il  vient  ponr  le  facteur  qui  rend  intégrable 

l'équation  en  z (570),  et  au  moyen  duquel  on  arrive  à 


nui  t (mk  — nh)d.t 
ns  ■"  n(n — nu)  ’ 


nh — mk  k 


nh—mh 


....  ...o  " « ri  n — n 

(n — ms)  mn  sni  = Akfsn  ds(rt — ms)~‘ 
d'où  l'on  conclut 


mk — nh  k 1 


nh — mk 


z = Aks  ”(»  — ms)  Jsn  'ds(n  — ms)  ma 

l'intégrale  étant  prise  de  manière  à donner  z=A  lorsque  s = 0. 

litolcr  considère  en  particulier  les  cas  où  m=o  et  n = o,  dans  les- 
quels la  valeur  générale  de  z devient  illusoire  j et  en  remontant  à l'équa* 
tion  différentielle,  il  trouve  pour  le  premier 

I 

h$  —h  ha  k 

s = — e’*  nfe  nf'*  'df» 
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et  pour  le  second 

— — — — — 

. z — — — e "“s  m fe"us"‘  di. 
m 

Il  remarque  encore  que  l’intégration  indiquée  s'effectue  toutes  les  fois 
que  k est  un  multiple  de  n dans  l'un  , et  de  m dans  l'autre. 


12  58.  Passons  à la  série 

AA'  4-  BB'u  4-  CCu'  4-  DD’u' 4-  A/A/V-  -4-  NNul  + etc. , 


en  supposant  que 


B — 


cm 


717+ TA> 

1 ri+k' 


ç l*!Ldhî 

an  -f*  k 

Qt > 

a n-\-k' 


B, 

7 3n  -J-  k 7 w+« 

B’,  D'=  C',..  .N'=  M'. 

’ 3 n +*  ’ in  + R 


Soit 


j ==  AA'+mB'u  4-  CC'u'  + DD’uK  h AfAfV-  4-  NN'uf  4-  etc., 

et  considérons  la  série 

z = A 4-  Bux  4-  Cu'jc'  4-  Du' jc*  4-  j Eu* jc*  4-  etc. , 
en  y faisant  ux—s:  nous  aurons  alors,  par  le  numéro  précédent, 

À ntl — nh  k nh—tH  k • 

z =s  Aks  “(n — ms)  ,Hn  fs“  'ds(n> — ms)~ 

Formons  ensuite  l'équation 

V = fPzàx  = f Pdx{A  4-  Bux  + Cu'x'  4-  Du'x 5 4-  etc.)  , 

dan6  laquelle  nous  regarderons  la  quantité  u comme  constante , et  nous 
chercherons  à déterminer  la  fonction  P,  de  manière  qu’en  effectuant 
les  intégrations  relatives  à x,  on  obtienne  la  série  proposée.  Pour  cela, 
il  faudra  qu’entre  les  limites  assignées  à la  variable  x,  on  ait 

• 

fPxdx  = ~fPdx,  fPx'dx  — ^fPàx , fPx'dx  = jJPdx , etc.  ; 
car  il  en  résultera 


V = [AA  + BB’u  4-  CCu'  + DD'id  4-  etc. } ^fPdx , 
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d’où 

— -V  — '>'fr'-Ax 

Ï fPSx  /Pdx  » 

les  intégrales  indiquées  étant  prises  entre  les  limites  convenables.  Mais 
si  l’on  compare  chacune  des  intégrales  /Pxdx,  fPx’dx  f etc. , à celle  qui 
la  précède,  on  aura  les  relations 

fPxdx  = ^fPdx,  f Px'dx—  / Pxdx,  f Px*dx  = ^ fPx'dx,  etc.. 


d’où  l'on  conclura 

fPx^x  = J fPx^dx  =*  fPx‘-’dx-  , 

or,  en  observant  que  ces  relations  ne  doivent  avoir  lieu  qu’aux  limites 
des  intégrales,  on  verra  facilement  qu’on  peut  supposer  en  général 


fPx'dx  = 


(i  — i )m'  + h' 
in!  -f-  k’ 


fPx‘—dx 


+ 


a !Q 

iV+fc'» 


pourvu  que  la  fonction  x'Q  s’évanouisse  à ces  limites.  Différentions 
cette  équation  et  divisons  ensuite  ses  deux  membres  par  x^~ ’,  nous 
aurons,  après  avoir  fait  disparaître  les  dénominateurs, 

(in!  -f-Ar')Pxda.-  = (un' — ni'-f-  h')Pdx  -f-  xdQ  -j-  iQdx. 

Cette  dernière  devant  avoir  lieu  quel  que  soit  i , se  partage  nécessaire- 
ment en  deux  autres  , qui  sont 

n’Pxdx  = m'Pdx  -f-  Qdx,  k' Pxdx  — ( h' — ni) Pdx  -f-  xdQ , 

et  desquelles  on  tire 

; et  Pdx  = p— . , 

ujj  — m h x — («  — m ) 1 


Pdx 


divisant  l’une  des  valeurs  de  i’d.r  par  l’autre,  il  vient 

xd()  __  — li  dQ  drfli'x+m' — h') 

(Xlx  n x — ni  > ou  ™"  x(n'x — ni)  ’ 

ce  qui  donne 


d(5  __  (h' — m')dx  , (m'P-f-m'n' — A'n')dx 

Q " m'x  ~ m'(n'x— m ')  * 

//  ^ j 

Q = x'"'  \nx — m!)  x const.; 
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k'm' — ^ 

faisant  la  constante  égale  à ( — i)  **'*  , etsubstiluant  la  valeur  de  Q 

dans  celle  de  Pdx,  nous  aurons 

h'  _ Vm’—h'n' 

Pdx  — x^  ’dx(m'—n'x)  . 

Nous  déduirons  de  là 

(irt  -4-  k')f  Px'dx  = [(/  — i )m'  + h']f  Px‘~,dx 

. , h ' À'm' — h'n' 

-(-  x m (m — nx)  m " ; 


niais  comme  la  partie  intégrée  doit  s'évanouir  aux  deux  limites  de 
l'intégrale , il  faudra  prendre  celte  intégrale  depuis  x = o jusqu’à 

x = ^r.  On  aura  alors 

71 


f Px'dx  = ï=£g^hlfpj-‘dx, 


pourvu  que 


*4-  i >o, 

771 


liTTi  — h'n 


4-1  > O; 


et  avec  ces  conditions , il  vient 


y 

en  observant 


_ Vm'-Hn’ 

A' [Pv&x  _ Affxm'  'îd.r(m'—  n’x) 

= fl’àx  V “ k'rr'-K^  > 

/i*'  Ar(m'—  n'x)~ **'»' 

que 


s — Aks 


k km — hn  k fin — km 

"(n — ms)  mn  f sn  d s(n—ms)  mn 


cette  dernière  intégrale  doit  être  prise  de  manière  à donner  s = A 
lorsque  s=o;  et  il  faut  changer  dans  sa  valeur  ; en  ar,  puis  regar- 
der u comme  constant  dans  l’intégration  relative  à x. 

il  est  visible  que  l’on  peut  échanger,  dans  les  résultats  ci-dessus,  les 
coefliciens  A , B , C,  etc.,  avec  les  coefliciens  A',  B',  C',  etc.,  parce 
que  ceux  de  la  première  suite  sont  de  la  même  forme  que  ceux  de  la 
seconde.  Il  suit  de  là  que  l’on  peut  obtenir  deux  expressions  de  la 
somme  J,  en  y changeant  m,  n,  h,  k en  m',  n',  h1,  k,  et  récipro- 
quement. 

On  doit  remarquer  que  la  fonction  Q n'est  introduite  dans  le  calcul 


Digitized  by  Google 


• APPLIQUÉES  AUX  ÉQUATIONS.  Stf 

qtie  pour  donner  les  limites  des  intégrales  fPAx,  et  que  les  conditions 


■ -,  n ^ h'm'—h'n'  , 

l + ^-l>0,  M>0, 

— y 4 

n'étant  pas  remplies  lorsque  m'=o,  ou  n'  = o,  il  faut  déterminer  Q 
d’une  manière  spéciale  pour  chacun  de  ces  cas.  Les  deux  valeurs  de 
PAx  se  réduisent,  dans  le  premier,  à 


on  eu  tire 


Pàx  = PAx  = _ÏÉ2^ 

nx  7 kx  — h * 


dQ  â t(k'x  — hT) 


«V--'  et  Q = ^ 

on  a,  dans  le  second  cas. 


PAx  = Qÿ,  PAx  — rr-^% 
à Q _ (.k'x+m'-h') àx  k’dx  . h’—m’dx  „ 

y — ="V+  Q=e  "•**  • 

ia3g.  Nous  allons  appliquer  ce  qui  précède  à l’équation 

•**(«  + ^’)d-j-  + x(c  4 cx”)d/«Lr  *f  (/+  gx-)jAx‘  = o, 
d’après  laquelle  on  peut  développer  jr  danfc  une  série  de  la  forme 
Ax'  -f-  Bx*+n  -f-  Cx*+™  4-  Dx*+Zn  + etc. , 

* étant  donné  par  l’équation  du  second  degré 

a(<*  — 1>  4-  ac  4 / = o (065). 

Si  l’on  fait,  pour  abréger,  *(* — i)6  + ae  4g  — A,  on  aura 
B ~ t"*.*1  , ^A, 

n[_na  4 (3*  — 1 )a  4 *Ü  ’ . 

^ — n’b  — (a«  — i)nb — ne  — h ^ 

lUl[»»!+(l«-'l)»+t]  * 

r.  — /jn'b  — a(a« — i)n& — ane — h „ 

3n[3na4  (a* — i)a  4c)  * 

N = — (»—  I)‘n4—  (i  — i)(g«  — ,)ni  — (i—'i)ne  — k ,, 
l/;  [uia  4 (o«— - i)./  4 CJ  ’ 

Les  facteurs  du  dénominateur  de  ces  expressions  sout  de  la  forme  de 
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ceux  de  la  série  du  numéro  .précédent  ; et  le  numérateur,  étant  une  fonc- 
tion du  second  degré,  se  décompose  eu  deux  facteurs  du  premier,  par 
la  .résolution  de  l’équation 

(i—  i)*n*i-f-  (act  — 1)(»  — i)ni-+-  (*  — 1 )nc  -f-  h =*o, 
qui  donne 

i — 1 )n  — — i(2a — î 

ce  qu’on  réduit  à 


>~Tb  =*=/ 7(?— »)*+ 


4 i*‘ 


1 

-ï» 


(i—  i )«  = — i (a«—  i ) — ^ =b  ~ \/(i— «•)*  — 4** , 

en  vertu  de  l’équation  d’où  dépend  ».  Si,  pour  abréger,  ou  fait. . . . 
^(i  — e)‘  — , il  viendra  • " 


(*— 0* 


, (q«— 

a A * 


d’où  il  résultera  „ 

• • . . . • • ■ - * • • • • 

_y_—  (('— 0”i-K(a«~0*+ï*—  ;?)[(>— QnH-  jft— -QM-.iH-ié) 
ülïpnô+(ï*— 0»-K] 

Soit  à présent  x"=u,  et  . - 

^ = JA'+  BB'u  + CCu' .... + MM’w-'  + ALW; 

3?  * " • ’ \ 


nous  aurons,  dans  cette  forme, 

y _ O — l)nfr-frj(a«—  \q  ^ 

— ùio.  ’ 

jyi (i — Qnfc+ ! (a«  — i)^4-l  r -f  mi 

valeurs  dont  la  comparaison  avec  celles  du  numéro  précédent , noua 
montre  qu’il  faut  y changer 

m en  ni,  h en  £ (act-—  i)i  -f-  je— {q, 

n en  — ni,  k en  o,  - 

w'en  ni,  h1  en  {(aa — i)i-f-ie'L(- fÿ,  . • 

* n'en  na  , k en  (ax  — i)n~f-c. 

Nous  chercherons,  d’après  ces  dernières  dénominations,  l’expression 
de  s,  et  pour  éviter  toute  ambiguité,  nous  y écrirons  t au  lieu  de  x ; 
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nous  aurons  s = ut=x"t,  et 


— {■>* — i )A— g-Hy  — — r-4-7 

5 = A(l  -f-.i)  = ^(1  + X*/)  Mi 

Nous  conserverons  dans  l'expression  de  y les  letlres  tri , ri,  h'  et  k't 
mais  nous  changerons  u en  x";  et  faisant  attention  que  y est  divisé 
par  x*,  nous  obtiendrons 

W AV—  AV 

. ~'zà  t(m'—  rit)  *“  "* 

•7*  h' ru' — AV  * 

— /i'O-"*7"' 

les  intégrales  étant  nulles  lorsque  t=o,  et  terminées  à < = jjî-  = 
en  observant  d’ailleurs  les  conditions 


. , h'  ~ 

1 + -7  — > > 0 


A'm' — A'n' 


1 >0, 


dont  la  première  se  réduit  à 

(»•-*  i)6+«+v  ^ _ 

Trib  ^ » 

à cause  que  la  plus  petite  valeur  de  i est  l’unité,  et  la  seconde  devient 
l-i>o. 

*•  Wm! — tV 

11  est  facile  de  voir  aussi  que  l’intégrale  définie  ftm'  d t(m' — rit)  m'”' 
peut  être  remplacée  par  une  constante  arbitraire,  et  que  l’on  aura  enfin 

h'  A'm' — h'n’ 

y = Cx* / 1”'  ’zd t(m'  — rit)  * m‘n'  . 

Le  coefficient  A , qui  entre  dans  la  valeur  de  z,  étant  arbitraire,  la 
dernière  expression  de  y est  une  intégrale  complète,  puisqu’elle  reu-' 
ferme  les  deux  constantes  A et  C. 

La  possibilité  d’échanger  entr’elles  les  quantités  n et  ri,  k et  k',  en 
prenant 

na  pour  n,  — nb  pour  ri,  (a a — i)«+c  pour  k,  et  o pour  k', 
conduit  à une  seconde  solution,  dans  laquelle  on  a 

A Am — hn  k hn — mk 

s = Aks~"(n — ms)  fsn~  ds{n — ms)  mn 

3.  % 
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la  fonction  z devant  être  égale  à A , lorsque  s — O,  et 

h ' k'm' — h‘  ri 

y = Cx* f t~’  'zd/(m' — rit)  mVT> 

l’intégrale  relative  à t devant  s’évanouir  lorsque  t =s  o , et  lorsque 

/ = Les  conditions  de  celte  expression  sont^-,  > o,  et  i — ^5  > o , 

à cause  que  À'  = o.  La  relation  entre  set  t,  délivrée  du  signe  d’inté- 
gration, est 

<lx  Ah — t(tl  — ht) 

di  • s{n  — nu) 

la^o.  Euler  donne  encore  deux  solutions  de  l’équation  différentielle 
proposée;  il  les  tire  de  la  série  descendante 

y = x*(A  -f-  Bx~‘  4-  Cx~ " + Dx~s'  4-  etc.)  , 

pour  laquelle  a est  déterminé  par  l’équation 

a(ci  — 1 )b  -f-  ae  4-  g ~ o. 

Faisant  a(a  — 1 )a-j-ac  4-  f = h , il  trouve 

^ 11  [nb  — (a«  — 1 )ù  — * 

„ — n’n-f-(a« — i)nq  -f-  ni h „ 

au[a/iù  — (aa  — 1)6  — é]  * 

ly  — (i— i)’n’a  +("«— i)(t— Qno  + ((  — Qnc  — A ,, 

in[_inh  — (a* — 1)6  — 

L’expression  de  iV  se  décompose  ainsi  : 

jY  = — f (<— Onn  — ■!  (?«— Qo—fi — >]{('— 1 )na—  £ (p«—  1 )n—  j c+  jp  } M 

1 Ulfl£l/i6— (2* — i)D— rj  , 4 

en  posant  \/(a — <•)* — 4aJ—  P-  Par  cette  opération,  le  développement 
de  y peut  être  mis  sous  la  forme 

Z-  = AJ'  4-  B B' u 4-  CCu' -f-  MAT  ri-  + Ntfri  + etc. , 

X* 

en  y changeant  x~"  en  u -,  et  prenant 

N = 0 — Ona— ^ O»—  Qq  — y c— j p 

— ma  9 


N' 


0—  i)n«—  Qn  — Je  + ; p 

inû  — (a«  — i)i— o ‘ * 
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comparant  ces  valeurs  avec  oelles  du  n"  ia58,  nous  verrons  que  les 
lettres  m,  h,  ne  t k , doivent  être  remplacées  par 

na , — |(aa — i)a — le — jp,  — na  et  o, 

• et  les  lettres  m',  h',  n'  et  k',  par 

na,  — t(2  a. — 1 )a  — \c-\-ip,  nb  et  — (3**—  i)A  — e. 

En  faisant  s as  ut  = x~l't,  nous  aurons 

_k_  _ ^ 

s = A( i -f-  s)  * = A{\  , 

h'  k'n/ — AV 

j =3  Cx*ffî~'zdt(m’ — n’t)  ",v_ , 

les  limites  d<t  l’intégrale  relative  à t étant  déterminées  par  la  condiliou 
qu’à  l’une  et  à l’autre  on  ait 


A'  AW— Vh' 

tnf[m'—n't')  +,=  o. 

Si  l’or^permule  cntr’elles  les  lettres  analogues,  en  prenant 
nb  pour  n , — na  pour  n1, 

— i(2x—i)a—ic+ip  pour  h,  — i(ax— i)a— ic— pour  W, 

— (aœ — 1 )b  — e pour  k et  o pour  k, 

l’expression  de  5 se  déduira  de  l’équation  différentielle 

àz  j4h  — z{h  — h s) 

et  Ton  aura 


df 


j (a  — nu) 


km — hn  k 


__  t fin— -km 

s — Aks  n— ms ) mn  fs*  d s(n—ms)  m*  , 

y = Cx* f t"?  'zdi(m' — n't ) m'*‘  , * 

en  observant  qu’aux  deux  limites  de  l’intégrale  relative  à t, 

K kftn'—h’nf 

tm'(rn’ — n't)  m'“‘  '=0. 

i2/(i.  Éclaircissons  ce  qui  précède  en  l'appliquant  à l’équation  par- 
ticulière 

a*(i — ûr*)d*_/  — a"(t-f-j:*)<Lrd^  -f-  x‘ydx‘  = o. 
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Eu  la  comparant  avec  celle  du  n*  1239,  nous  aurons 

0=  i,  l>  = — i,  c = — «,  e = — i , f—  o,  g~ i j n=3, 
a(a — i)  — <z  = o,  d’où  « = o,  a — a et  ^ = rt:a. 

Avec  ces  données,  et  en  ayant  égard  aux  deux  valeurs  dont  <t  est 
susceptible,  nous  obtiendrons,  par  les  formules  du  numéro  cite  , les 
quatre  résultats  suivans  : 


l a = (i  + x'tf  *,  y = Cfr*~'zit(i  + t)-’  •' 

( z = (i  4-  x'Cf  ' *»,  y ==  Cx'fC  3sd/(  i + i)~* ..... 

fds  - » ' A-  t(a_±  r)  Cft^-'zàtU  -f  O*’  •••  ' 

lis  3*0+*)  ’ y ' v y 

_ a/Z— 4i+(Qig Qt]  _ C’*‘/<=tïad/(i  + O-'*’-- 

Les  valeurs  de  a relatives  à la  série  descendante  du  n*  ia4o,  étant 
^.j  et  i,  conduisent  de  même  à ces  quatre  autres  résultats  : 


•CO, 
•(a)  > 
•(3), 
•(4). 


y = Cxft  1 adt(i  +<)  ’"t*a 


y — (i  +0" 


y = Cxft*~*  zd/(i  +0 


y = -§/r;zd^((  •+-  0 


•(5), 

•(6), 

•(7). 

.(8). 


‘ = 0+^ 

(.-o+ir*-- 

dz  __  — 4-  z(a  zp  r) 

üj  arfi  -h  O 

.dz  a^— i[a+(a±i>] 

(df  ' 3i(i  +j) 

Pour  répandre  sur  le  sujet  qui  nous  occupe  toute  la  clarté  qu’on  y 
peut  desirer,  il  nous  reste  à montrer  comment  les  valeurs  de  y satis- 
font à l’équation  proposée.  La  chose  est  très-facile  à l’égard  de  celles  qui 
sont  comprises  dans  la  formule 

=1-.  ±i-. 

z = (i+arV)-"5,  y = Cft  * zd/(i+/)  * : 

en  -prenant  le  signe  inférieur,  par  exemple,  il  vient 

zàt 


Z = 

V'i-f-  x't’ 

II 

dz  _ 

xt 

% — c 

rT 

dr 

V/  1 -+-  x‘t  * 

dx  J 

' <■ 

d’i 

t 

d’y  _ c 

C- 

dx*  — 

3 » 

0 +*"0* 

**  J 

1 11 

tât 


i 1 * 

■o +**<)■ 
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5-1o 


d’où  il  résulte 


x‘(i— x*)^  — x(i+x*)^  + x>j  = 
et  l’intégrale  du  second  membre  étant 


x'd((l  — x'<‘) 


3Cj»i/r 

✓O+OO +**<)* 

s’évanouit  lorsque  t=o  et  lorsque  t est  infini  : c’est  donc  entre  ces 
limites  que  tloit  être  prise  celle  qui  exprime  la  valeur  de  jr. 

Venons  à l'une  des  formules  où  z n'est  donné  que  par  une  équation 
différentielle;  prenons  la  quatrième  : en  n’ayant  égard  qu’au  signe  in- 
férieur, nous  aurons  à traiter  l'équation 

, xdj(a  Aàs 

a>(*  -+-*)  *(•  + *)’ 


En  la  multipliant  par  sy/i  + s,  et  l’intégrant,  nous  en  tirerons 

ss  V1»  + * = ^^1  + 5+^»  * =~  + 

et  en  observant  qu’on  doit  avoir  zessA,  lorsque  s «=o  , nous  trouve- 
rons Z?  = — a A y d’où 


_ 1 -f-  s — ■)  

S ~~  sVi  '+~s 

dz  .. 

dr 

d’s  ___ 

2?  *“ 


Si  A 
fx* 
AA 

tJC ‘ 


a A 


*5  + 


mA 

Le* 


+ tï*’ 
a^(a-t-3(i’) 
i > 

tx»(»-MxT 


Substituant  ces  valeurs  dans  les  suivantes. 


x’idt 


Y = C f , 

J J Vf(i-H) 

dy  ' „ r xzàt  , r r X»d<  dz 

dx  J J t/«t,+t)dc, 

ü ~ 3CfvWÏÏ  + 4Cfv^o  c + 


r’dt  d’s 


et  les  résultats  dans  l’équation  proposée , nous  obtiendrons 
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*0 +**);£  + **/  = 


c C—JL- 


o ./r’(  i +4<J-'’  + 

((■  + tr*)* 


}■ 


le  second  membre  de  celle-ci  a pour  intégrale  l'expression 

4ACv'\/\  + C ^ACx]/i  -+-  ( 


4 iCi'\/ 1 4-  « 


(i  + »*-•)•  Vi 


4/Cr-y/.  + t/ i_ \ . 

F * \ (i  4-tx)*  / 


qui  devient  nulle  lorsque  t— — i,  et  lorsque  / = o (+)  ; c’est  donc 
entre  ces  limites  qu’il  faut  prendre  l'intégrale  qui  exprime/.  Eu  y rem- 
plaçant s par  sa  valeur,  elle  preudra  la  forme 

A 


V 1-hW 


/ = D 

Si  l’on  écrit  — t , au  lieu  de  t,  et  D\f — i au  lieu  de  D,  on  aura 

les  limites  de  l’intégrale  étant  l=o  et  t=i. 

i a42-  M.  Laplacc  a montré  le  premier,  que  la  sommation  des  séries 
par  les  intégrales  définies , conduisait  aussi  à l'intégrale  de  l’équation 
différentielle  partielle 


d*z  . „dz  . dz  , , r 


iW 


■W, 


dans  quelques-uns  des  cas  où  elle  échappe  à la  méthode  du  n°  766  : 
c’est  ce  que  nous  allons  faire  voir,  en  suivant,  à peu  de  chose  près, 
la  marche  qu’il  a tenue. 

Il  est  visible  que  lu  série 


(*)  Pour  s’en  convaincre  dans  le  dernier  cas , il  suffit  de  développer  5 

(•  + 1*)* 

vant  les  puissances  de  I. 


eui- 
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B$!u)  -f-  C<p'(u)  -4-  D<p"{u)  -f-  etc. 

+ 4-  U.4'('')  4*  D >$'(?)  4*  etc.  i 

prise  dans  le  n°  784  pour  la  valeur  de  3,  peut  être  remplacée  par 
celle-ci  : 

A f (lwp(u)  Bfduf(\iiQ(ti)  -f-  CfàuJànfAutp'u)  -t-  etc. 

-f-  Atfàv-^(v)  C tf  AvJ'AvfAv^{y)  -f-  etc. 

En  réduisant  les  intégrales  doubles  , triples,  etc.,  en  intégrales  simples, 
au  moyen  des  formules  du  u°  484,  on  changera  la  prefriière  partie  en 

AfA  tif'n) 

-f-  {ufduQ'itj  — fuAittpi^u)} 

-h  — 2ufudup(u)-^-fu’duip(u)} 

+ {«VcJr.«p(ia> — Zu‘fu<lu$(u')-{-Zufu’dup(u'j — -fiSduQ^u)} 

4-  etc.;  ' 


maintenant,  afin  de  distinguer  les  facteurs  où  la  variable  u se  trouve 
hors  du  signe  intégral,  de  ceux  où  elle  en  est  affectée,  on  écrira  dans 
les  derniers  t à la  place  de  u\  on  pourra  après  cela  passer  les  autres 
sous  le  signe  /,  en  observant  de  les  regarder  alors  comme  conslans, 
et  on  aura  par  ce  moyen  # 

JÜ9 (0  p + £~--  4-  4-  etc.} 

. = /dt7>(0, 


T désignant  la  somme  de  la  série  renfermée  entre  les  accolades , et  les 
intégrales  étant  prises  depuis  l — o jusqu’à  t — u.  On  trouvera  de  même, 
que  la  seconde  partie  de  la  série  proposée  revient  à 


m «{*  4-  aea+fifc=ic+£^ 

= /dir,4(0,. 


4-  etc.} 


en  observant  que  les  limites  de  l’inlcgrale  sont  ici  t = o et  l = v,  on 
aura  donc 

3 = /d/r<p(04-/d<r,4(r). 

Pour  déterminer  les  fonctions  2T  et  T,,  il  faut  connaître  d'abord  les 
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relations  que  les  coefliciens  A , B,  C,  etc.,  A„  B„  C„  etc.,  ont  entr'eux, 
et  qui  s'obtiennent  en  substituant  dans  l'équation  proposée,  au  lieu 
de  s,  la  série 

Afdu$(u)  -f-  Bfduf  du$(u)  -f-  Cfdufdufduf(ii)  -f-  etc. 

-f-  A,fdv-\(y)  -J-  Btf  d vf  dt'^.(t')  C,f  d vf  Avfdv-\{v)  -+-  etc.  : 

* 

ou  aura,  relativement  à la  fonction  <p , les  équations  suivantes 

Aé  + PA  = °> 

v + PB  + xæ  + p ë + <?  ï + MA  - °» 

ar  + ^ + S+  'ï -u  + Q % + mb  = o, 


et  Von  en  trouverait  de  semblables  entre  A,,  B ,,  C,,  etc.  Si  l'on  pouvait 
tirer  de  ces  équations  les  valeurs  des  coefliciens , la  question  serait  ra- 
menée à sommer  les  séries 


A 4-  _i_  c(u  ~ <)• 

1 ' i .a 


1.9.3  ^ elc» 


/?.(— 0 C,(r_0*  0,0—t)’ 

H 7 I --  h -777. 3-  + etc. 

jj  a45-  Appliquons  ces  idées  générales  à différens  cas  particuliers,  afin  de 
lire  mieux  connaître  le  parti  qu'on  en  peut  tirer.  Soit  l'équation 


d’t  , di  , ds  . 

far,+P3z  + vr,  + mz=so- 


dans  laquelle  p,  q , m,  désignent  des  constantes.  En  traitant  cette  éqna- 
tion  par  la  méthode  du  n°  7 66,  on  retrouve  à chaque  transformation 
la  condition  pq  — m~  o,  et  il  est  par  conséquent  impossible  d’obte- 
. nir  par  ce  moyen  l’intégrale  de  la  proposée  sous  une  forme  finie,  lors- 
que cette  condition  n'est  pas  remplie  ; mais  les  équations 

77  4-  pA  — o, 

AB  . „ . A'A  , AA  AA  , . 

a;  JrPD+  à^àv  + P AU  + 1 AU  + mA  ~ °» 

AC  , n . à- Il  AB  . AB  , „ 

•+•  pC+  j-g-  -f-  p - + q ~ + mB  = O, 
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qu’on  obtient  par  la  méthode  précédente,  conduisent  facilement  à une 
série.  En  effet,  la  première  donne,  par  l’intégration,  A =e-l"'a,  a.  étant 
une  fonction  arbitraire  de  u;  et  en  la  différentiant  par  rapport  au,  on 
en  tire 

d'A  . d A 
dwlu  P du  — ’ ° ’ 

ce  qui  réduit  la  suivante  à 

57  +PB +<)*-£  4-  rnA  — o. 

Pour  satisfaire  à celle-ci,  on  fera  /3  étant  une  fonction  in- 

connue de  v et  de  u.  La  substitution  des  valeurs  de  B et  de  A donnera, 
après  des  réductions  évidentes, 

57  — (P7  — «0*  = O; 

en  se  bornant  à satisfaire  à cette  équation,  on  aura  seulement 
/3  = — 


et  l’on  déduira  de  là 
d B 


d»/ 


= — e~rap(pq  — m)v  + e~f‘a{pq  — m) , 


<7  57  4*  n‘B  =—  e-r’a.^pq  — m )*  4-  e-r’aq(pq-m), 

d B _ , , d 'B  d B . . die 

- + pBz=e  >a(pq—m),  5757  4~P  57=4  f’{pq~m)  dy, 


valeurs  qui  changeront  l’équation  d’où  dépend  C , en 

57  4-  PC 4-  tr*  { {pq—m)  (57  4-  «7  ) — (pf— »»)**•'}  = o. 

Faisons  d’abord  C=e~i"y;  l’éqnation  précédente  deviendra  divisible 
par  e~r’t  et  nous  aurons 

g;  4-  {pq—m)  (^7  4-  «7)  — {pq—m)' av  — o ; 

il  ne  faudra  plus,  pour  ramener  cette  équation  à la  forme  des  autres, 
que  supposer  ^4-®7=°>  ce  <lu‘  déterminera  la  fonction  arbitraires, 
en  donnant  puis  il  viendra 

57— (P7  ==o> 

3.  7» 
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d’où  \ 

y — a 

, C = ï=£?v.  . * 

1.9 

L’équation  en  D étant 

• 

àD , r.  , d*C  . d C . d C , ,, 

d7  + + d^  + ? d7  + ? d7  + ° ’ 

se  réduirait,  au  moyen  des  valeurs  de  C , de  »,  et  en  supposant . . . 

D^e-rf,  à 

d*  _ (p<7  — m)V* 

__  — a — o . 

dv  î.a  7 

l’on  aurait  par  conséquent 

(.P 7 — m)W 

D — e-r*  (W-"»)V 

d i.a.3  » 

^ " 1 ■ U •*  -7  • 

1.9.3 

Il  suit  des  calculs  ci-dessus, 

qu'on  emploierait  aussi  à la  recherche 

des  coefficiens  A„  B ,,  C,,  etc.,  que 

yf  = 

i ' y/,  = e-^", 

Z?  j 

1 \ B,=e-"-i-lE2=?!bt 

1.9  7 / 

y et  < C = e-<"-i-(pq~myu'  . 

\ 1 1 .3  * 

1.2.3  J ' 

1 r>  _ ( P9-m)V 

IJ‘~e  i.s.i  » 

- . etc.  * 

) ( etc. , 

el  que  les  sériés  qu'il  faut  sommer  sont 

. T = e-r-i-  { , + + ZZSzSL  4.  -ffizSl  + etc- } , 

1 1 i.i  1 1.2.1. 9 i.a. 3. 1.9. 5 1 )* 

t, = %-r-~  \ t + + jsaip-o'  + clc.  i 

1 t i.i  1 i.3.  k.  a t. a. 3.i. a. 3 

lorsqu’on  fait  pq  — m — n. 

Si  nous  désignons  parada  somme  de  l’uoe  quelconque  des  séries  com- 
prises entre  les  accolades, y sera  une  fonction  de  pour  la  pre- 

mière série , el  de  — t ) pour  la  seconde , mais  de  la  même  forme 
dans  l'un  et  l’autre  cas  ; ella  fonction  e~'"~>y  sera  une  valeur  particulière 
de  z.  En  faisaut,  pour  abréger,  v(u  — <)  = 8,  nous  aurons 


pu  — — + e- 

d l 

a; ; 


rr*-f&  * 
d#  du  * 


= - pe-r-'y  + J; 
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' dé  dé  . s 

mais  comme  ^ = v,  — = m — t,  il  viendra 

£ = o-*-»  {-  v + * £}  » 

£ = <r*-"  {—  pjr  + («  — *)$}, 

d££  = e_r_,■  {pw— W—0+/"’—  >3  £ + 0d?}- 

La  substitution  de  ces  valeurs  dans  l'équation  proposée,  la  changera  en 

•a?  + £ + (m  —p<i)t = ° (*)  î 

les  denx  constantes  qui  entrent  dans  la  valeur  complète  de  y se  dé- 
terminent par  la  condition  que  ys=  i et  m,  lorsque  9 = 0, 

condition  qui  résulte  des  deux  premiers  termes  de  la  série  dont  y est 
la  somme.  La  somme  de  la  seconde  série  se  tirera  de  l'expression  dç  j*, 
en  y supposant  9 =u(v — /);  et  prenant^,  pour  représenter  j dans  ce 
nouvel  état,  la  valour  complète  de  z sera 

z = trr-"{fyiiQ(t)  + />,d*4(i)}  , 

la  première  intégrale  étant  prise  depuis  t= o jusqu’à  < = u,  et  la  se- 
conde depuis  t = o jusqu’à  ls=*>. 

Si  l’on  voulait  s'assurer  que  ce  résultat  satisfait  à l’équation  proposée, 
il  faudrait  observer  qu'en  général,  lorsqu’une  intégrale  fTAt  doit  être 
prise  depuis  f = o jusqu’à  *=m,  t doit  être  considéré  comme  une  fonc- 
tion implicite  de  «,  et  que  l’on  doit  avoir  par  conséquent  (n) 


d(/Tdl)  _ à. prit  à. fTAt  dt 


du 


du 


+ 


dt  ‘ du  ’ 


or 


A. fTAt  f AT  , /k/cs  AfTAt  —,  d( 

-azr  =J  du  ilMV>  — - r e*  as** 1 » 


lorsque  t=u]  ainsi  en  représentant  par  U ce  que  devient  alors  T , 
on  aurait 

1344-  M.  Laplace  applique  encore  sa  méthode  à l’équation 


p di 


dx 


u.  ..r  . ...  _i_  _ï_  — _i_ ™ 3 

~ u -+-  v du  r u v dv  («  d-  r}* 


■«. 
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dont  nous  nous  sommes  octffipés  dans  le  n°  768;  on  satisfait  aux  équa- 
tions qui  déterminent  les  coefficiens  A,  B,  C , etc.  , en  supposant 


A = («4-<’)  e. 

A,  = («  + 0”*, 

B = aA{u+v)~ ', 

B,  = a,A,{u  + v) 

C = /3Z?(«4"')-‘, 

€,  = M.^  + e)-, 

etc. , , 

etc., 

j8,  etc.,  /3,,  etc.,  étant  des  constantes  telles  que 

a = p(  \ — q)  + m, 

) *•  = ?(•  — p)  + mt 

a/3  = (/>-+-  t)(a  — </)  + '»,  1 

' a/3,  s=  (q- 4-  «)(»— p)  + 

3>  = (/»  + a)(3  — y)  + ni}  | 

1 3>,  = (?4-a)(3— p)4- 

etc. , •.  • ’ • ■ . 

) etc. 

Les  termes  de  ces  suites,  correspondans  à l’indice  quelconque  i,  seront 
( p 4-  — 0 (*—?)  + ni,  (7+«  — «)(«—/>)  + m> 

et  l’on  aura 


4-3'  + e,c)  > 


r = +Tu~>^C 

r,  = (n  4-  «Or*  { « + à £ + rS  (g)‘  + e,c- } 


On  fera  71  = (u  + e)— '/,  en  considérant  / comme  une  fonction  de  la 
quantité  que  l'on  représentera  par  0,  et  l’on  obtiendra  l’équation 


en  /, 
lions 


comme  dans  le  numéro  précédent,  par  la  substitution  des  fonc- 


dr  d7'  dT  , dz  dz  d- 

du  , dr  * dudr*  1 U ^ du  , dr’dudv 


qui  donnera 

6(<  — 6)^r  + {8( 9— P—2)  + 1 } d7  + C pq—p—r*)j—o. . ..(b). 


Pour  former  T\ , il  suffira  de  changer  dans  cette  équation  p en  q , 
q en  p et  J en  y, } l'on  aura  T,  =t  (u  -f-  v)~y,  ; les  constantes  des  ex- 
pressions de/  et  de/,  se  détermineront,  comme  précédemment,  par 
le  moyeu  des  deux  premiers  termes  des  séries  Te  t T,  : enfin  on 
obtiendra 


5 - ôrôf  ^.(0  + çnhç 
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L’une  des  fonctions  y et  y,  peut  aussi  se  déduire  immédiatement  do 
l’autre;  ca^ l’équation  (b),  trausformée  d'après  ce  qui  a été  dit  plus  haut, 
se  change  en 

K1  — â)  7$  4*  {Kp— 7— »)+>  *^{P7— y— "<}  J.  = °-  • ••(*')» 

et  redevient  (A)  lorsqu’on  fait_j‘,  = (i  — La  détermination  des 
constantes  arbitraires  dej'  ne  change  point  cette  relation,  car  lorsque 
6 = o,  on  doit  avoir 

J—  ».  tj~P—  P<l  + mi  J<  — 

et  les  deux  dernières  de  ces  valeurs  résultent  aussi  de  l’équation.... 
y,  = (i  — Q)p~ly}  quand  on  la  combine  avec  les  premières.  Maintenant, 

puisque  (t  — fl)'-'  = (t  — ‘—fvj'*’  011  aur» 

. = = {fjMÇt)  + /(-  +0^4(0} . 

ia45.  11  est  bon  de  remarquer  que  l’on  peut  changer  les  limites  des 
intégrales.  Si  à t l’on  substitue  ut  dans  la  première,  et  et  dans  la  se- 
conde, et  que  l’on  désigne  par  y'  et  y'' , ce  que  devient  alors  y,  on  aura 

3 ~ (JTjPTÿ  {Jytlàty(ut)  •+■/(?+  v/)'_y"i'dr4(t'0}  , 

les  intégrales  devant  être  prises  toutes  deux  entre  les  limites  1 = 0 et 
t — u 

Si  l’on  représente  par  K et  K , les  valeurs  des  intégrales  f ydl$(i) 
et  y>.d<4(/),  prises  depuis  /=  o jusqu’à  r*înfini,  les  quantités 

K-fydl^t)  et 

seront  les  valeurs  des  mêmes  intégrales^  à partir  de  t infini;  mettant 
au  lieu  de  t , dans  la  première,  u-f-t',  et  dans  la  seconde,  v -f-  t1,  puis 
désignant  par  Y et  par  U,,  ce  que  deviennent  y et  y, , on  aura 

J + />,d<4(/) 

= K + K,-fYdt  ç(u  + 0 - /r.d^c^+O-  • 

Les  limites  des  intégrales  du  second  membre  seront  visiblement  1'  in- 
fini et  /' = o,  lorsque  celles  du  premier  seront  t=o  et  /=«,  t=o 
et  ts sej  puis  comprenant  la  quantité  conslaule  À'+/v,  dans  les  fonc- 
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lions  arbitraires,  et  changeant  le  signe  des  intégrales,  on  pourra,  à 

une  expression  de  la  Forme  , 

2 = fyàt<p(t)  -f  /j,d4(0, 

dans  laquelle  les  intégrales  sont  prises,  l'une  entre  / = o et  l—u,  et 
l'autre  entre  t—o  et  t — v,  substituer  celle-ci: 

2 = /)  d/'?(u+  t')  -f-  / Vtàt'^v  t'). 


dont  les  intégrales  seront  prises  depuis  t'  infini  jusqu’à  /’  = o. 


ia46.  Ce  qui  précède  renferme  la  substance  de  ce  que  contient  le 
Mémoire  de  M.  Laplace , relativement  à l'intégration  des  équations 
différentielles  partielles  par  des  intégrales  définies,  et  se  lie  parfaitement 
avec  les  travaux  d'Euler  sur  les  équations  différentielles  à deux  va- 
riables, surtout  lorsqu’on  rapproche  les  n0*  783  et  ia38.  En  faisant 
dépendre  de  l’équation  (A)  la  sommation -des  séries  T et  T,,  et  ré- 
duisant par  là  l'intégration  de  l’équation  différentielle  partielle  (n^,  à 
celle  d’une  équation  différentielle  à deux  variables,  M.  Laplace  a réel- 
lement ramené  l’intégrale  de  la  première  à ne  dépendre  uniquement 
que  des  intégrales  définies,  toutes  les  fois  que  la  seconde  sera  suscep- 
tible d'être  traitée  par  la  méthode  d’Euler,  ou  que  les  séries  T et  T, 
seront  analogues  à celles  du  n°  ia38. 

La  méthode  par  laquelle  M.  Parseval  somme  la  suite 


AJ'  4-  B B'  -f-  CC  4-  etc.  (ii5a)  , 
conduit  aussi  à un  résultat  semblable  ; car  il  est  visible  que  la  série 

, 4-  +*YSa=J)’  4-  4-  etc., 

1.1  î.a.i.a  1. a. 3.i. a. 7 ’ 


à laquelle  nous  sommes  parvenus  dans  le  n*  124^,  étant  mise  sous  la 
forme 


, » - « 

1 4"  — 4"  — — ' 

1.1  1 .a.  1 .a 


1 .3.3. 1 .a, 3 

en  faisant  nv(u  — t)=a’,  résulte  des  deux  séries 


4-  etc.. 


1 -t-  - .r  4-  — —s  -r1 4-  etc.  = c,JC, 

1 1 i.a  i.a.a  ’ 

, « 1 , «’  1 , «’  1 ; . 

, + ri+7 ^ + ÏÏO?+{,c'  = e » 
multipliées  terme  à ternie;  et  on  en  trouvera  par  conséquent  la  somme 
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en  substituant  successivement  cos  s -f-  \/— • isinr  et  cos  s — y — isins, 
à la  place  de  x daus  la  fonction 

e"  X e 1 = e v */; 

on  aura  par  là 

/ | \ — Tco»  j tin  1 

e*V+ï)  s=  e , 

(,  v 3*  cos  J1 — ia\' — i ro» s sim 

I^’v  = g co»  $ — ^ — isin»  . 


<-i)  = 


multipliant  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  l’exposant,  dans  la 
première  formule  par  cos  s — V" — ■ sin  s , et  dans  la  seconde  par 
cosî  + V/ — i sinj,  on  verra  facilement  qu’elles  se  réduisent  toutes 
deux  à e*»™»»,  d’où  l’on  conclura  que  la  série 

i+- — | — 1 ? + etc.  =r  - f e1*  co,*ds , 

. i.i  î.a.i.a  >. a.a.i. a. 3 ’ 

l’intégrale  étant  prise  depuis  s = o jusqu'à  s—7t-,  et  l'on  passera  à 
T = i e~ i"J'e3*co,,ds.  Celle  expression  deviendra  celle  de  7*,,  lors- 
qu’on y supposera  nu{v — t)=a*;  et  on  aura  eufin 

z = i e—Pt~iu  {/ f e’c°* . 1/ <’dsd«p(/) 

+ // eVM>V"““—  '.d*d<4(Q}  • 

M.  Parseval  avait  aussi  appliqué  la  méthode  précédente  à l’équation 

Ï5  — a‘(—  -f. 

cii®  " W ^ àyj  » 

qui  exprime  les  conditions  du  son , lorsqu'on  donne  deux  dimensions 
à l’air;  mais  il  a repris  ce  sujet  avec  plus  d’étendue  et  d'une  autre  ma- 
nière, dans  le  tome  premier  des  Mémoires  présentés  à l'Institut  par 
divers  savons  ( p.  37g) , et  nous  y renverrons  le  lecteur. 

'V 

. 1347.  Lés  intégrales  en  séries  de  l'équation 

d*z  da 
dx"  *=  dy  * 

traitée  dans  le  n°  781 , peinent  être  sommées  par  des  intégrales  dé- 
finies, ainsi  que  M.  Laplace  l’a  fait  voir  dans  le  XV*  cahier  du  Journal 
de  l’École  Polytechnique.  # 


Digitized  by  Google 


56o  CHAP.  VII.  DES  INTÉGRALES  DÉFINIES 


La  sérié 

a = <p(x)  4- •->"(*)  4-  $>"(«)  + *>’'(■*)  + etc. , 

dans  laquelle  9'',  p",  etc.,  désignent  les  coefficiens  différentiels 

des  ordres  pairs  de  la  fonction  <p , résulté  de 

V* 

en  y développant  0 ( x 4- at  V//)  suivant  les  puissances  de  t,  par  le 
théorème  de  Taylor;  car  il  vient 

! a 

2 = (x)f  e—r2tdt  4-  ?"(x) f e— ‘'4/’dt 

W 1 1,3 

2 | 

4-  7^-3 <p"'(x)fe-',8i,dt-i-  <p'T(.r)/ c~1' lôr'dt  4-  etc.; 

et  en  observant  qu'entre  les  limites  t ==- — infini,  t = 4~infiqi, 

fe~rdt—  s/îr,  'd<  = o,  / e~l*fJrdt=':5'^"'^~l^^-^(i2o5), 

on  retombe  sur  la  série  rapportée  plus  haut  : on  a par  conséquent. . . 
z = fe—,'dl<p(x-i-2l\/j)l  en  comprenant  dans  la  fonction  arbitraire, 
le  diviseur  V'V> 

La  différentiation  vérifie  aisément  celte  nouvcllo  intégrale:  on  a d'abord 


S?  = J%e~,'AllP"(.x  ■+•  ai  v50  » 


^ f<r-‘,tdtp'Çx+  2/V>~) 

= e-‘'ç'(x  4-  a t Vÿ)  4-  /e-"d/(p"(x4-at  V^) , 

av  y 

«n  intégrant  par  parties,  par  rapport  au  facteur  e“‘'/d/;  et  si  l’on  suppose 
la  fonction  <p'(x  4-  a telle,  que  son  produit  par  e~ **  demeure  nul 


lorsque  t=infini,  ^ prendra  la  même  valeur  que 


dx*' 


M.  Laplacc  montre  enepre  que  l’expression  de  2 avec  deux  fonc- 
tions arbitraires  <p  et  4.(781)  revient  à 


. 2 = /e-',d/{r(x4-a/yy)-Kn(x4-  at\/ÿ)}> 

• ™ 

en  distinguant  T et  fl  par  la  condition  que  l’une  renferme  seulement 
des  puissances  paires  de  la  quaulilé  qu’elle  affecte,  et  l'autre  des  puis- 
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sauces  impaires,  ce  qui  revient,  au  fond,  à l'intégrale  exprimée  ci-des- 
sus par  la  fonction  <p. 

1348.  On  a vu,  dans  le  11°  778,  qn’Eulcr  avait  satisfait  à des  équations 
différentielles  partielles,  par  des  séries  d’exponentielles  en  partie  arbi- 
traires et  multipliées  par  des  coefficicns  constans  et  arbitraires;  on  peut 
remplacer  ces  séries  par  des  intégrales  dont  les  limites  soient  arbitraires. 
Si,  dans  l'équation  du  numéro  cite, 

d's  d’n 

* d 7dy~~aZ’  °U  cLÏIÏÿ  aZ  ° ’ 

on  fait  z = f c“+r>tp(n)dn , On  la  change  en 

f e*+r,$(ti)dn[np  — a]  = o , d’où  p = -j , 
et  par  conséquent 

z ss  Je  "<p(n)an , 

la  fonction  $ demeurant  entièrement  arbitraire,  ainsi  que  les  limites 
de  la.  variable  it. 

Cette  forme  n’est  qu’une  dérivation  très-simple  de  la  série  trouvée 
par  Euler;  car,  en  regardant  une  intégrale  comme  la  somme  des  dif- 
férentielles, on  a 

s = e"’,+""p(/2,)d/t  -f-  en  l+  n-<p(nl)àn  -f-  etc.  , 

ce  qui  n’est  autre  chose  que  la  somme  d'une  infinité  de  valeurs  parti- 
culières d es,  multipliées  par  des  coefhciens  constans  infiniment 
petits. 

Il  est  visible  que  le  même  procédé  peut  s’appliquer  à toutes  les  équa- 
tions du  premier  degré,  de  quelqu’ordre  qu’elles  soient,  pourvu  qu’elles 
n'aient  point  de  termes  indépendans  de  z ou  de  ses  cocfficiens  différen- 
tiels. Une  modification  bien  facile  à trouver,  suffit  pour  le  rendre  ap- 
plicable aux  équations  du  même  genre  qui  contiennent  plus  de  trois 
variables. 

Nous  prendrons  pour  exemple  l'éqnalion 


et  nous  y satisferons  au  moyen  de  l’expression 

2 — pjdnâp, 


3. 
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qui  conduit  à 

^ p'\iru]p[in'  — n’(/i*  +/>')}  = o, 
d’où  m'  = a'(n‘  4- p')  , et  par  conséquent 

S = JJc"lŸn‘+i,,+ni,'*'i:  p)dnàp 

-f-  JJe—a‘V'n‘+P'+nx+r:ç(ri,p)ùn<)p. 

ia^g.  Les  valeurs 

z — e— v’/cos  qx  , z ==  e—v’rsiu  qx  , 

satisfaisant  à l'équation 

d’a di 

dx’  dy  * 

quelle  que  soit  la  quantité  q , on  en  conclut,  d’après  ce  qui  précède , 

z — yV-vV  àq$(q)cosqx  4-  f c-4'.'Jq-^.(t/)slnqx. 

Cette  expression  a,  sur  les  séries  d’exponentielles  multipliées  par  des 
coefliciens  constans,  l’avantage  de  la  continuité,  qni  permet  de  dé- 
terminer les  fonctions  arbitraires  <p(y)  et  4(<?)  * de  manière  que , pour 
un  état  initial , répondant  ày=o,  z devienne  F(x) , F désignant  une 
fonction  donnée.  Telle  est  l'importante  question  que  M.  Fourier  s'est 
proposée,  <4  qu’il  a résolue  complètement  dans  son  premier  Mémoire 
sur  la  propagation  de  la  chaleur,  présenté  à l’Institut  le  ai  décembre  1807, 
et  mentionné  dans  le  Bulletin  des  Sciences,  par  la  Société  Philomatique , 
mars  1808,  p.  n3.  Ses  recherches,  qui  doivent  paraître  bientôt,  dans  la 
Pièce  que  l’Institut  a couronnée  en  18I0,  l’ont  conduit  à un  théorème 
très  - remarquable  que  je  vais  iudiquer,  d’après  une  note  qu’il  a eu  la 
complaisance  de  me  donner. 

La  supposition  de/=o  réduit  l'expression  de  s à 

. fdtj(p{q)  cosqx  ^-fdq-f,(q)  sinqx, 

dans  laquelle  il  faut  observer  que  le  premier  terme  demeurant  le  même, 
lorsqu’on  y change  x en  — x , ue  peut  représenter  qu’une  fonction  de  ,r 
ayant  ce  caractère,  tandis  que  le  fécond  terme,  qui  change  alors  de 
signe,  en  donnera  une  du  caractère  contraire.  Or,  une  fonction  quel- 
conque de  x peut  toujours  se  décomposer  en  deux  autres  qui  rem- 
plissent séparément  ce*  conditions;  car  6i  l’on  désigne  par  P(x)  et  Q(x) 


* 
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des  fonctions  telles  que 


503 


?(-*)  = P(r).  / Q(— *)  = - QW.  * 

et  qu’ensuite  on  pose 

F(  * ) * P(*)  + Q(*)  fl  i,  vient  (PW  = iF(x)  + *?(-*), 
F(-x)  = P(x)  - Q(x)  ,|  lQ(x)  = *F(x)  - -iF(-x)  : 

on  aura  donc 

# 

F(x)  = fdq9(q)co$qx  + f dq-\{q)  sin  qx  , 
si  l'on  peut  déterminer  <p  et  4 de  sorte  que 

fdqt  'q')  COS  qx  — P(x),  fdq-\{q)  sia  qx  = Q(x)  ; 
et  c'est  à quoi  l'on  parviendra  en  prenant 

ç(q)  = ^/datP(«)  cosqa,  4C?)  = ^./daQ(a)  ùaqtt, 


it  désignant  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre,  et  les  limites 
de  a.  étant  0 et  l'iuiiui. 

Voilà  le  théorème  annoncé  ci-dessus.  En  mettant  dans  P(x)  et  dans 
Q(x)  les  valeurs  de  9(q)  et  de  4(?)>  0,1  en  conclut  aussi 

P(x)  = '-f  dqcoaqxf dxP(a)cosqa,  Q(x)  = * f dqsinqxf  daQ(a)siny*. 

Ce  théorème  établit  entre  les  fonctions  P et  9,  Q et  4»  une  liaison  que, 
dans  le  Bulletin  des  Sciences, par  la  Société  Philomatique  (ann.  18 17,  p.  i a 1), 
M.  Cauchy  a nommée  loi  de  réciprocité.  Dans  le  meme  Journal  (an- 
née i8i5,  p.  i65) , et  dans  les  Mémoires  de  •f  Académie  des  Sciences, 
pour  l'année  1816,  M.  Poisson  résout  la  même  question,  par  des  for- 
mules analogues  aux  précédentes. 

Cette  transformation , à laquelle  on  doit  déjà  des  résultats  imporlans 
dans  la  théorie  de  la  chaleur  et  dans  celle  des  ondes , parait  aussi 
devoir  enrichir  celle  des  intégrales  définies,  de  déterminations  nouvelles; 
et,'  ce  qui  est  sur-tout  digue  de  remarque , c’est  qu'elle  transporte  à 
une  fonction  quelconque  F(x),  au  moyen  des  fonctions  P(x)  etQ(x),  les 
propriétés  des  fonctions  spéciales  et  élémentaires  cos  qx  et  sin  qx  par 
lesquelles,  non  - seulement  la  première,  mais  scs  différentielles,  ses 
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différences,  ses  intégrales,  soit  aux  différentielles,  soit  aux  différences, 

# -al*1,  /"dx'F(x) , A-F(x)  et  XfW, 

sont  très-simplement  exprimées. 

Il  faut  observer  aussi  que  par  cette  même  transformation,  on  obtient 
séparément  la  partie  réelle  et  la  partie  imaginaire,  résultantes  de  la 
substitution  de  fi  + v \/ — • au  lieu  de  x,  dans  F(x),  puisqu’il  suffit 
de  la  faire  dans  les  facteurs  cosi/.r  et  sin  <jx , ce  qui  s'effectue  aisé- 
ment par  le  n*  4>  de  l'Introduction. 

Enfin,  l'intégrale  de  l'équation 


d*j  d’i 
dar*  ”■  riy* 


O, 


qui,  par  la  méthode  du  n*  753  , se  présente  sous  la  forme 
s = <p(x+jv'^TJ)  -+.  — 

peut  être  transformée  sur-le-champ  eu  termes  réels  et  finis.  Il  est  donc 
à désirer  que  M.  Fourier  fasse  bientôt  connaître  la  démonstration  du 
théorème  sur  lequel  repose  une  transformation  aussi  utile. 

• à-  K*  t.  J ■»  , • k . :fJ*  H \r  1 

ia5o.  L’équation  ^ ( i a47 ) > quand  on  y met  mjr  au  lien 

d cjr,  m désignant  une  constante,  devient 

ds  d’s  d z d’s 

mdy  dj»‘  » ou  dy  dx*  ’ 

et  dérivant  alors  do  sou  intégrale  celle  de  l'équation  à quatre  va- 
riables 

d»  /"d't  d‘i\  . . 

5f=,,lCî?  + dp) (Or 

; ’ | » J ' ! I • ~ i . j*  *•  r • } . 4 . . •.  . > ».  * • 

M.  Poisson,  vient  d'en  déduire  l'intégrale  de  l'équation  ► 

■ » '**•  vj  ..  * 1 1 : r t\r 

d**  , , /d*6  . (l'i  . d‘a 


d1*  , t /d4s  , 


d*z 

adTdp 


•(«), 


• ...»  . • 
contenant  les  conditions  suivant  lesquelles  vibrent  les  surfaces  élastiques. 

[Bulletin  des  Sciences,  par  la  Société  PhHomatiijué J année  j8i8,  p.  ia5.) 
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En  changeant  y en  my  et  t en  a,,  dans  l’expression  de  2 obtenue  pour 
la  première  de  ces  équations,  on  a 

s = fc—*'ç(x  + 2*  \^mp)da , 

l’intégrale  prise  entre  les  limites  a = — infini  cl  a=-f-  infini;  l'analogie 
indique  pour  une  variable  de  plus,  la  forme 

2 = + aa  S'ml,  y •+•  2$  \'//»Qdadj3, 

qui,  en  effet,  vérifie  l'équation  (î). 

Cela  posé,  si  l’on  différenlie  l'équation  (i)  par  rapport  à t,  on 
obtiendra 


d’où  chassant  parle  moyen  de  l'équation  (i),  il  en  résultera 

dJs  /A,z  dfx  . d*s\ 

d(*  m \dx*  3 dx’dy*  dy*/  ’ 

qui  deviendra  l’équation  (a),  si  l'on  pose  m*  = — «*. 

Substituant  doue  successivement  chacune  des  valeurs 


dans  l’expression  de  s indiquée,  plus  haut,  on  en  déduira  deux  autres 
qui  satisferont  à l’équation  (a);  et  comme  elle  est  du  premier  degré, 

on  y satisfera  encore  avec  leur  somme,  en  sorte  que 

Z = Jjfb—*'e—^'<p(x-{-3ct\/  al\/ — i,  y+  ï$\J  al\ / — i)dad,3 

+ ffer-*'e-£'-\{x-\-ia>J — al\J — i,  y-f- a,â\/ — at  — i)dxd/3 

sera  l’intégrale  de  l’équation  (a)  avec  deux  fonctions  arbitraires , et 
par  conséquent  générale,  suivant  la  remarque  du  n*  781. 

M.  Poisson  détermine  ensuite  les  fonctions  arbitraires  <p  et  -4-  , par 
les  conditions  qu’à  t = o réponde 

s = et  £ *=  o, 

quels  que  soient  x cl  y.  La  première  lui  douuo 
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{(x,  y)  = y)  4-  40r*  /)]  ft'—'àct.fc-ï'àli (3). 

Pour  remplir  la  seconde,  il  conçoit  qu’on  développe  , suivant  les  puis- 
sances de  t , la  valeur  générale  de  s.  Il  n'esl  pas  dilBcile  de  voir  que 
' ce  développement  sera  de  la  forme 


s = Jfe—'e-P d*d£  Q<p(x,  y)  + ^ \ + ^ + etc  7]  | 

+ ffe—'er-f&xte  [+(*,  j)  + § ; + S + e,C\]  3 


t n’entrant  plus  dans  les  fonctions  <p  et  4 > puisqu’il  faut  faire  t=o, 
apres  les  différentiations  : ainsi  on  aura 


J = {(S  + 5)  + (S?  + Îp)  7 + C,C  ) » 


expression  qui  s’anéantira  indépendamment  de  a?  et  de/,  quand  /=o, 

si  ^ =—  J or>  c’est  ce  qui  arrivera  si  l’on  prend  ?(•*,/)=  4(x>  l)- 
Ût  O* 

Par  ce  moyen,  l’équation  (3),  en  y mettant  les  valeurs  des  intégrales  indi- 
quées (1167),  devient 


f (*,  y)  — 27rp(x,y),  d’où  <p(x,y)  = £ f(x,/)  = 4Cr>  !)■ 


En  introduisant  la  fonction  f à la  place  des  fouctions  p et  4»  on 
simplifie  déjà  la  valeur  de  2,  qui  est  entièrement  déterminée;  mais 
on  l’abrège  encore,  et  on  chasse  les  imaginaires,  en  remplaçant  a et  /3  par 


V+v'— * ’ V+i/— «’ 

sous  la  première  intégrale , et  par 


-1 


V—  V— 1*  V— V— 1 

sous  la  seconde  : les  limites  restent  les  mêmes , les  exponentielles 
imaginaires  s’expriment  en  sinus , et  M.  Poisson  trouve  ainsi 

s s=  iï  «n  (**  + 0*)  + 3a  s/ât, y -+•  a/3  y/ât) dad/3  , 

qu’il  ramène  à la  forme 

, _ 0»  . 

x +•  aœ  V/a*  = />,  y -f-  a/3  \/âi  = «y , 


en  faisant 
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ces  nouvelles  variables  ayant  encore  pour  limites  — infini  et  — f—  infini. 

M.  Poisson  termine  sa  note  en  remarquant  que  la  dernière  expres- 
sion de  z coïncide  avec  celle  qne  M.  Fourier,  dans  son  Mémoire  sur  les 
vibrations  des  plaques  élastiques  (Bulletin  des  Sciences , année  1818, 
p.  1 29),  a obtenue  par  ia  sommation  des  séries  d’exponentielle*  qui  sa- 
tisfont à l’équation  (a) , ce  qui  confirme  la  généralité  des  intégrales  en 
séries  d’exponentielles  à coefliciens  et  exposans  indéterminés. 


ia5i.  Dans  le  Mémoire  cité  au  n’  1218 , et  aussi  dans  sa  Théorie  Appijrj|;oni 
analytique  des  Probabilités , M.  Laplace,  après  avoir  obtenu  des  séries <><■•  formalr‘ 

. qui  donnent  les  valeurs  approchées  des  intégrales  dans  lesquelles  entrent  t 
comme  exposans  des  nombres  très-grands,  développe  une  méthode  pour*  l’i“,'Sr»'i"“ 
ramener  à des  intégrales  définies  les  fonctions  déterminées  par  des  équa-  j,',’  dXvv-n.”! 
tions  aux  différences.  Voici  l’esprit  de  cette  méthode.  '' 

Soil  l’équation  du  premier  degré  et  d’un  ordre  quelconque  aux 
différences 

X = Aym  + BAjrM-\-  CAy.  -f-  etc (1), 


dans  laquelle  A , B,  C,  etc.,  représentent  des  fonctions  rationnelles 
et  entières  de  la  variable  x,  et  peuvent  être  mis  par  conséquent  sous 
l’une  ou  l’autre  de  ces  formes  (984)  : 


A = a-f-fl, ■*+«,.**  + etc. 

B = -f-  etc. 

etc. 


I I 

A = «-h*,[x]+«.[x]  4-  etc., 

B = ê-f-£,[xÎ4-£.[xj  -f-  etc  , 
etc. 


Dans  le  premier  cas,  on  fera  y,  =fe~,,vAu  ; on  supposera  que  les 
limites  de  l’intégrale  sont  indépendantes  de  x,  votant  une  fonction 
de  u seul  ; et  il  en  résultera 

Ajm  — f e~'1*(e~% — i)vdu,  A'y,  — fe~'u(e~‘—\')'vàui  etc. 

« 

Si,  pour  abréger,  on  fait  <r— '*=  a,  on  aura 


^ _ — Mx ... — - ~ 

xe  — — Tu»  xe 


d!f 

du* 


x»e-“  =— 55 


cV» 
du*  9 


elc.; 


et  substituant  dans  l’équation  (1),  ces  expressions  ainsi  que  les  pré- 
cédentes, on  obtiendra 


/ 
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a[a  -f-A  (e~“ — i)-|-c  (e— * — i)’-Hstc.] 

*!’:  [«.+*,(«— —l)+c1(e-“—,)*-+-ctC.] 


.V  = /Mm  N ^ 


+ g^  K+^.C8--— O+c.C*'  ■—  i)*+etc.]  | 

clc.  J 

Dans  le  second  cas,  on  fera  y,  = fu’vdu , u*=a;  on  aura,  par 
conséquent, 

Aj-,  =/a.(u — i)i’d«,  Ay.=fa.(u — i)Vdu,  etc., 

• p -î  w p -,  _ . d*4 

[x]«*  = ua-,  = etc., 

!«[n  -f-A  (n — 1 )-(— c-  (u — i)*-f-etc.J  ) 

+ « ^ [«.+*.(«—  0+c.Ca—  O’+etc.]  I 

fl»  ' 

+ U‘  JJ.  [".+*.(«—■  )4-c.(«—  I )*+c  te.] 

-f-  etc. 

Ce  résultat  et  le  précédent  sont  compris  dans  la  formule 

■l=/,da)^  + JVj  + ^.+  Ç^  + et,}, 

M,  N , P,  Q,  etc.,  étant  des  fonctions  de  u seul.  Comme  ce  n’est  que 
dans  a.  que  se  trouve  la  variable  x,  on  peut  la  faire  sortir  entièrement 
du  signe  f,  en  intégrant  par  parties  (394),  et  l'on  aura 


const 


igJ  - sw  + «c.  J 

+ 5?.  {Q-  ~ «c-  } 


etc. 


Maintenant,  puisque  la  fonction  v est  indépendante-  de  x , il  faut  que 
la  partie  soumise  au  signe  d’intégration,  dans  l'équation  ci-dessus,  soit 
nulle  par  elle-même  , ce  qui  fournit  l'équation 

+ + w. 
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pour  déterminer  la  fonction  v,  et  il  restera  ensuite  à satisfaire  à 
l'équation 

X = const.  4-  * {iW  — + — etc.  } j 

+£{o  - eic-}  ( 

4-  etc. , * j 

qui  fera  connaître  les  limites  de  l’intégrale  f ’avdu. 

11  est  à remarquer  que  l’équation  (a)  est  précisément  celle  qui  exprime 
les  conditions  d’intégrabilité  de  la  fonction  différentielle 

-d ■ {"*  + " B + e B + « ë + «"•!  i 

p peut  donc  être  regardé  comme  le  facteur  qui  rend  intégrable  l'équation 

A/*4-  Afîjî  4-  P 55  4-  Q £ 4-  etc.  =0 , 

du  même  ordre  que  l’équation  (2);  et  il  est  facile  de  voir  que  cet 
ordre  dépend  du  degré  où  montent  les  puissances  de  x dans  les  coeffi- 
ciens  de  la  proposée  (i). 

Pour  montrer  comment  on  doit  employer  l'équation  (3),  nous  suppo- 
serons d'abord  que  l'on  ait  X=o;  et  supprimant  la  constante,  il  faudra 
que  ce  qui  reste  de  l’équation  s'évanouisse,  lorsqu’on  y substitue  pour  « 
les  deux  valeurs  relatives  aux  limites  de  l’intégrale  favàu.  On  remplit  une 
de  ces  conditions,  en  donnant  à u une  valeur  qui  fasse  évanouir  en 
même  temps  les  quantités 

d#  d’« 

*»  dû’  clc> 


du’ 


savoir,  u infini,  lorsqu’on  prend  u = e— **,  et  u=o,  quand  a = n*; 
mais’  c’est  au  moyen  des  constantes  arbitraires  qui  entrent  dans  l’ex- 
pression de  v,  que  l’on  obtient  la  seconde  limite,  en  déterminant  ces 
constantes  de  manière  que  chaque  ligne  de  l'équation  (3)  s’évanouisse 
d’elle-mcme  : on  obtient  ainsi  un  nombre  d’équations 


Nv  — 


d(/\-)  d!((M 


du 

Pv  _ sao 

du 

Qv  — etc.  — o , 
etc. , 


* d^ 

4-  etc.  = o , 


— etc.  s=  o. 


5. 


7* 
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é«al  à celui  des  constantes.  Ou  éliminera  toutes  ces  constantes,  à l'es- 

O 

ception  d’une  seule;  les  valeurs  de  «,  tirées  de  l'équation  finale,  seront 
autant  de  limites  de  l’intégrale  f avàu  : on  les  introduira  dans  les  ex- 
pressions des  autres  coûtantes,  et  on  en  déduira  un  pareil  nombre  de 
valeurs  de  t>,  que  nous  représenterons  par  (>',  v",  v"\  etc.  Par  ce  moyeu, 
on  aura  successivement  les  expressions 

jr'=fcu>'du,  y'*=  / av"<lu  , j'"  = f*v"‘àu,  etc., 

qui  satisferont  à la  proposée;  et  comme  elle  est  du  premier  degré, 
par  rapport  à la  fonction  j et  à ses  coefliciens  différentiels,  on  pourra 
faire 

y —A'f  av' du  -f-  A’f  av"ilu  -t-  A'" f a.v"'àu  -j-  etc. 

A',  A ",  A'",  etc.,  étant  des  constantes  arbitraires,  et  toutes  les  inté- 
grales ayant  pour  une  de  leurs  limites  la  valearqui  rend  a et  ses  coefli- 
ciens différentiels  nuis,  et  pour  l’autre  les  diverses  valeurs  de  u déter- 
minées d’après  ce  qui  précède. 

Ou  sent  qu’il  y aurait  lieu  à des  discussions  délicates  et  nécessaires  sur 
la  possibilité  de  déterminer  u,  ainsi  que  sur  le  nombre  et  la  nature 
de  ses  valeurs,  circonstances  desquelles  dépeud  le  succès  de  la  méthode 
. et  la  généralité  des  résultats;  mais  on  ne  peut  ici  que  les  indiquer 
comme  objets  de  recherches. 

Lorsque  X n’est  pas  nul,  il  faut  premièrement  que  celte  fonction 
puisse  être  ramenée  à la  forme  que  prend  le  second  membre  de  l’équa- 
tion (3)*après  la  substitution  de  l’expression  complète  de  v , afin  qn’ea 
comparant  de  part  et  d’autre  les  termes  semblables  par  rapport  à x , 
on  puisse-obteuir  des  équations  qui  ne  renferment  que  « et  les  constantes 
arbitraires  introduites  par  l’expression  de  v.  C’est  par  ces  équations  qu’on 
déterminera  comme  ci-dessus  les  limites  de  l’intégrale  favilu;  mais 
on  ne  pourra  pas,  dans  le  cas  actuel,  multiplier  chacune  de  ses  va- 
leurs par  une  constante  arbitraire;  car  c’est  leur  somme,  et  uon  pas  cha- 
cune en  particulier,  qui  vérifie  l’équation  (i).M.  Laplace  propose,  en  con- 
séquence, d’ajouter  à cette  somme  l’expression  dey,  dans  le  cas  où  X=o; 
ce  qui  satisfait  évidemment  à l’équation  proposée,  puisque  cette  partie 
fait  évanouir  par  lui-même  le  second  membre  de  l’équation  (3). 

Il  est  visible  que  l’esprit  de  celte  méthode  consiste,  à donner  à l’ex- 
. pression  de  y une  forme  telle  que  l’on  puisse,  après  la  subsiitution 
dans  léqualion  proposée,  rendre  entièrement  indépendante  de  x la  par- 
tie qui  demeure  soumise  au  signe  d iulégration.  Life  peut  s’appliquer  à 


Digitized  by  Google 


APPLIQUÉES  AUX  ÉQUATIONS.  5?t 

un  système  d'équations  du  premier  degréaux  différences,  entre  nn  nombre 
quelconque  de  variables , et  en  ramène  l’intégration  à celle  d'un  système 
d’équations  différentielles  du  premier  degré;  mais  cette  dernière  est  le 
plus  souvent  sujette  à des  difficultés  aussi  grandes  que  celle  du  système 
proposé.  * 

i2Ûa.  Lorsqu’on  n’a  qu’une  seule  équation  du  premier  degré  aux 
différences,  l’ordre  de  l’équation  (2)  dépendant  do  plus  haut  expo- 
sant de  la  variable  x , il  en  résulte  qu'on  ne  peut  guère  résoudre  géné- 
ralement que  celles  où  celte  variable  ne  passe  pas  le  premier  degré,  et 
que  l’on  peut  représenter  par 


V -f-  xT  s—  o, 

y et  T étant  des  fonctions  du  premier  degré  de  y,  et  de  ses  diffé- 
rences. La  supposition  de  y — f a.vdu  conduit  alors  à des  résultats  de 
la  forme 

„ Mv  — = o , const.  -f-  «2W  s=  o ; 

s riLdu  *—  . 

le  premier  donne  t>=  cJ  , A'  étant  une  constante  arbitraire,  et 

le  second  conduit  aux  limites  de  l’intégrale. 

Prenons  pour  exemple  l’équation  du  premier  ordre 

Jm.,  — (x+  i)y.  — o. 

* 

En  y supposant  yM  5=  / ufvdu,  ou  a 3 u%  on  obtiendra 

dT  = °>  „ ■ 


vu 


= o, 


d’où  l’on  déduira  v = A’e-',  puiv  l'on  aura  A'if^'e""* — o,  ce  qui  peut 
arriver  de  deux  manières,  j*.  lorsque  u=  o,  a*,  lorsque  « est  infini; 
on  aura  donc  A'fe—u’àu , l’intégrale  étant  prise  depuis  « = o 

jusqu’à  u infini. 

Nous  sommes  retombés  ici  sur  un  des  résultats  du  n*  1 ao5  ; car  1 in- 
tégrale de  l’équation y,+,  — (x  + i)yx  = o est 

« . * 

y,=A[x]  (io38). 

ia53-  La  méthode  que  nous  venons  d’exposer  convient  aussi  aux 


4 
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équations  différentielles  : M.  Laplace  le  montre  sur  l'équation 

(<H-fcr)7.  + («+*>'*)  + («"  + b"x) 

4-  V"+bmx)  + etc. 

La  supposition  de/.,=  f*vdu  et  de  a ss  e~‘*  conduit,  dans  ce  cas,  à 


f viu 


a(a — a' u -f-  a"u,—a/"u* 
-Ë  (b-b’u+b'u' 


4-  etc.) 
— etc.) 


et  l'intégration  par  parties  fournit  les  deux  équations 

r , , „ . d.vffc — h'u  4-  b’ u*  — etc.) 

('{n  — au  a u'  — a u * -f-  etc. ) H =0, 

e~"v(b — b'u-j-b"u‘ — etc.)  = o, 

' • ' • 

dont  la  première , étant  de  la  forme 


A.vN 


mm  , tl.VM 

('«4--^—  = o,  ou 


donne 


MAu  t Ad  s yd  .V 

~ir H Av  ; 


_ r mi» 

I Nv  4-  f ~ff~  = 1 ou  v = •d'e  J ‘v  jÿ- 


L’équation  des  limites  revient  à e~’*vN  — o : elle  est  satisfaite  lorsque  n 
est  infini,  et  par  toutes  les  valeurs  de  u qui  font  évanouir  la  fonction  iY, 
ou  qui  £ont  les  racines  de  l’équation 


b — b'u  -f-  b''u‘  — - etc.  = o ; 

% - 

et  ces  valeurs  étant  désignées  par  m',  ni",  etc.,  on  aura 

A'Javdu  4-  f ardu  -f-  A"'fa.vdu  -f-  etc. , 

en  observant  de  prendre  la  première  intégrale,  depuis  u—  m' jusqu'à 
u infini;  la  seconde,  depuis  u = m"  jusqu'à  u iuLiui,  et  ainsi  de  suite. 

1254.  Si  l’on  représente  par* 

Sx  4-  Tjr  4-  V = o , 

une  équation  dans  laquelle  S,  7 , J , soient  des  fonctions  du  premier 
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degré  par  rapport iz,,r  et  à ses  différences  partielles,  ou  à ses  différen- 
tielles partielles,  et  qu’on  y fasse  z,r  = f t’ufvàt,  ou  obtiendra  un  ré- 
sultat de  la  forme 

fi’u’vàt{M  -f-  Nx  -f-  Pj  } = o , 

M,  N,  P , ne  contenant  que  les  variables  t et  u.  Pour  lui  donner  la 
forme  /èd t jS/'a  + iV' il  faut  regarder  u et  v comme  des.  foncr 
tions  de  t,  et  observer  que 


d.f*u” 

dt 


faisant  alors  Fur  — a,,  et  posant 


X 

t 


, . « j.  P àu  »,  v •.  <î«  Pàt 
c est-a-dire  jr-  = . d ou  il  suit  — = , on  aura 

nt  > udi * u rit  9 

Nt~t}  = o. 

J. 

En  intégrant  par  parties,  on  obtiendra  • 

Mv  — ^ = o , Ntva.  = o. 

L’expression  de  v,  tirée  de  la  première  de  ces  équations,  ne  con- 
tenant point  de  fonction  arbitraire,  ne  donnera  qu’une  valeur  parti- 
culière de  la  fonction  s ; mais  on  peut  y introduire  une  fonction  ar- 
bitraire de  la  constante  que  doit  renfermer  l’expression  de  u tirée  de 

l’équation  différentielle  ^ et  pour  cela  il  faudra,  en  désignant 

cette  constante  par  »,  supposer  z,  , =yjfTnVip(,')d<d»  Il  est  facile  de 
s’assurer  que  cette  formule  satisfera  aussi  à l’équation  proposée;  les  li- 
mites de  l’intégration  relative  à » n’Staut  assujéties  qu'à  la  seule  con- 
dition d’être  indépendantes  des  variables  je  et_y.  Celles  de  l’inlégra- 
(ton  relative  à t doivent  se  déduire  de  l’équation  Nivi=zo,  et  chacune 
des  Valeurs  de  t en  u donnera,  pour  l’expression  de  b,‘ùn  terme  dans 
lequel  on  pourra  mettre  une  fonction  arbitraire  distincte  de  celles  qui 
entrent  dans  les  autres. 

ia55.  Ou  obtiendra  aussi  par  de*  intégrales  définies  les  différences. 


! 


Digitized  by  Google 


574  CHAP.  VII.  DES. INTÉGRALES  DÉFINIES  , etc. 
les  différentielles  et  le*  intégrales  de  toute  fonction  qui  dépendra  d’équa- 
tions, soit  aux  différences,  soit  différentielles,  intégrables  par  les  mé- 
thodes précédentes;  car  celte  fonction  étant  exprimée  par  des  termes 
de  la  forme 

A'fidv&u  , ou  A'fe~“vù u , 

on  aura 

. ss  A’fu’vàuilu)',  by,  = A'f u’vduÇu  — i }*, 

ou  bien 

=b  ( — i)mA'fe~“*u'vdu,  Cs'yI—A'fe~"và.u[e~’ — i)*; 

les  intégrales  f'yM dx*  et  J'j,,  se  déduiront  de  ces  formules,  en  ren- 
dant négatif  l’exposant  n. 

Nous  prendrons  pour  exemple  la  fonction  ~ , qui  est  l’intégrale  de 
l’équation 

• dy  , 

xàx'^mJr—  °’ 

Cette  équation  étant  traitée  comme  celle  du  n°  ia53,  on  en  tire 

d.  vu 


d'où 


du 


= o, 


*>  = A'u- 


y — p = A'fe—tr-'  Au , 


et  les  limites  de  l'intégrale  seront  u = o et  u infini.  La  constante  de- 
vant être  telle,  que  la  fonction  se  réduise  à t,  lorsque  x=i;  et  l'in- 
tégrale définie  devenant  alors  fe~‘um~lûu , il  en  résulte 

J fe—xu—'du 

x™  ’ Jc~uum~~'du  * 

L’expression  que  nous  venons  d'obtenir  peut  être  employée  à trouver 
les  différences , les  différentielles  et  les  intégrales  à indices  fraction- 
naires de  la  fonction  ^ (106a)  ; on  en  tire 

f . . . c. 

A,  j_ fum%'e-*Tàu(e—  — i)» 

x”  “du  ™ “ 

• 

en  y changeant  le  signe  de  m,  on  aura  A"..r”.  M.  Laplace  s’est  parti- 
culièrement attaché  à déterminer  ces  fonctions  par  des  séries  conver- 
gentes , et  il  a donné  sur  cela  des  détails  où  l’on  ne  saurait  entrer  ici. 
11  faut  consulter  à ce  sujet  sa  Théorie  analytique  des  Probabilités , et 
les  Exeivices  de  Calcul  intégral,  par  M.  Legendre,  tom.  II,  p.  i3i. 
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CHAPITRE  VJII. 

Des  Equations  aux  differentes  mêlées. 

ia56.  jN"otrs  avons  montré  suffisamment,  dans  ce  qui  précède,  que  TWoti. 
le  Calcul  différentiel  et  le  Calcul  aux  différences  pouvaient  s’appliquer  ”^1'^“*  ^” 
l’un  à l’autre;  mais  nous  n’avons  considéré  qu’isolément  les  questions  où  <urncuc»  nu!- 
il  s’agit  de  déterminer  une  fonction  par  la  connaissance  de  ses  relations  lws' 
avec  ses  coefficiens.  différentiels  , ou  avec  ses  différences.  Pour  com- 
pléter le  tableau  des  divers  points  de  vue  sous  lesquels  on  peut  être 
conduit  à la  recherche  d'une  (onction,  au  moyen  des.  circonstances  que 
présentent  les  cbangemens  dont  elle  est  susceptible,  il  nous  reste  à exa- 
miner le  cas  où  la  condition  qui  doit  la  déterminer  mène  à une  équa- 
tion contenant  en  meme  temps  des  coefficiens  différentiels  et  des  diffé- 
rences, et  qne  noos  appellerons  équation  aux  différences  mêlées.  Ce 
genre  d’équations , dont  Condorcet  et  M.  Laplace  se  sont  occupés  les 
premiers  , n’est  pas  une  simple  combinaison  de  formules  analytiques  ; 
il  répond,  dans  la  théorie  des  courbes,  à des  questions  aussi  difficiles 
que  variées,  et  quelques-unes  de  ces  questions  s’étaient  déjà  offertes 
aux  géomètres,  dès  l’origiue  du  Calcul  différentiel  et  du  Calcul  intégral. 

L’équation 

« + bty  -f-  «ÎT  = o • 

est  une  des  plus  simples  de  celles  qu'on  peut  sc  proposer  entre  les 
coefficiens  différentiels  et  les  différences  ; elle  n’est  qne  du  premier 
degré  et  du  premier  ordre , tant  par  rapport  au  coefficient  différentiel, 
qu’à  l'égard  de  la  fonction  et  de  sa  différence.  Si  l’on  suppose  Ax=i, 
on  y pourra  faire  _y  =Ce*'  : elle  se  changera  en  am-Ç-b(eF— i)-}-c=o; 
et  toute  détermination  de  m qui  satisfera  à cette  dernière  équation,  don- 
nera une  valeur  dey  renfermant  une  constante  arbitraire. 

Ou  satisferait  encore,  par  la  supposition  de  y = £7e“,  à l’équation 

^ + * £ + CÛ.T  +&  =°> 
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qui  diffère  de  la  precedente  par  le  terme  a 'i-T,.dans  lequel  les  carac- 
téristiques d et  A sont  appliquées  l’une  sur  l’autre;  on  aurait,  dans  l'Iiy- 
polbèse  établie,  • 

• C • I 

% = CfT’m , A j =?  Cc”(e”—  i ) , ^ — Cc^»,(<r~  i ) ; 

et  pour  déterminer  mt  on  trouverait  l’équation 

am(e " — l)  + bm  -+■>  c(e" — i)  -f-  f = o. 

A ne  considérer  que  les  équations  qui  déterminent  m,  on  ne  soup- 
çonnerait pas  que  les  deux  équations  aux  différences  mêlées,  que 
nous  venons  de  rapporter,  pussent  ne  pas  admettre  deux  intégrales 
de  la  meme  généralité;  mais  si  l’on  fait  attention  que  la  seconde  con- 
tient des  termes  affectés  en  même  temps  des  deux  caractéristiques  d 
et  A,  il  sera  facile  de  reconnaître  que  tandis  que  la  première  peut  être 
envisagée  comme  le  résultat  de  l'élimination  de  deux  constantes  arbi- 
traires entre  trois  équations  de  la  forme 

F = o , àF  = o,  AF  = o (i)j, 

la  seconde  en  suppose  quatre  de  la  forme 

F=o,  àF  = o,  AF  = o,  <1aF  = o (a), 

r 

entre  lesquelles  on  peut  éliminer  trois  quantités. 

Le  dernier  système  d’équations  offre  aussi  la  possibilité  d’éliminer, 
entre  les  équations  F =o  et  A F =o  , une  fonction  arbitraire  du  genre 
de  celles  qui  complètent  les  intégrales  des  équations  aux  différences 
(1066);  nommant  F = o le  résultat,  on  aura  encore  à éliminer  une 
constante  entré1  les  équations 

F = o,  àF'  = o (3). 

Les  équations  qui  sont  le  produit  de  cette  dernière  génération , sont 
toujours  telles,  qu’en  y regardant  A y comme  une  nouvelle  variable, 
elles  satisfont  aux  conditions  relatives  à l’intégrabililé  des  équations 
différentielles  à trois  variables,  et  se  distinguent  par  là  de  celles  qui 
résultent  des  équations  (1)  ou  des  équations  (2).  En  considérant  les 
c.quations 

&F  = 0 et  Ad  F = o (4), 
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dans  lesquelles  AV1  représente  une  fonction  différentielle  quelconque 
do  premier  ordre  et  à deux  variables,  on  obtiendrait  des  équations  anx 
différences  mêlées,  qui  pourraient  être  mises  sous  la  forme  d'équations 

aux  différences  contenant  les  trois  variables  x,y  et  M.Biot,  dans 

un  Mémoire  qu’il  a présenté  à l'Institut  ( Voy.  le  tom.  f des  Mémoires 
présentés  à l Institut  par  divers  Savons , p.  29G.),  cl  dont  nous  avons 
tiré  une  grande  partie  de  ce  chapitre,  désigne  sous  le  nom  à'équa- 
tions  aux  différences  successives,  celles  que  donnent  les  systèmes  (3) 
et  (4),  parce  qu'elles  résultent  immédiatement  ou  d'une  différen- 
tiation effectuée  sur  une  différence , ou  d'une  différence  succédant  à 
une  'différentiation. 

ia57.  Toute  équation  aux  différences  successives  doit  être  suscep- 
tible de  deux  intégrations  distinctes,  l'une  par  rapport  à la  caractéris- 
tique A , et  l’autre  par  rapport  à la  caractéristique  d ; mais  l'étendue 
du  résultat  dépend  du  l'ordre  dans  lequel  s’effectue  chacune  de  ces  in- 
tégrations. Lorsque  celle  des  différentielles  peut  s’effectuer  la  première, 
le  résultat  que  l’on  obtient  d'abord  contient  une  constante  arbitraire  , 
el  l'intégration  aux  différences  introduit  ensuite  une  fonction  arbitraire  ; 
mais  si  l'on  intègre  d’abord  par  rapport  aux  différences,  on  sera  sou- 
vent obligé  de  particulariser  la  fonction  arbitraire , pour  effectuer  l'in- 
tégration aux  différentielles. 

Soit  pour  exemple 


Ay  = jt  A 


Sf  = x 


dAy 1 /dAvy 

dx  4\dx/' 


Celte  équation , ne  renfermant  que  les  variables  a et  iy  que  nous 
représenterons  par  s,  peut  être  mise  sous  la  forme 


éz  i dz* 

^ dx  ~ 4 d?  ’ 


qui  en  fait  une  équation  différentielle  à deux  variables , de  la  classe 
de  celles  qui  s’intégrent  après  une  différentiation  ( 587  ).  On  en  tire 
par  ce  moyen 


o 


i di\  d*a 
a (H)  dx* 


cToù 


d’z. 

de- 


puis en  mettant  pour  z sa  valeur , il  vient 

A/  = ax  — ^ a* , y = 2 (ax  — } «*)  4-  î>(*in  a*.r , cos  awx) , 
3.  75 
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«t  par  conséquent 

y 3=  ; a(x* — x)  — ~ a'x  -f-  ç'siaa «x , cosarx), 

I 

résultat  délivré  de  tout  signe  d'intégration. 

Le  facteur  x — o,  qui  conduit  à la  solution  particulière  de 
l’équation  différentielle  en  z,  donne 

x = Ay  = x*,  d’où  y = ^ ^ x*  -J-  g x + p(siaî7rx,  cosxrx). 

C’est  par  l'intégration  aux  différences  qu’on  doit  commencent  sur 
l’équation 


parce  qu’en  faisant  'j*  = p , elle  devient 

p = xAp  * Ap‘; 

et  pour  l’intégrer  il  faut  d'abord  en  prendre  la  différence  (>077),  qui 
se  réduit  à 

..  o = [x-f-  1 — | (aAp-f -A'p^A'p. 

Le  second  facteur,  donnant  A p = a,  conduit  à 

1 

p = «x  — ^ a', 

équation  différentielle  dont  l’intégrale  est 

y =s  i «x*  — ^ «*x  -f  b, 

quand  on  prend  pour  a une  simple  constante  , et  qui,  devenant 

y ~ f xdx<p(sina:rx,  cos  imx)  — £ / dxp(sin  a tfx , cos  airx)*, 

quand  on  y met  pour  a sa  valeur  générale , demeure  affectée  du  signe/. 
11  est  à propos  de  remarquer  que  le  facteur 

x + 1 — H-  A'p)  = o 

• • 

est  relatif  à' l’intégrale  indirecte  de  l’équation  aux  différences  (1077). 

ia58.  Comme  les  équations  aux  différences,  celles  qui  sont  aux  dif- 
férences mêlées  peuvent  être  changées  en  équations  différentielles  d'un 
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par  la  substitulion  des  valeurs  de  ùy,  A etc.,  qui  sont 

, d’y  7.»  , , 

dx . + dx*  7^  ■+■  as  m ■+■ e,c-  » 

d’y  A . d’y  A* 

dx*  T d?  775  + elc-  » 

etc.  : 


il  restera  ensuite  à satisfaire , de  la  manière  la  plus  générale , aux  trans- 
formées, ce  qui  sera  souvent  très-difficile  (1067). 

On  peut  encore  faire  l'inverse  de  ce  qu’on  vient  d’indiquer,  changer 
en  équations  aux  différences  pures , les  équations  aux  différences  niè- 
ces, en  y remplaçant  les  cocfficiens  différentiels  par  leurs  développe- 
mens  tirés  de  la  formule  du  n*  937  ; mais  alors  , comme  l’observe 
JU.  Poisson  {Journal  de  l’École  Polytechnique,  13"  cahier,  p.  128),  il 
ne  faut  pas,  dans  l’intégrale  de  la  transformée  , considérer  les  constantes 
comme  des  fonctions  arbitraires  périodiques  dont  la  différence  est  nulle. 

Si  1 on  avait  y par  exemple , l'equation 


dont  la  transformée  serait 


t Ay  — 3 &y  4-  j &y  — etc.  = o , 
on  satisferait  à celle-ci  en  posant  A^s=o,  dont  l’intégrale  serait 
y = xç($inaTrx,  cos  a itx)  -f-  ^J,(sin  2irx  , cos  xttx)  ; ^ 


mais  cette  intégrale  a besoin  d'être  particularisée,  pour  vérifier  l’équa- 
tion doù  l’on  est  parti,  puisqu'elle  donne 


v = *.  g- 


dp  d-4- 

* dx  dx  ’ 


expressions  qui  ne  sont  pas  égales  dans  tout  étaf. 

_ On  voit  aussi  la  même  chose  par  l’examen  du  développement  dç 

dx5  > *lu*  devient  o lorsque  y est  une  fonction  périodique  a différences 
nulles,  quoiqu  alors  ce  coefficient  différentiel  ne  soit  pas  nul. 

- . . I t‘l  , * ’ . ' 1 ' - • 

1259.  On  est  encore  bien  peu  avancé  sur  l’intégration  des  équations 
aux  différences  mêlées,  et  ce  qu’on  connaît  de  plus  général  est  l’appli- 
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cation  de  la  méthode  du  n*  766  à ce  genre  d’équations,  faite  par 

M.  Poisson,  dans  le  Mémoire  cité  au  numéro  précédent. 

Pour  plus  de  simplicité,  il  transforme  les  différences  en  valeurs  suc- 
cessives (io36);  aiusi,  au  lieu  de  l'équation 

il  prend 

qui  peut  se  mettre  sous  la  forme 



en  changeant  P — 1 en  P et  JY — Q en  N. 

On  suppose  ici  Ax=i,  parce  qu’il  est  toujours  possible  de  rame- 
ner les  choses  à cet  état,  par  la  transformation  du  n*  io56. 

Cela  posé,  si  l’on  fait 

y,  ■+■  Pjr  —jr' 00’, 

d'où  il  suit 
la  proposée  devient 

%+Qy  = M+(g  + PQ-N)s; 

et  s’il  tm'ivail  que 

g + PQ-N  = o.'...  ...(c), 

on  obtiendrait  pour  transformée  l’équation  différentielle  du  premier 
ordre  et  du  premier  degré  ^ ^ 

+ çy  = m.. (3), 

dont  l'intégration,  donnant  y en  x (56a),  conduirait  à la  valeur  de  j 
par  l’intégralion  de  l'équation  (a),  qui  est  aux  différences  et  aussi  du 
premier  degré  et  du  premier  ordre  (io3S). 

Si  la  condition  (c)  n'est  pas  remplie,  on  fera 

C + PQ  - N = «; 
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et,  au  lieu  de  l'équation  (3),  on  aura 

g + Qy  = M + mjr (4), 

pour  éliminer^-  de  (a)  et  obtenir  une  transformée  en  y',  qui  sera  alors 
anx  différences  mêlées,  et  susceptible  de  la  même  forme  que  la  propo- 
sée (i).  En  effet,  on  aura 

_ %+w-m  g'+Ç./.-J/. 

J — € , J. ~ » 

valeurs  au  moyen  desquelles  on  changera  l’équation  (a)  en 

È + P'  % + <?•/.  + &Ï  = ** (■'). 

si  l'on  fait 


% + Qy=M‘. 


ferait  trouver  y",  qui  servirait  à obtenir^',  par  l’équation  (2'),  et  l’équa- 
tion (4)  donnerait  y par  une  simple  différentiation.  Si  *'  n'était  pas  nul, 
on  passerait  à une  troisième  transformation  absolument  pareille  aux 
précédentes,  et  que,  par  cette  raison,  il  est  inutile  de  développer. 

Quanta  la  forme  de  l'expression  de^,  il  est  déjà  fort  aisé  de  la 
prévoir,  puisqu'à  quelque  point  que  s'arrête  la  série  des  quantités  a, 
a',  a",  etc. , ou  n'aura  jamais  à iutég  rér  qu’une  dernière  équation  dif- 
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férenticlle , qui  sera  de  la  même  forme  que  (j),  puis  une  équation  aux 

dilfcrenccs  semblable  à (a). 

La  première  opération  introduit  une  simple  constante  arbitraire  ; la 
seconde,  une  fonction  périodique  dont  la  différence  est  nulle  ; et  comme 
on  remoule  ensuite,  par  des  différenliatious,  jusqu'à  la  variable  primitive  j-, 
son  expression  contiendra  en  outre  un  certain  nombre  des  coefficieus 
différentiels  de  la  fonction  périodique , en  sorte  que  si  l’on  désigne 
celte  fonction  par  <p,  et  la  constante  arbitraire  parc,  on  aura 

y ■=  A -+•  Pc  -f-  Cf,  # quand  a.  = o, 

X = A'  4-  P'c  4-  Cf  + Z>’g£ , «'  = O, 

J = A"  + B"C  + Cf  + D"^  4-  , • " *"  = O, 

etc. , 

t • - 

A , B,  C,  A',  etc.,  désignant  des  fonctions  données  en  x. 

lafio.  Les  transformations  indiquées  dans  le  numéro  précédent  peuvent 
s’enchaîner  dans  uu  ordre  inverse,  en  commençant  par  poser 

£ + q~‘T  =y 

d’où  il  résulte 

et  ^-4-  Qy<  =y., 

ce  qui  change  l’équation  (i)  en 

jr*\  4-  py  = M + {PQ-x  — N)y; 

et  si  l’on  avait  < 

PQ_,  - N = o ...(c), 

il  resterait  seulement  l’équation  aux  différences 

j'.  + Py  — M ?....(5), 

, t ...  -i  - , , 

qui  est  du  premier  degré  et  du  premier  ordre,  et  qui,  étant  intégrée, 
donnerait  la  valeur  dej',  au  moyen  de  laquelle  on  obtiendrait  j'  par 
l’équation  fa). 

Quand  l’équation  (c)  n’a  pas  lien,  on  fait 
PQ_,  — N ==  <t , 

ce  qui  donne  l’équation 

• uy.  4-  py  — M + *jr (4),  . 
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d'où  l’on  tire  les  valeurs  dej-  et  de  %*,  pour  les  substituer  dans  (a), 
et  on  arrive  ainsi  à la  transformée 

+ p % + <?>'.  + Nv =w (■’), 

encore  semblable  à la  proposée,  et  susceptible  par  conséquent  des 
opérations  précédentes. 

Posant  donc 

g +?-,/=/' .....(V), 

PQ'_t  — N>  SE  a', 

on  aura 

+ py**Mi  + «y....  C4'), 

équation  qui  deviendra  semblable  à (3),  si  a!  = o;  et  dans  ce  cas  , l’in- 
tégration successive  des  équations  (4')  et  (a')  faisant  connaître  y'  et  y, 
on  aura  par  l’équation  (4). 

Ici  la  fonction  périodique  à différences  milles  se  présentant  la  pre- 
mière, passera  sous  le  signe  f dans  l'intégrale  de  (a'),  et  en  poussant 
plus  loin  ces  considérations,  on  s’assurera  sans  peine  que  les  valeurs 
seront  de  la  forme 

_?•=.'/  -\-Bc  -pCfRpdx , — • quand  « =o  , 

j—A'  -\-ll’c+-C’fRipàx  +D’fR'1<p&x  , *'=o, 

j =A’l+B"c+C'JR"<pdx+D"fR'',pdjr+E,'fli  '^dxt  a"=o , 

etc. , 

A,  B,  C,  R,  A',  etc.,  désignant  des  fonctions  données  en  x,  c une 
constante  arbitraire,  et  <p  la  fouction  périodique  à différences  milles. 

îaCi.  Pour  appliquer  celte  méthode,  M.  Poisson  prend  d’abord 
l’équation 

dans  laquelle  a et  b désignent  des  constantes.  Eu  suivant  l’ordre  établi 
dans  le  n°  ia5y,  ou  fait 

jr,  + a y =y,  et  il  vient  & + b/  — o , 

d’où 

y = ce~t* , j ce~\‘  -f-  ( — a)*ç  (10G6). 


i 
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Par  le  n*  ia6o,  oa  a les  e'qualions 

’ît  + ty—y',  S.  + */=o, 

qui  conduisent  à 

y = (—  a)1 <p,  y = ce-*1  4-  e-‘*/e‘*(—  n)r<pdx. 

Quoique  celte  seconde  intégrale  paraisse  différer  de  la  première , 
M.  Poisson  la  transforme  dans  celle-ci,  en  substituant  à $ une  suite  infinie  de 
termes  de  la  forme  Ae™*zV—'t  A désignant  un  coefficient  constant  et 
arbitraire,  n un  nombre  entier  quelconque,  et  ir  le  rapport  de  la  cir- 
conférence au  diamètre.  U est  en  effet  bien  évident  qu’une  pareille 
fonction  a ses  différences  nulles,  lorsque  x varie  de  l’unité,  puisque 

A «]  — AcwwzŸ~(ev‘nV-=i' — Q 

_ Ae ‘‘r>*zv—~'(ços  a«7 r -4-  — i sin  itm  — Q = o 

Par  celte  substitution,  le  développement  de  /V*( — a)*pdx  sera  com- 
posé de  termes  de  la  forme 

Afe'»( — ayreviwi\/^\  dx  — AJe'-‘lnw^~ *+*+K— < »)>dx 

«U* 

a/iirp'— i + 1 ( — o) 

= A'ei>’( — a)Teznzz  Vr—>  ; 

le  résultat  final  sera  donc  égal  au  produit  de  e*'(— o)*,  par  une  suite 
de  termes  de  la  forme  A'ev,*zŸ—'f  ce  qui  revient  à e*'( — a)‘p , et 
change  la  seconde  valeur  dey  dans  la  première. 

M.  Poisson  passe  ensuite  à d’autres  exemples,  où  il  faut  opérer  plu- 
sieurs transformations  successives,  et  pour  lesquels  je  renvoie  à son 
Mémoire , en  me  bornant  à indiquer  l’équation  plus  générale  qu'il  en  a 
conclue,  savoir, 

•j£  — a — axy  =o, 

où  n est  un  nombre  entier  positif  quelconque,  et  qui  s'intégrera  après 
n-f-  i transformations,  qu’il  faudra  effectuer  dans  l’ordre  du  n*  ia5g, 
on  dans  celui  du  n*  laCo,  selon  qu’on  prendra  le  signe  supérieur  ou 
le  sijne  inférieur. 

1263.  La  détermination  de  l’étendue  des  intégrales  des  diverses  es- 
pèces d’équations  aux  différences  mêlées,  est  susceptible  de  discussions 
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très-épineuses,  comme  celle  de  l’étendue  des  intégrales  des  équations 
différentielles  partielles,  par  rapport  aux  fonctions  arbitraires  qui  peuvent 
y entrer  (791);  et  l’on  y appliquerait  les  considérations  employées  dans 
les  n”*  78,  79,  793. 

' .1  ' , . 

On  prouverait,  parles  considérations  développées  dans  les  n"*  1 07? 
et  suivans  , que  les  équations  aux  différences  mêlées  ont  aussi  leurs  inté- 
grales indirectes , qui  se  déduisent  également  de  l’intégrale  directe , par 
la  variation  des  constantes  arbitraires  qu’elle  contient,  en  assujétissant 
la  fonction,  donnée  par  cette  intégrale  à satisfaire  encore , dans  ce  nou- 
vel état,  à l’équation  aux  différences  mêlées.  Cette  condition  établit  entre 
les  arbitraires  des  relations  qui  sont  exprimées  par  une  nouvelle  équa- 
tion aux  différences  mêlées.  Lorsqu’on  détermine  les  arbitraires  par 
son  moyen,  on  obtient  une  seconde  équation  primitive  qui,  satisfaisant 
à l’équation  proposée,  représente  des  courbes  ayant  à chaque  point 
même  tangente  que  quelqu’une  de  celles  qui  sont  comprises  dans  l’in- 
tégrale proposée,  et  même  sécante  pour  deux  points  dont  les  ordonnées 
sont  éloignées  d une  quantité  égale  à la  différence  de  l’abscisse.  Voilà 
ce  qui  arrive  lorsque  l’équation  proposée  ne  renferme  point  les  carac- 
téristiques A et  d appliquées  l’une  sur  l’autre  : si  le  contraire  avait  lieu, 
l’intégrale  directe  et  l’intégrale  iudirecte  devraient  s'accorder  non-seu- 
lement dans  les  valeurs  d ej,  , A y,  mais  encore  dans  celles  de 
A^  j et  alors,  en  déterminant  convenablement  la  constante  arbitraire, 

on  pourrait  faire  passer  par  deux  points  dont  les  ordonnées  seraient 
éloignées  d’une  quantité  égale  à la  différence  de  l’abscisse,  deux  courbes 
données,  l’une  par  l'intégrale  directe,  l’autre  par  l'intégrale  indirecte, 
qui  auraient  à chacun  des  points  dont  il  s’agit,  même  tangente,  et  entre 
ces  deux  points,  même  sécante.  Ces  résultats  étant  très-analogues  à ceux 
qu'on  trouve  dans  les  numéros  cités,  il  n’a  pas  paru  nécessaire  de  les 
exposer  en  détail. 

. 1263.  C’est  principalement  par  la  nature  des  questions  géométriques  Application 
qu’elles  peuvent  exprimer,  que  les  équations  aux  différences  mêlées 
doivent  intéresser  eaux  qui  cultivent  les  Mathématiques.  La  première  m.-kc.,  4 de 
de  ces  questions  est  le  problème  des  trajectoires  réciproques , qui  BKH 

beaucoup  occupé  Jcau  Bernoulli  et  Euler,  et  qu’ils  ont  résolu  par  des 
moyeus  fort  ingénieux  et  fort  élégaus,  mais  indirects,  quand  on  les  com- 
3.  74 
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parc  à celui  qui  résulte  de  l'emploi  des  différences  mêlées.  Voici  l'énoncé 

de  ce  problème. 

Trouver  une  cottrôc  M'CM,  Gg.  12,  telle  quen  la  faisant  tourner  sur 
un  de  ses  points , autour  d’un  axe  donné  AC , pour  la  placer  dans  une 
situation  contraire  à la  première,  comme  on  le  voit  en  Pi'CN  , et  la  fai- 
sant mouvoir  ensuite  parallèlement  à elle-même  le  long  de  cet  axe , elle 
coupe  partout  la  première  M'CM  sous  un  angle  donné. 

Si  le  point  C désigne  celui  sur  lequel  la  courbe  if  CM  a tourné 
autour  de  l'axe  AC , pour  passer  à une  situation  inverse  PPCN , l'angle 
MC  N sera  double  de  l’angle  M’CA , et  sera  d'ailleurs  égal  par  l'hypo- 
thèse à l’angle  M’MO  (*).  Maintenant,  menons  par  le*point  M l'ordon- 
née MP  perpendiculaire  à l’axe  Ail;  l’angle  OMP  sera  égal  à QNP,  b 
cause  du  parallélisme  supposé  dans  le  mouvement  de  la  courbe  N'CNf 
et  parce  que  cette  courbe  est  placée  dans  une  situation  • contraire  à 
celle  de  M'CM , l'angle  QNP  doit  être  le  même  que  l’angle  Q“  if  P', 
formé  par  celte  dernière  cl  l’ordonnée  P'M1,  prise  de  l'antre  côté  do 
AC,  à une  distance  AP'  égale  à AP.  Il  suit  de  là  que  l’angle  M' MO, com- 
posé de  CMP  et  de  OMP  ou  de  QNP,  est  égal  à CMP  -f-  Q M P1'. 
telle  est,  en  dernière  analyse,  la  condition  du  problème,  et  c'est  ainsi 
que  l'envisageoit  Jean  Iternoulli.  ' ■ " ■ '■  ■ 

Eu  faisant  AP=x,PM—j,  AP'=M,  P'M'=f,  l’angle  M'CN=sc, 
on  aura  , . 

lang  CMP  = **,.  tang  Q'ifP'=^,; 
et  posant,  pour  abréger, 

<5/ 

*=P> 

il  vieudra 

angl.  (tang  =s  + angl.  (tang  = A)  =ac,  ... 

x'  -f-X  = O. 

. . *:*»  * 

Voilà  les  équations  de  la  question  écrites  en  différences  mêlées.  Il 
faut  bien  remarquer  que  la  dernière  exprime  la  loi  de"  la  variation 
de  x , et  que  chacune  de  ces  équations  ne  doit  pas  avoir  lieu  par  elle- 
même,  mais  seulement  que  l'une  étaul  posée,  l'autre  en  est  une  suite 
nécessaire. 

. ’ * ‘ * .f 1 1 • j 

(*)  Ï1  faut  se  rappeler  que  les  angles  formés  par  les  courbes , sont  Je»  même»  que 
ceux  de  leur»  tangentes.  ’ ‘ u 


& 

dx 
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Ce»  équations  sont  faciles  à intégrer  : eu  effectuant  d’abord,  suivant  le 
procédé  du  n*  io56 , l’intégration  relative  aux  différences,  on  trouvera 

angl.  (tang  = c -f-  Z?(—  i)', 

£ et  b étant  des  fonctions  arbitraires  de  sin  ynz  et  de  cos  a ni.  La  va- 
riable s s’élimine  facilement;  en  faisant  j = C , il  vient 

angle (tang  = i)  = c + Cx , ou  £ = tang {e-f  Cx}, 
d'où  l’on  conclut 

i _ 1 — tangetangCx 

P C=  tang  (r-j-  Cx)  tang  c + tang  Cx  ' 

On  peut  mettre  cette  valeur  sous  la  forme 


i 4-  coj  ac  — sin  ae  tang  Cx 

P «inac  4-  (i  4-  cos  ac)  tang  Cs 


cos  âc  , î 
aiu  ac  ' sinac 


( i 4-  coj  ac 

tantr  1 

) sin  a c 

j , . 1 4-  cos  ac 

faner  Cx  1 

l 1 sin  ac 

et  en  observant  que  la  constante  C doit  être  regardée  comme  une  fonc- 
tion arbitraire,  qui  ne  change  point  lorsque  l’on  y met  — x au  lieu 

de  x,  on  fera  — 1 tang  Cx  = Xx , en  désignant  par  X une 

fonction  quelconque  de  x assujélie  seulement  à demeurer  constante 
quand  on  passe  de  -f-x  à — x:  on  aura  ainsi 


p = cot  a c + , 

r ' «inac  1 1 — Xx J 9 


résultat  semblable  à celui  qu'a  trouvé  Euler,  par  une  voie  très -dif- 
férente. , 

Si  l’on  y remet  au  lieu  de  p , on  en  tirera 

r = x cot  ac -f- -r^ — fàx  + 

^ ' sinac*'  li—  Xx) 

Lorsqu’on  prend  X — o on  trouve  d’abord  la  ligne  droite,  qui  doit 
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en  effet  satisfaire  à la  question  proposée;  posant  ensuite  AT  = x”, 

vient 


J 


i 

X cotac : 

lin  3c 


{■r-bif- 


U 


expression  qui  ne  dépend  que  de  l’intégration  de  la  fraction  ration- 

nelle  — + * — . 
x**‘ — i 


Bernoulli  et  Euler  ne  se  sont  pas  liornés  à résoudre  généralement 
le  problème  des  trajectoires  réciproques  ; ils  ont  en  spécialement  pour 
but  de  chercher  parmi  ces  courbes  celles  qui  pouvaient  être  algébriques, 
et  sous  ce  point  de  vue  tous  leurs  travaux  rentrent  dans  le  Calcul  in- 
tégral indéterminé  (534  et  suiv.). 


iaG4-  Parmi  le  nombre  assez  grand  de  questions  qu'Eulcr  a réso- 
lues sur  ce  sujet , nous  choisirons  encore  la  suivante,  qui  est  peu  connue. 

Trouver  toutes  les  courbes  telles  qu'en  menant  par  chacun  de  leurs 
FIG.  i3. points  deux  droites  AM,  MM',  lig.  i3,  jaisant  le  même  angle  avec 
la  tangente  TM,  la  première  étant  dirigée  à un  point  fixe  A,  la  seconde 
terminée  à la  courbe  en  M',  la  ligne  M'A  fasse  avec  la  tangente  M't  le 
même  angle  que  MM'  (*). 

Les  conditions  de  ce  problème  sont  contenues  dans  les  deux  équations 


angle  AMT  = angle  M' Ml , angle  A M't'  = angle  MAT  T, 


dont  une  doit  donner  la  loi  des  variations  de  x.  Soit 


AP=x,  PM— J,  AP'—X'y  PM'— f. 


dy . 

àr—P>  Ax'—P’ 


en  menant  M'Q , parallèle  à l’axe  AB  des  x,  et  prolongeant  MP  jus- 
qu’au point  Q,  on  aura 


lang  MM  Q — 


MO  _ MP+PQ  _ MP+P’M 


X — X 


en  n’ayant  point  égard  au  signe  de  y,  qu’on  peut  supposer  négatif  dans 


(#)  Suivant  les  Inix  de  la  réflexion  de  la  lumière,  le  rayon  part»  du  pointé,  dans 
la  direction  AM,  serait  réfléchi  deux  foi»  par  la  courbe  cherchée,  la  première  de  M 
en  M" , la  seconde  de  AT  en  A,  et  retournerait  par  conséquent  au  point  d*où  il  est 
émané.  Ce  problème  a été  proposé  dans  les  ActaEruditorum , septembre  1745. 
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la  fignre  citce.  Cela  posé,  si  l'on  observe  que  les  angles  MM'Q , MOT, 
M'OT',  sont  égaux,  et  que  l’on  considère  les  angles  extérieurs  des 
triangles  OMT , A^T , ou  trouvera 

tang  M’Ml  = tang  {PTM  + MM'Q)  = , 

--  — p 

tang  AMT  = iang(PAM — PTM)  — 

ainsi  la  première  condition  à remplir  donnera  l’équation 

y~PJ  — P—p 

x + py  i+pP ' 

La  relation  des  angles  dcstriangles  OM'T'  et  AM'T'  conduit  de  même  à 
tang  MM'T=  - tang  {P'T’M'+MM  Q)  = - £=£, , 

+p' 

tang  A MW  =t  tang  {P' AM1  -f -P'T'M')=  — — --  = — -1=^' , 

i +Z-.p'  *+py 


d’où  l’on  conclnt , pour  la  seconde  condition , 


y-pv  __  p—p 

W+p'y  t+p'P’ 


Tirons  maintenant  des  équations  (i)  et  (a),  les  valeurs  de  P \ nous 
obtiendrons 

P (3), 

p y— apv— yy  • m 

^ — f‘2-ip’y—x’ W» 

ce  qui  nous  donnera  l’équation 

y-;p'-'-p"y  y-yx-fy  _ . 

p#,x  — 9f) y ~x'  pax — apj» — x ' 9 

de  laquelle  il  résulte  que  la  fonction  .y  9nr  Py_  ne  c},an££e  poiut  lors- 

* p*x— opy— x ° r 

que  x devient  x'.  Telle  est  l'bypoibèse  dans  laquelle  il  faut  intégrer 
l’équation  (3),  qui  répond  alors  à ^ ss  const et  donne 
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jr  = x X const.  -+-  ip  (const.)  ; 

nous  aurons  donc 


# . 

fy-apx— p’yl 
!/j*x— a/y— -rj' 


La  caractéristique  p désignant  une  fonction  arbitraire,  donne  à ce  ré- 
sultat une  très-grande  généralité;  mais  aussi  on  ne  saurait,  daus  cet  état, 
l’intégrer  par  rapport  aux  différentielles. 

Il  est  intéressant  de  connaître  ce  qu'exprime  la  fonction 

p*j— ipÿ— x’  C'es*  a clu0*  ou  Parv'enl  eü  *a  mettant  sous  la  forme 


et  eu  observant  que 


*+PY 


p = tang  PTM , gg  = lang  AMT. 


Elle  se  change  alors  en  — lang  (AMT — PTM),  et  montre  que  la  dif- 
férence des  angles  AMT  et  PTM  ne  doit  pas  varier  dans  le -passage 
du  point  M au  point  M',  ce  dont  il  est  encore  facile  de  s'assurer  im- 
médiatement par  les  considérations  géométriques. 

M.  Biot,  dont  nnns  suivons  ici  le  Mémoire,  donne  à la  fonction  $ 
plusieurs  formes,  desquelles  il  résulte  successivement  un  cercle,  li- 
mite d’une  iuGnité  d'ellipses,  et  l’assemblage  de  deux  droites,  limite 
d’une  infinité  d’hyperboles  : nous  ne  rapporterons  point  les  calculs  qui 
mènent  à ces  résultats,  et  dans  lesquels  il  ne  s’agit  que  d’intégrer  une 
équation  différentielle  du  premier  ordre  ; nous  dirons  seulement  qu’on 


a le  cercle,  quand  £ ^~~^^=o,  l’ellipse  ou  l’hyperbole,  quand 

I />x — a py — cl 

Si  l’on  prend  les  limites  des  équations  (5)  et  (5)  dans  la  supposition 
où  x devient  infini , y,  p et  P,  demeurant  finis,  ce  qufylace  le  point  A 
à une  distance  infinie  de  la  courbe  (*),  on  obtiendra 


Dan»  ce  cas  du  problème  , le  rayon  lumineux  vient  parallèlement  i l’axe  AB. 
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d'où  l'on  conclura 


En  faisant  l = o*  on  aura  seulement 

' .j 

d’où  x -f-  PS  = s/x'+j  ', 

et  donne  V-c’-f*/’  — x + C. 

Cette  deruière  équation  appartient  à une  parabole. 

L’e'quation  — -f_  { — o nous  apprend  que  foutes  les  courbes» 

qui  résolvent  ce  cas  de  la  question  proposée,  ont,  aux  points  M et  3P, 
des  tangentes  parallèles  ou  perpendiculaires.  En  effet , en  réduisant  ses 
deux  membres  au  même  dénominateur,  et  passant  tous  les  termes  dans 
un  seul,  on  lui  donuera  la  forme 

....«•(•••«'••a,  . 'I  • 

, (PP'+ ')(/>’—  P)  = °> 

et  l'on  en  tirera  par  conséquent; 

PP' + 1 = 0,  p—p  = o. 

ia65.  Voici  encore  un  problème  traité  d'abord  par  Euler,  considéré 
ensuite  par  M.  Biot  comme  appartenant  aux  différences  mêlées,  sur 
l'équation  duquel  il  n’a  effectué,  comme  dans  le  précédent,  que  l'inté- 
gration aux  différences,  mats  dont  M.  Poisson  a donné  une  solution 
plus  complète,  que  je  vais  exposer. 

11  s’agit  de  trouver  une  courbe  DE,  fig.  14,  telle  que  si,  par  leFlG.14. 
pied  H d’une  normale  quelconque  MR,  ou  élève  une  ordonnée  NR, 
le  quarré  de  cette  uormalc  surpasse  celui  de  l’ordonnée  d'une  quantité 
constante  <j;  c’est-à-dire  que 

Jïli  = WR  + a. 


1 1/ 


Vf.  • 

y — ^rr» 


ce  qui  revient  à 


xàx+yày  _ ^ 
V x*  4-  y* 


Digitized  by  Google 


5çp  CHAP.  vin.  DE5  ÉQUATIONS 

En  représentant  AP  par  x,  PM  par  j,  et  posant  y =f(x),  on  a 

- *• 

NR  = Î{AP+PR)  = f(x+^)  (ai a) , 
et  par  conséquent 


(0- 


La  différence  de  x est  égale  à PR  = ■“  : pour  la  ramener  & l’unilé, 
on  prendra 

* = ?(*)  et  =<p(s-l-i)*(io56) (2); 

faisant  ensuite 


f(*)  = f[?0)]  = 4(z),  d’où  f(*+$)=4 («+0-» 

et  n’écrivant  què  les  caractéristiques  des  fonctions,  afin  d’abréger,  on 
changera  les  équations  (1)  et  (2)  en 


4‘- 


4,>tl4,* 

dp* 


= 4*.  + 


, w _ 

"t"  à'p 


Ces  équations  renfermant  implicitement  trois  variables,  savoir,  z,  p 
et  4,  il  faut  tâcher  d'en  éliminer  uue,  ce  qui  peut  se  faire  de  la  ma- 
nière suivante. 

L’équation  (2')  donne 

4d4' 

• -5^  — «P.—  <P>  . 

valeur  qui  change  (1')  en 

4*  + (p.  — <p)*  = 4*.  + «,  ou  4*< —4* 


dont  la  différentielle 

(«p,  — q»)(d(p.  — d<p)  = 4.d4,  — 4d4  , 

se  réduit  à 

(tp.  — <P)d<p,  = (<p.—  <P,)dj>,, 

lorsqu’on  y met  pour  4^4  et  4*(^4*  leur®  valeurs,  tirées  de  (2'),  et 
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se  décomposé  dans  les  facteurs 

dp,  — o et  p, — ip,+p  = o,  ou  A'ips=o. 

Le  premier  conduit  à p,  ou  p = const.,  valeur  comprise  dans  le  se- 
cond ; celui-ci  est  le  seul  dont  il  faille  s’occuper.  Son  intégrale  est 

P AZ  -j—  B y 

A et  B désignant  des  fonctions  de  cos  airs  et  de  sina^rs  (1066).  Il  suit 
de  là  que 

. 

au  moyen  de  quoi  l’équation  (i')  donne 

-J,*, — 4*  = A' — a,  ou  A.4*  = ^* — a et  4*  = {A%—  a)z  -f-  C, 

C étant  encore  une  fonction  périodique , mais  qui  n’est  pas  indépen- 
dante des  deux  autres  , puisque  les  expressions  de  p et  de  4"  doivent  en 
outre  satisfaire  à l’équation  (a').  Or,  en  différentiant  4*  et  on  obtient 

Har  — A'  — a + aÀzàé  + ii> 

= + <p,  — <p  = a, 

valeurs  dont  la  substitution  dans  (a')  conduit  à 


d’où  l'on  tire 


-a  + ^^A'+iA™, 
A = — B' zh  S/B1'  +C'  — a, 


en  représentant  par  B'  et  C’  les  coefBciens  différentiels  des  fonctions 
B et  C.  Mettant  enfin  cette  valeur  dans  celles  de  p et  de  4*»  et  rem- 
plaçant ces  fonctions  par  les  variables  x et  / qu’elles  représentent  , 


x = B + x(— 1 B’  -+-  y/ B’*  -+-  C'  — a ) (3), 

= C + O — la — 2B1  s/B^-^-C — à).. . .(4) , ‘ 

où  il  ne  restera  plus  qu’à  éliminer  a,  ce  qui  ne  pourra  se  faire  qu’au- 
tant  qu’on  aura  assigné  des  formes  particulières  aux  fonctions  B et  C, 
3.  75 
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En  les  supposant  constantes,  il  vient 

B'  — o,  = x = B + i yj—a,  jr%  — C — aas, 
et  par  conséquent 

y*  = C — a B \/ — a + ax  \f—a  , 

équation  à la  parabole,  qui  n'est  réelle  qu'en  faisant  a négatif. 

t 1366.  M.  Poisson  ajoute  à ce  qui  précède  les  remarques  suivantes. 

i*.  La  sounornialc  de  la  courbe  cherchée  est  une  fonction  périodique 
li  différences  nulles,  puisque,  d’après  la  valeur  trouvée  pour  ç,  ou  a 

$ = <p(a+i)~»(0  = -B'  + VB'-+  C> -a  ; 

mais  .il  ne  s'ensuit  pas  que  cette  sounormale  puisse  être  une  constante 
absolue;  car  si  on  la  représentait  pari,  on  formerait  l’équation 

b = — B’+  s/B"-+-C  —a, 

de  laquelle,  en  y faisant  disparaître  le  radical,  on  déduirait 

ai  ^ + 4*  = ^ — a>  et  abB  •{~(bt-\-a)z-\-const.  = C: 

le  premier  membre  de  la  dernière  n’étant  pas  une  fonction  périodique, 
tant  que  4*  -f- a n’est  pas  nul,  ne  saurait  alors  être  égal  au  second. 
Ainsi  la  sounormale  ne  peut  être  constante  que  lorsqu'elle  est  égale 
à V; — a- 

a*.  Le  système  des  valeurs  -de  x et  de  y*  peut  être  remplacé  par 
un  système  d’équations  dout  l’une  soit  la  différentielle  de  Vautre,  par 
rapport  à z seul;  il  suffit  pour  cela  de-multiplier  l'équation  (3)  par  ai?', 
et  d’ajouter  le  résultat  à l’équation  (4),  ce  qui  donnera 

y*  -f-  a B'x  = C -f-  aBB'  -f-  s(C—  aa). . ......  ..{*); 

faisant  disparaître  ensuite  le  radical  dans  l’équation  (3),  on  aura 

x*  — a Bx  a B'zx  — iBB'z  + B‘  = s‘(C' — a) , 

qui , retranchée  de  la  précédente  multipliée  par  2 , donnera 

j’z  — x‘  5=  Cz  + B‘  — az‘. ... .. . . .(|8); 

et  maintenant  il  est  facile  de  voir  que  ‘ ' . 
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I.  équation  (@)  appartient  à une  suite  d'ellipses  on  d’hyperboles  qui  ont 
leur  axe  sur  celui  des  abscisse^ct  forment,  par  leurs  intersections  con- 
sécutives, la  courbe  demandée.  * 

**•  La  solution  précédente  devient  incomplète  lorsque  n— o,  auquel 
cas  il  est  visible  que  le  cercle  remplit  la  condition  demandée,  puisque 
toutes  les  normales,  passant  par  son  centre,  sont  égales  au  rayon,  et 
cependant  il  ne  résulte  pas  des  équations  (fl)  cl  (a). .Cela  tient  à ce 
que  la  supposition  de 

x = <p(3)  = JP,  et  de  .r -f-  ^ = ^(3  + 1)  = JR, 

exige  que  les  lignes  AP  et  A R ne  soient  pas  indépendantes;  mais  si 
la  seconde  est  conslaute,  on  a 

1 ’dx  ~ ^ X>  ~ "+■  c * 

e étant  la  constante  arbitraire. 

Or,  d'après  cette  équation  , qui  donne 

MR  = \/b‘  4-  c = N R, 

la  condition  du  problème  ne  peut  plus  être  remplie  qu’en  supposant 
a = o;  le  cercle  trouvé  est  donc  une  nouvelle  solution  qu’il  faut  joindre 
à celles  que  donnent,  pour  ce  cas,  les  équations  (a)  et  (/ 3 ). 

En  terminant  cet  article,  nous  observerons  que  le  dernier  cas  de  la 
question,  celui  ou  l’on  pose  n=o,  a été  résolu  par  M.  Charles  Babbage, 
dans  la  seconde  partie  des  Transactions  philosophiques  pour  1816 
(p.  353),  par  un  procédé  qu'il  nomme  calcul  des  Jonctions,  sur  lequel 
il  a déjà  donné  trois  Mémoires.  Ce  calcul  ayant  pour  but  de  détermi- 
ner les  fonctions  par  les  relations  que  donnent,  entre  leurs  valeurs,  les 
relations  établies  entre  les  valeurs  des  variables  dont  elles  dépendent , 
doit  rentrer  souvent  dans  celui  des  différences,  lorsqu’on  y considère 
toutes  les  différences  comme  variables,  et  aussi  quelquefois  dans  ceux 
des  différentielles  partielles  et  des  différences  mêlées. 

1267.  Les  deux  questions  que  nous  venons  de  résoudre  se  rapportent 
anx  différences  successives;  en  voici  une  très-simple,  qui  mène  à une 
équation  aux  différences  mêlées  proprement  dites. 
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FIG.  5.  Trouver  les  courbes  dans  lesquelles  la  soutangente  AT,  fig.  5,  soit  à 
la  fousécante  AS,  dans  un  rapport  constant , en  supposant  que  la  se- 
conde ordonnée  A'B'  soit  éloignée  de  la  première  AB  d’une  quantité  AA' 
égale  à h.  0 

Il  es»  facile  de  voir  que  ce  problème  conduit  à une  équation  de  la 
forme  * 


Si  l’on  met  dans  cette  équation,  à la  place  de  Ay,  son  développement 
en  série,  ou  aura  l’équation  différentielle  d’un  ordre  infini 


(— .)È  + -g!  + -S: 


dr  " di*  a " d?  O + etC-  “ ° » 


, ; 

à laquelle  on  satisfait  en  prenant  y — AeT*,  pourvu  que  m soit  déter- 
miné par  l’équation 


, . , m*A  . msA*  , 

(a  — -f-o  — -1-  a --g  + etc.  ==  o. 


d’où  l’on  conclut  d’abord  m = o , puis 

m’A3 


mA  m'h% 

~r  tj 


a .3.4 


etc.  = o. 


Si  l’on  désigne  par  m1,  m ",  m"1,  etc. , les  valeurs  données  par  cette 
dernière,  il  viendra 

y es  À -f-  AW  + A"d*‘  -4-  etc. , 

• « 

expression  dans  laquelle  on  pourra  faire  entrer  autant  de  termes  qn’on 
aura  trouvé  de  valeurs  distinctes  pour  m.  On  s’assurera,  par  le  retour 
des  suites,  qu’il  en  existe  au  moins  une  réelle,  dont  on  peut  obtenir 

le  développement  ordonné  suivant  les  puissances  de  ° ~ ‘ , et  l’on  au- 
ra,  pour  résoudre  la  question  proposée,  l’équation 

y^A  + A'^% 

renfermant  deux  constantes  arbitraires. 

Feu  Charles  (de  l’Académie  des  Sciences)  a transformé  l’équation 
aux  différences  mêlées  qui  nous  occupe,  en  une  autre  où  la  variable 
entre  comme  exposant  de  différentiation  ou  d’intégration.  Pour  y par* 
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Tenir,  nous  ferons  ^ = b,  ce  qui  changera  l'équation  proposée  en 

nous  en  tirerons  successivement 

—7  + h 

jr>=j,+  b Jft  = y + 2b  g + 

etc.  » 
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Il  est  facile  de  conclure  de  là,  et  meme  de  s'assurer,  à priori , que 


J.—JT  + [ni  [oji  jj*  + [n] [o]i*  g ...+  [n] [o’]6*  g. 


Le  second  membre  de  cette  équation  étant  multiplié  et  divisé  par  e% 


t bnân(eby') 

numérateur  deviendra  le  développement  de  — , et  l'on  aura 


son 

par  conséquent 


- *"  d"(A) 


dx" 


Si  l'on  avait  cherché  les  valeurs  antécédentes  by,  ou  correspondantes 
à des  indices  négatifs,  on  aurait  eu 

X 

T—  = —-7  fn£jrix*. 

bnJJ 


Ces  résultats  ne  paraissent  pas  propres  à faire  connaître  l’équation 
primitive  de  la  courbe  cherchée,  mais  ils  conduisent  à une  construc- 
tion discontinue,  analogue  à celle  que  nous  avons  donnée  dans  le 
n*  1071 , pour  les  équations  aux  différences.  En  effet,  on  y peut  sup- 
poser y = <p(x)  , (p  désignant  une  fonction  arbitraire,  et  déduire  de  celle 
fonction,  d’après  la  loi  établie,  les  valeurs  des  ordonnées  y,,ym, 
/},  etc.,  correspondantes  aux  abscisses  x+/j,  x-f-a/i,  x+5 h,  etc. 
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Il  est  évident  que  cela  revient  à prendre  sur  la  courbe  représentée 
par  l'équation  j = <p(x),  une  portion  BB' , dans  laquelle  le  rapport 
de  AT  avec  AS  soit  conforme  aux  données  de  la  question  , et  à se  ser- 
vir des  points  intermédiaires  pour  obtenir  des  portions  de  courbe  an- 
térieures et  postérieures  à la  partie  BB' , en  calculant  les  ordonnées  de 
ces  portions  par  le  moyen  de  leurs  différences  avec  celles  de  la  por- 
tion BB ',  ainsi  qu’on  l’a  indiqué  dans  le  numéro  cité.  Si  l’on  voulait 
rapporter  les  ordonnées  ym  cl_y_.  à leurs  abscisses,  il  faudrait  prendre 
pour  première  abscisse  x — nh  et  x-\-nli ; on  aurait  alors 


4”  d"«(x  — nh) 


y—  = —^7,  f"àx"p(x+nh). 

b"e  b 


Dtt équation*  t aG8»  Le  Calcul  aux  différences  mêlées  trouve  aussi  son  applica- 

•"*  .iinv,ciK«  (jon  dans 'des  recherches  purement  analytiques;  la  détermination  des 
lit'icv  ' 1 ' fonctions  arbitraires  qui  entrent  d'une  manière  transcendante  dans  les 
intégrales  des  équations  différentielles  partielles,  dépend  d’une  éqnatiou 
aux  différences  mèlées(io6i)  ; et  Français  de  Colmar  a montré,  dès  l’an  5 
(:,797)*  l'u«ge  qu’«m  peut  en  faire,  pour  arrivera  l’expression  immé- 
diate d’une  transformée  quelconque  de  l’équation  différentielle  partielle 


d *z  . ndt  , ^ àz  , 

asa: + p sü  + G a ; + Nz  = 0 » 


traitée  par  la  méthode  du  n*  767  (*).  En  effet , il  doit  entrer  dans  l’expres- 
sion des  coeflieicns  Pm,  Q. , M„  des  différences  ou  des  valeurs  succes- 
sives par  rapport  à l'indice  n,  avec  des  différeutiellcs  prises  relativement 
aux  variables  x et  y ; mais  les  équations  qu’il  faut  traiter  renferment  plus 
de  deux  variables,  et  les  différences  y sont  partielles  aussi  bien  que  les 
différentielles. 

Ne  voulant  que  faire  connaître  ce  genre  d'équations,  dontM.  Paoli  s’est 
spécialement  occupé  dans  le  troisième  volume  de  ses  Eléments  d’ A l- 
gebra,  opusculo  III , je  me  bornerai  à l’exemple  qu’il  en  a donné  à la 
page  19g,  sur  une  équation  qui  revient  à 


. — P 

— 1 *.rs 


dy 


(♦)  Le  Mémoire  où  se  trouvent  ces  recherches  m'a  été  envoyé  1?  i5  nivôse  an  VI  (1798), 
et  il  était  connu  d'Arbogast  avant  ce  temps.  Il  en  avait  en  des  essais  que  j'ai  vns  entre  ses 
mains  en  l’an  II  (1794)-  -M.  Parseval  a fait  de  son  côté  des  recherches  semblables , 
qui  sont  imprimées  dans  le  tome  I des  Mémoires  présentés  à F Institut,  par  divers  Savons , 
pag.  478. 


Digitized  by  Google 


AUX  DIFFÉRENCES  MÊLÉES. 

P.r,  étant  une  fonction  donnée  de  x et  j.  Si  l’on  y pose 
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on  trouve 


et 


A’Z.r  J.  • ' 

z».r  — ày  * “ 011  a*+>j jjp*r 


,y  tl  (+iZIi,  à1*-'  7 r r „ 

1 dy*+'"  d«,«“  **• / » 


_*-M 


* A XZX,  = r+'P,  ^'  ; 


intégrant  ensuite,  par  j-apport  aux  différences,  en  ajoutant  une  fonc- 
tion arbitraire  <p(j)  , on  arrive  à 

Z,r  = *(/■)'+  S f‘+'P,Jy+‘, 


**.,  = 


d y — ày‘  ■ 

Le  second  terme  de  où  les  caractéristiques  d , Z et  /,  sont  com- 
binées, équivaut  à une  intégrale  définie  aux  différences;  car 

zf~-p.rfr+‘  = fP.,Ay  + pp,.,dy  + pp,,,àf..  .+r‘P,_^y, 

* : t . . , 

et  par  conséquent  . 

6*xf*+<PIi/ày’*'  _ d*-P„,,  , d*-P,,,  , , „ _ 

dy*  dy*~*  ^v*r*  t-  dv1^*  *’  1*  V"T 


dj,# 


dy‘ 


• • * , Jcl'P  * * # 

ce  qui  revient  à > pourvu  qu’on  renferme  cette  intégrale 

t y • 

entre  les  limites  r = o et  r=x  — i.  i - i:« 

M.  Paoli  traite  aussi  l'équation  du  premier  degré. 


^ d— 1 

dy*  ”1"'*  d)—  ' 


.+ Af  25^ + JK.,*.  = 


et  M.  Laplace  avait  intégré  la  suivante 


^Zy!+A  + B ■ ■ . +NV. 


z*.t  — 0 J 


dans  son  Mémoire  de  1779,  sur  les  fonctions  génératrices  (Voy.  aussi  la 
Théorie  analytique  des  Probabilités , p.  65).  Je  ferai  observer  que  pour  sa- 
tisfaire à la  première  de  ces  équations,  quand  Prf—o , et  à la  seconde, 
il  suffit  de  poser  z,r  = <tIc*r,  et  qu’alors  une  des  deux  quantités  a,  /3 
reste  indéterminée,  ce  qui  donne  lieu  à des  considérations  analogues 
à celles  du  n*  io85. 


6oo  CHAP.  VIII.  DES  ÉQUAT.  AUX  DIFFÉR.  MÊLÉES. 

i îCkj.  Je  terminerai  ici  la  longue  tâche  que  je  me  suis  imposée , en  ob* 
servant  que  la  durée  de  l'impression  a été  assez  considérable  pour  que 
la  science  ait  fait  pendant  cet  intervalle  des  progrès  que  j’ignore,  et 
que  même  l’abondance  des  matières  m’a  forcé  de  laisser  de  côté  des 
recherches  très-estimables,  sur  des  intégrations  particulières  et  sur  les 
séries,  dont  je  n’aurais  pu  présenter  l’extrait  sans  donner  h cet  Ou- 
vrage une  étendue  démesnrée.  De  ce  nombre  sont  eclles  que  M.  PfafF 
a publiées  dans  la  première  partie  de  ses  Disquisitiones  anatyiicœ , sur 
l’équation  différentielle 

x'(a-+-bxm)dy-j-jr:(c-l-ex,)djdjc-h(f-i-gx')jdx‘  = Xàx', 

sur  la  sommation  des  suites  d’arcs  de  cercle  dont  les  tangentes  forment 
des  progressions  données  et  sur  le  retour  des  suites  ; mais  la  table  des  som- 
maires suppléera  en  partie  à ces  omissions,  en  indiquant  avec  exactitude  le 
titre  et  la  place  des  écrits  qui  contiennent  ces  recherches.  J’avais  eu 
aussi  le  dessein  de  traitera  part  la  Théorie  algébrique  des  séries  récurrentes; 
mais  ayant  publié,  depuis,  les  principes  de  cette  même  théorie,  dans  le 
Complément  des  Élémens  d‘ Algèbre  à l’usage  de  l'École  centrale  des  Quatre - 
Nations , j’ai  cru  pouvoir  la  supprimer  ici,  puisqu’on  y suppléera  parfaite- 
ment, en  ajoutant  à ce  que  j’ai  dit  dans  l’ouvrage  cité,  ce  qu'on 
trouve  dans  celui  - ci , sur  la  décomposition  des  fractions  rationnelles 
en  fractions  simples,  n°*  57  a — 38 1 , et  ce-  que  contiennent  les 
n°*  1 1 18  — liai.  * 


FIN  DE  LA  TROISIEME  PARTIE. 
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Observation.  Les  simples  fautes  d’impression  sont  r élevées  dans  un 
Supplément  à f Erra  ta  de  chaque  volume , et  le  Supplément  à la  Table 
des  sommaires  et  des  citations  des  deux  premiers  volumes , est  placé  à 
la  suite  de  celle  du  présent  volume. 

PREMIER  VOLUME. 

PRÉFACE. 

Page  viijj  ligne  4 en  remontant,  après  le  mot  différentiel,  ajoutez  en  note  : 

C’est  le  n°  LXVI  «la  Commercium  epistolicum , cité  à la  page  ix.  Newton,  en  173a, 
a fait  réimprimer  ce  livre  avec  des  additions , sous  le  titre  de  Commercium  epistolicum  de 
varia  re  Mathematica , inter  celebcrrimos  prœsentis  sœculi  Mathematicos.  Cette  édition 
ayant  été  la  seule  mise  dans  le  commerce , est  celle  qu'on  rencontre  le  plus  fréquem- 
ment; elle  est  du  format  in-8°.  La  première,  qui  ne  fut  distribuée  qu’en  présent, 
est  in-4*. 

Ibid.,  ligne  dernière,  ajoutez  en  note  : 

Yoyez  aussi  le  tora,  III  de  ses  Œuvres,  p.  167. 

Page  ix,  ligne  dernière , ajoutez  en  note  : 

On  tTouve  dans  la  Préface  du  Recueil  de  diverses  pièces  sur  la  Philosophie , par 
MM.  Leibnitz,  Clarke,  Newton,  etc.,  publié  par  Desmaizeaux,  3*  édition , un  ex- 
posé très-complet  de  la  dispute  sur  la  propriété  de  la  découverte  du  Calcul  différen- 
tiel , et  où  les  passages  des  écrits  originaux  sont  bien  classés  ; mais  l’auteur  a laissé 
d’ailleurs  la  question  indécise.  Il  rapporte , dans  son  second  volume , des  pièces  très- 
intéressantes  , qu’on  peut  voir  aussi  dans  le  tome  III  des  Œuvres  de  Leibnitz.  D’Alembert 
a donné  son  avis  sur  ce  sujet , à la  Gu  de  l'article  DIFFERENTIEL  de  l 'Encyclopédie. 

Page tl,  ligne  i5,  après  le  mot  différentiel,  ajoutez  en  note  : 

Jacques  Bernoulli,  en  1691,  disait,  en  parlant  de  l’un  et  de  l’autre....  nisiforti 
in  differenlialium  notatione,  et  operationis  aliquo  compendio , ab  eo  non  dijfert 
[Opéra,  tom.  I,  p.  fît — 4^a)' 

C'était  d’abord  bien  peu  de  chose  en  apparence  , que  cette  dilTérencc  de  notation  des 
différentielles  et  cette  abréviation  de  calcul,  mais  les  conséquences  ont  prouvé  que  c’était 
beaucoup  ; car  on  n’y  serait  point  arrivé  en  laissant  aux  arcroissemens  les  dénominations 
indépendantes  que  leur  appliquait  BaiTOw.  En  se  fondant  sur  de  pareilles  analogies,  oc  a 
voulu,  de  nos  jours,  faire  remonter  jusqu’à  Fermât,  l'origine  du  Calcul  différentiel. 
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Cba  " CORRECTION  ET  ADDITIONS 

Sam  doute  que  Fermât,  par  le  mécanisme  du  calcul  qu’il  emploie  pour  la  détermi- 
nation des  maximums  et  des  minimums  (sans  es  donner  d'ailleurs  aucun  principe)  et  que 
Barrow,  par  la  considération  du  triangle  formé  par  les  accroissemëiis  de  l’ordonnée 
et  de  l’abscisse , touchèrent  de  bien  près  au  Calcul  différentiel  ; mais  quoiqu’on  soit 
frappé  aujourd'hui  de  la  ressemblance  de  ces  diverses  méthode*,  il  ne  faut  pas  croire 
que  les  Contemporains  jugeassent  comme  nous  de  cette  ressemblance.  Nous  lisons  dans 
leurs  formules  ce  qu’ils  n’y  voyaient  pas  eux-ménies , parce  que  nous  les  rapportons 
à un  ensemble  qui  nous  est  familier  et  dont  ils  n'avaient  aucune  idée.  Tant  que  des 
notions  conservent  l’espèce  d’étrangeté  qui  les  accompagne  presque  toujours  lors- 
qu'elles se  présentent  pour  la  première  fois,  elles  tiennent  pour  ainsi  dire  trop  de  place 
dans  l’esprit,  pour  qu’il  puisse  apercevoir  d’abord  leurs  conséquences,  ou  leur  asso- 
cier des  notions  accessoires  ; c’est  ainsi  que  de  simples  rapprochemens , de  légères 
modifications , qui  nous  paraissent  aujourd'hui  implicitement  comprises  dans  les  ou- 
vrages de  nos  devanciers , leur  ont  entièrement  échappé.  On  en  voit  un  exemple 
frappant  dans  la  combinaison  faite  par  Charpit,  do  deux  méthodes  trouvées  par  Lagrange 
(7^0).  Aussi  la  stricte  justice  demande  qu'on  n'attribue  les  inventions,  surtout  lorsqu'il 
s’agit  de  théories  naissantes , qu'à  celui  qui  les  a complètement  énoncées. 

Pagex,  ligne  4 de  la  note , après  le  mot  scholie,  ajoutez: 

De  la  proposition  VII  du  Second  livre. 

Page  xij,  ligne  6 en  remontant , à la  fui  de  l'alinea,  ajoutez  en  note  : 

Le  premier  essai  de  Calcul  intégral,  suivant  la  notation  actuelle,  paraît  avoir  été 
donné  par  Leibnitz,  dans  les  Actes  de  Leipsich,  eu  1686.  (Voyez  dans  ses  OEuvres, 
tom.  III , p.  188). 

Page  xvj , ligne  2 6,  à la  fn  de  t alinéa,  ajoutez  en  note  : 

Voici  ce  que  pensait  d’Alembert  sur  la  considération  des  (luxions,  u Introduire  ici 
» le  mouvement , c'est  y introduire  uue  idée  étrangère , et  qui  n'est  point  nécessaire 
n à la  démonstration  : d’ailleurs  on  u’a  pas  d’idée  bien  nette  de  ce  que  c’est  que  la 
» vitesse  d’un  corps  à chaque  instant , lorsque  cette  vitesse  est  variable . ...  v C’est 
un  u rapport  dont  on  ne  peut  donner  d’idée  nette  que  par  celle  des  limites,  n 
< Encyclopédie  , art.  fluxion). 

Ibid.,  ligne  5 en  remontant,  après  le  mot  limites , ajoutez  en  note  : 

Newton  lui-méme  avait  senti  l’objection,  et  pour  la  lever,  il  avait  eu  recours  au 
mot  limite;  car  il  suffit  de  donner  un  nom  à ce  qui  n'en  a pas , pour  éclaircir  les 
difficultés  qui  viennent  des  changemens  d’acception  qu’éprouvent  les  tpots,  et  celle 
qui  nous  occupe  est  entièrement  de  ce  genre.  Voici  comme  Newton  s'exprime  à ce 
sujet , dans  le  scholie  qui  termine  la  première  section  du  livre  I des  Principes  : Ultimat 
rationes  illcc  quibusium  quant  dates  evanescunt , révéra  non  sunt  rut  unies  quantilatum 
u Itimarum , sed  limites  ad  quos  quantitatum  sine  limite  decrescentium  rationes  semper 
appropinquant;  et  quas  propius  assequi  possunt  quam  pro  data  quavis  dijferentia,  nun- 
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quant  vert)  transgredi,  neque  pnus  aUingtre  quaiu  quantitates  diminuunturininfinitum. 
Res  clarius  inlelligitur  in  infinité  magnis.  Si  quantitates  duce  quorum  data  est  dif- 
férente augeantur  in  infimtum,  dabitur  harum  ultima  ratio,  nimirunt  ratio  œqua- 
Utalis , nec  tamen  idto , dabuntur  quantitates  ultimœ  seu  maximal  quarum  isla  étt 
ratio.  > • */ 

. Ce  passage  explique  très-bien  ce  qu'on  doit  entendre  par  les  limites , qui  ne  sont 
pas  les  rapports  des  quantités  lorsqu'elles  s'évanouissent,  mais  d'autres  quantités  dont 
ces  rapports  peuvent  approcher  d'aussi  près  qu’on  voudra.  D'Àletubett  n'a  rien  ajouté 
à ces  notions,  et  le  second  volume  d es  Malhcmatical Tracts  of  Benjamin  Robins , con- 
tient un  écrit  publié  en  1735  , où  se  trouvent  (p.  55,  57)  les  deux  propositions  sur  les- 
quelles le  géomètre  français  appuie  sa  théorie  des  limites.  Mais  quand  il  perdrait 
le  mérite  de  la  priorité  , il  lui  resterait  toujours  celui  d'avoir  propagé  et  accrédité  des 
idées  saines,  qui  seraient  demeurées  infructueuses,  sans  le  soin  qu’il  a mis  à les  dé- 
velopper et  à les  rappeler  à propos. 

" Page  xvij , ligne  31 , a la fin  dq  l’ alinéa,  ajoulez-en  note  : 

Lagrange  parait  n’avoir  d’abord  conçu  l'exactitude  du  Calcul  différentiel  que  comme 
le  résultat  de  la  compensation  de  deux  erreurs,  dont  l'une  consiste  dans  les  termes 
qu’on  néglige, d'autre  dans  l'application  à la  courbe  des  déterminations  calculées  pour 
le  polygone  (Voy.  Miscellanea  Taurinensia , tom.  ÎI,  partie  II,  p.  173).  >' 

Page  xxiij , ligne  12,  après  le  mot  indéterminé  , ajoutez  en  note  : 

M.  Laplace  a depuis  présenté  les  mêmes  idées,  dans  sa  Théorie  analytique  du  Calcul 
des  Probabilités , p.  7a. 

Page  xl , ligne  5 , à la  fui  de  l’alinéa. 

Voyez,  dans  les  Avertissemens  placés  à la  tête  du  second  et  du  troisième 
volume,  les  modifications  apportées  à cette  distribution  de  l'Ouvrage. 

INTRODUCTION. 

N'  3 , à la  fin , page  4 s ajoutez  : 

On  nomme  fonctions  entières,  celles  dont  les  variables  ne  paraissent 
point  en  diviseur,  ou  ne  portent  point  d’exposant  négatif;  les  autres 
sont  des  fonctions  fractionnaires. 

Les  fonctions  rationnelles  sont  celles  où  les  variables  n’entrent  sous 
aucun  radical,  ou  ne  portent  point  d’exposant  fractionnaire;  les  autres 
sont  des  fonctions  irrationnelles. 

On  donne  encore  aux  fonctions  des  qualifications  diverses,  qui  sont 
expliquées  lorsqu’on  en  fait  usage,  et  qui  sont  rappelées  dans  la  Table 
des  matières,  au  mot  fonction. 


6o4 


CORRECTIONS  ET  ADDITIONS 
N’  g,  à la  fin , page  i3,  ajoutez  en  note  : 

On  doit  rapprocher  de  cet  article  la  note  mise  au  bas  de  la  page  3Sa  do  mhoi 
Tolome , et  observer  que  le  germe  de  ces  considérations  se  trouve  dans  la  Ir*  propo- 
sition du  X*  livre  des  Élémens  d’Euclide,  où  il  prouve  que  si  l'on  retranche  à une 
grandeur  sa  moitié , puis  à celle-ci  sa  moitié,  et  ainsi  de  suite,  on  parviendra  à un 
reste  moindre  que  telle  grandeur  quon  voudra  ; c’est , en  d'autres  termes  , montrer 
que  la  série  £•+•  J+-j  + etc. , poussée  à l'infini,  a pour  limite  l'unité. 

Note  de  la  page  3a , ajoutez  : 

Dès  16a 4,  Henri  Briggs , dans  son  Arithmetica  logarithmica , avait  donné  la  loi 
de  la  dérivation  successive  des  coefiiciens  d'une  puissance  entière  et  positive  du  bi- 
nôme ; mais  il  n'en  avait  point  écrit  l'expression  en  signes  algébriques.  (Voy.  Scriptores 
logarithmici , tom.  II,  p.  »65). 

Page  5o,  ligne  i4- 

L’ouvrage  de  Muller  a pour  titre  Traité  analytique  des  Sections  co- 
niques, Fluxions  et  Fluentes,  et  c’est  à la  page  ua  de  ja  (raducliou 
française,  que  se  trouve  le  passage  cité. 

Ibid.,  ligne  ai. 

Le  Mémoire  de  M.  Lavernède  est  inséré  dans  le  tom.  I"  de»  An- 
nales de  Mathématiques  pures  et  appliquées , aux  pages  18  et  78. 

N°  33,  page  5a. 

La  série  qui  termine  cet  article  se  trouve  dans  les  Mathematical  Me- 
moirs,  de  Lauden  , tom.  I,  p.  69. 

N°  35,  page  55,  ajoutez  : 

Si  l'on  se  demandait  ici  ce  que  c’est  qu’une  puissance  à exposant 
imaginaire,  il  faudrait  passer  au  n°  4a>  P-  68 , où  l’on  eu  trouverait 
une  explication. 

' N * 4a,  page  68,  à la  fin,  ajoutez  : 

Les  expressions  du  sinus  et  du  cosinus  en  exponentielles  imaginaires, 
qui  reviennent  si  souvent  dans  la  haute  Analyse,  sont  toujours  attribuées 
par  Euler  à Jean  Bernoulli  ; cependant,  on  ne  les  trouve  point  dans 
les  OEuvres  de  ce  dernier;  mais  elles  sont  une  conséquence  très-pro- 
chaine de  ce  qu'on  lit  à la  page  400  du  tome  Ier.  Il  se  peut  aussi  qu’Euler 
les  ait  connues  par  son  commerce  avec  Jean  Bernoulli , dont  il  était 
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le  disciple.  II  en  parle  pour  la  première  fois  dans  le  tome  VU  des 
Miscellanea  Berolinensia,  p.  177. 


N’  43  , à la  fai,  page  70. 


Voyez  à ce  sujet  le  Ionie  IX  des  Nova  Acta  Acad.  Petrop.,  p.  4* 
de  l’Histoire , où  l’on  cite  en  noie  une  formule  d’Euler,  qui  se  trouve 
dans  le  tome  X de  la  même  collection. 


N"  48,  à la  fin , page  78,  ajouta  : 

Ces  équations  forment  le  lemme  ltr  des  Miscellanea  analj  tica , de 
RIoivre.  * * 


N'  54,  page  87. 


I.  Le  procédé  indiqué  dans  cet  article,  comme  nic'lant  sujet  à au- 
cune restriction , et  qui  consiste  à regarder  comme  égaux  les  dévelop- 
pcmeus  de  («  + •’)’ et  de  (e-f quel  que  soit  l'exposant  n,  a été 
donné  par  Euler,  en  1755  ( Novi  Cammenlarii  Acad.  Petrop . , t.  V, 
p.  164),  et  reproduit,  depuis  cette  époque,  dans  un  grand  nombre 
d'ouvrages,  sans  qu'on  se  fut  aperçu  de  sou  inexactitude.  Lagrange 
croyait  encore,  en  1806  ( Leçons  sur  le  Calcul  des  Fondions')  , que  l’ex- 
pression de  cosx*  convenait  à toutes  les  valeurs  qu’on  peut  donner  à 1% ; 
mais  en  1 8 1 1 , dans- le  a*  volume  de  la  Correspondance  sur  t Ecole  Po- 
Ijtechniquc  ( p.  ai  a),  M.  Poisson  fit  connaître  l'erreur  qui  avait  affecté 
si  long-temps  ce  point  de  la  iliéorie  des  fonctions  circulaires. 

Lorsque  l'exposant  n est  entier  et  positif,  les  développemens  de 
(ti  + v)"  et  de  (V  +u)"  sont  en  effet  composés  des  mêmes  termes,  dont 
le  nombre  est  fini,  rangés  seulement  dans  un  ordre  inverse;  mais  si 
n est  fractionnaire,  les  quantités  (n-f-v)*  et  (V-t-u)"  répondent  à deux 
racines  différentes , et  leur  somme  ne  saurait  par  conséquent  donner 
le  double  de  la  valeur  de  la  quantité  cherchée.  C'est  ce  qu’on  va  voir  par 
le  calcul  suivant. 

II.  Ayant  posé,  comme  dans  le  texte. 


d’où 


cosor  + V" — i sina:  = u, 
acos  x = u + e, 


cos  x — \/ — 1 sin  x = v , 
a*  coisx"  =s  (u  -f-  v)",‘ 


M.  Poisson  donne  au  développement  de  la  dernière  équation  la  forme 
3”C0SJ:”= u" -f- ™ «*— * • u"-1 . «V  + etc.  ; 
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et  à cause  que 

«('=  1,  um  =3  (cos x -f-  V/ — i «in  je)*  = cosnx  + V— » sinnx, 

il  trouve 

a"cosx“=s  cosmx+Y  cos(m — a)x-f-  - cos(w — 4)Jf'+"e,c>  | 

•+■  V7 — i[sinrox-f-  y sin  (m — a)x-f-  — sin  (m — 4)JH-etc.]  ! 


expression  qui  ue  peut  être  réelle,  à moins  que  la  fonction  de  sinus 
comprise  dans  la  seconde  ligne  ne  s'anéantisse,  ce  qu'elle  fait  lorsque 
l'ex(fosant  m est  entier  et  positif. 

En  effet,  le  nombre  des  termes  de  cette  fonction  étant  égal  à 
le  dernier  terme 

siu(m — am)x  = sin( — mx)  =s  — sin  mx 

détruit  le  premier. 

L’avant-dernier  terme,  affecté  de 

sin  (m — 2m-J-a)x  = sin  [ — (m  — a)x]  ss  — sin(m — a)x, 


ayant  aussi  pour  coefficient  j,  détruit  le  second,  et  ainsi  de  suite,  si 
le  nombre  wi-f-  i est  pair. 

* Dans  le  cas  opposé,  l’exposant  m étant  pair,  il  se  trouve,  an  milieu 
de  la  formule,  un  terme  affecté  de 

sin  (m  — nt)x  = sin  o x = o , 

et  par  conséquent  nul  par  lui-même,  tandis  que  les  autres  se  détruisent, 
comme  ci-dessus,  par  couples,  pris  à égale  distance  des  extrêmes  : il 
ne  reste  donc  plus  que  la  première  ligne,  qui  est  alors  susceptible 
elle-même  de  la  réduction  exposée  dans  le  dernier  alinéa  de  la  page  88. 

in.  Prenons  maintenant  les  lettres  u et  v dans  un  ordre  inverse  ; 
développons  l’équation 


dans  la  forme 


a"  cosx"  = (p  -f-  u)“. 


a"cosx“=('“+-  4.uV*- etc.; 

i i.a  j, a. 3 1 ’ 


et  comme 


v"  — (cosx  — V7 — i sin  x)’  = cos/tx  — V7—  ï sin  > 
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a"cosx“=  cosmx-f- ^ cos!'//? — a)j-f- — — cos(/?i — 4)x-4-clc.  ^ 

— V7 — 1 [ sinmx+y  sin(/n — a)x-f-— TT~^  *•“("* — 4)J:'+e|C-] 

valeur  qui  diffère  de  la  précédente  par  le  signe  de  la  partie  imaginaire, 
et  qui,  par  conséquent,  doit  être,  en  général,  une  racine  distincte  de 
l'autre  : ce  n'est  donc  que  dans  le  cas  où  cette  partie  sera  nulle , qu'on 
pourra  poser,  comme  l'a  fait  Euler, 

a-cosx-  = (u-±^"  4-  (V_±u): 
a 

dans  tout  autre  cas,  où  ces  deux  valeurs  conservent  la  forme 
a”  cos  xm  — A -j-  £ y" — 1 , 3“  cos  x“  = A — B s/  — 1 , 


leur  demi-somme  ne  donne  que  la  valeur  de  la  partie  réelle  qui  leur 
est  comiqune. 

• IV.  M.  Poisson  vérifie  ses  conclusions  sur  un  exemple  particulier, 
qu’il  forme  en  prenant  /n  = j,  ar=ir,  d’où  il  résulte 

a>(cosir  T=  cosi'!r-f--§cos(] — a)*. . . ^ ‘ ^a"^T~n+-  cos  (j — a/i)zr+elc. 

± V* — t [sinj'jr+'jsin  (j — a)/r. . . -|-3 sjn  (i — a«)7r+ctc. 

or,  n désignant  un  nombre  entier  positif  quelconque,  7r  la  demi-cir- 
conférence, on  a 

cosQ  — an^7r=cos(ï  — a/wr^  = cos^t  = ~ , 
sinQ  — a/»^7r=sin^j  — a /wr)  = sin^w  = ^\/3» 


et  par  conséquent 

.±✓=31-. 


a’(coS7r)ï  = 


L1 


5(î— 0 


-4-  clc 


_i±:y/=5 


]= 


VÎ. 


Ceci  donne  bien  les  deux  racines  imaginaires  de  l’expression 
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mais  la  partie  réelle  qui  répond  à la  série  d’Euler,  se  réduisant  à 

* . . . 3 - 
J V a»  ne  donne  point  la  racine  réelle,  qui  est  — Va ;elledonne seu- 
lement la  moitié  de  la  somme  des  parties  réelles  des  racines  imaginaires» 
ainsi  qu’on  l'a  annoncé  dans  l’article  II. 

Les  trois  valeurs  de  l’expression  proposée  peuvent  se  tirer  d’une  seule 
formule,  en  y remplaçant  l’arc  7r  par  57 r,  57 r,  77*",  etc. , dont  le 
cosinus  est  encore  égal  à — 1;  mais  il  faut  s’arrêter  b 5tt,  parce  que 
pour  l’arc  77 r,  il  vient  cosj77t  =cos(  j7r-f-27r)  = cosj7r,  et  ainsi  des 
au  très  .multiples  impairs  de  la  demi-circonférence  7r.  Parce  moyen,  et 
en  se  bornant  à l’expression  où  V — 1 est  affecté  du  signe  on 
trouve 

ai(cos7r)3=  V— " T.  V a = (cos|tt+  V — isin  jir)  Va  = V3> 


1 3 (cos  x) 3 = ( cosx 

1 * . r_ 

a7(cos7f)î=  fcos  y 


ii  sin  V a 


ir)  Va  = — Vâ^ 

_ y— 3 


Va, 


ce  qui  est  exact,  et  se  conclurait  aussi  de  la  seconde  formule  du  n"  67, 
qui,  donnant  les  racines  de  l’équation  y*  1 =0,  fait  trouver  celles 

3 

de  y3  + 1 =0,  ou  les  valeurs  de  V — «•  Le  tableau  ci-dessus  fait  voir 
que  la  racine  réelle  s’est  présentée  lorsqu'on  a employé  le  multiple  5x. 


En  généralisant  ce  qui  précède,  on  en  conclut  que,  si  m = ^,  toutes 
les  valeurs  de  « 


Z C «, 

2?  cos  xv  = V apcosjrP, 


s’obtiendront  en  mettant  à la  place  de  x,  les  arcs 

x,  x-f-27T,  x+a.ajr,  x+(q — 1)2*, 

dont  le  nombre  est  q , et  qui,  ayant  tons  le  même  cosinus  que  x, 
donnent  la  même  valeur  pour  cosx*1.  Lorsque  x =tt  , les  résultats  se  vé- 
rifient comme  ci-dessus. 

V.  Ce  qu’on  vient  de  lire,  quoique  très-satisfaisant,  laisse  encore 
b desirer  quelques  éclaircissemens  , ce  semble  ; car  on  n'apperçoit  pas 
toujours,  à la  simple  inspection,  comme  dans  l’exemple  de  l’article 
précédent,  que  la  partie  imaginaire  de  l’expression  de  2”  cosx*  se  dé- 
truit en  effet.  En  posant  m— — 1,  on  tombe  sur 

= cos(— x)— cos(— 3x)-f-cos(— 5x)— cos(—  7x)+etc.  } 

=fc  V — 1 [sinf — x’i— sin( — 3x)+sin( — 5x) — sin( — 7x)-f-etc.])* 
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équation  dont  le  premier  membre  est  toujours  re'el  ; il  faut  donc  que 
la  seconde  série  disparaisse , quel  que  soit  x,  ou  , ce  qui  est  la  même 
chose,  soit  le  développement  d'une  fonction  identiquement  nulle.  Cette 
conséquence  se  vérifie  encore  assez  aisément  dans  le  cas  actuel , en 
décomposant  la  série  qui  multiplie  \/ — 1 , en  deux  parties, 


— (sin  x -(-  sin5x  -f-  siu  gx  -f-  etc.) 

*+-  (sin3x  sinyx  sim  ix  4-  etc.), 

qu’on  peut  exprimer  au  moyen  de  la  formule  du  n*  1014,  qui  donne 
la  limite  d’une  série  de  sinus  d'arcs  en  progression  par  différences , 
ayant  p au  premier  terme  et  q pour  différence.  Si  l'on  fait  7 = 4*» 
et  successivement  p=x,  p—  3x,  on  trouvera 


cos(.r  — ax) 
anime 


cos(5x — ai) 
a sia  ax 


puisque  cos — x = cosx. 

Le  cas  où  m = ÿ , pour  lequel  l’expression 

2Tcosx*=cos  i.r-f-^cos^ — — i^cos^ — — ï’x) — otc‘ 

±V^[sin5*+^in(-^)-^sin(-^)4-^|sin(-^r)-elc.] 


9 a W 

doit  donner  des  valeurs  toujours  réelles,  tant  que  x ou  ne 

me  parait  pas  aussi  facile  à traiter  en  général;  et  cependant  une  plus 
ample  connaissance  du  sujet  ne  serait  pas  inutile , car  il  présente  en- 
core d’autres  difficultés,  lorsqu'on  y introduit  la  considération  des  équa- 
tions différentielles,  ainsi  qu’on  le  verra  dans  l'addition  au  n*  103, 
(3'  chapitre,  p.  274  du  I"  volume). 

VI.  En  attendant,  je  ferai  remarquer  que  si  l’on  développe,  par  la 
formule  du  binôme,  le  second  membre  de  l’équation 


cos  x“ 


— Çe'V'-'+r-'Ÿ- 


y 


on  trouvera 

cosx"  = JLje-V'-  -|-  ™ e>- -f-ctc.j , 


expression  qui  conduit  sur-le-champ  à celle  de  l’article  11 , si  l’on  y 
remplace  les  exponentielles  <r" Ÿ~'t  etc.,  pa  ileurs  valeurs 

cos  rnx  -f-  V'’— T siu/HX , cos(m  — 3)x  + V* — 1 sin(/«— î)x,  etc. 


3. 


77 


1 
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On  obtiendrait  la  seconde  expression  de  a"  cosx“  (p.  607),  si  on  chan- 
geait l’ordre  des  termes,  en  développant  '-b  cV—1)”,  au  lien  de 

)",  parce  que  les  exponentielles  étant  ïlors  de  la  forme 
e~(m—in)i V~—'i  répondraient  à cos (jn — an)x — \/ — 1 sin(/« — a n)x. 

N’  55,  page  90. 

I.  Tout  ce  qui  a été  dit  sur  le  n*  54,  trouve  encore  son  applica- 
tion dans  celui-ci.  En  développant  le  second  membre  de  l'équation 

(a  v" — i)"sinx"  — (u  — e)“, 

et  supprimant  dans  cbaque  terme  les  facteurs  uv , «V*,  etc.,  égaux  à 
l’unité,  on  parvient  à une  expression  composée  de  deux  parties,  l’une 
réelle  et  l'autre  imaginaire  : celle-ci  se  détruit  lorsque  l'exposant-m  est  un 
nombre  pair;  mais,  dans  le  cas  contraire,  elle  subsiste,  et  c'est  alors  la 
première  qui  s'évanouit,  en  sorte  que  pour  l’un  et  l'autre  de  ces  cas,  on 
trouve  un  résultat  réel  semblable  à celui  que  j’ai  donné,  d’ajjrès  Euler, 
dans  l'article  cité.  La  formule  générale  peut  se  tirer  aussi  de  celle  de  l'ar- 
ticle II  de  l’addition  précédente,  par  le  changement  de  x en  x,  au 

moyen  duquel  cosx  devient  sitix;  on  trouve  ensuite  aisément,  parles 
formules  qui  expriment  cos(n:±:l>)  et  sin(adbi),  que 


• cos(/n — = dfc  ^cos  ~ cos(m — 2/j)x-f-siii  ~ sin(/« — a n)x  , 
Mn(m — aw)^ — x)  =sai:  [^sin-aTcos(w — a»)x — cos  ~ siu(m — 2/i)x^], 
et  avec  ces  valeurs  on  obtient 

a"siux"  = ^cos  ~ -f-  V7 — ' 1 sin  x * j 

^cos/nx  — ^ cos(w — a)x  cos(m — 4)x  — elc.^jl 

4-  ^sin  — - — y — 1 cos-  J x l 

sin nix  — y sin(;n — a)x-f- sin(m — 4)x  — etc.^j  ] 

II.  On  arrive  peut-être  encore  plus  facilement  au  résultat,  en  dé- 
veloppant, par  la  formule  du  binôme,  le  second  membre  de  l’équation 

> _ t— *V—  'y. 

~ \ ai/ ^7  / ’ 


Sin  x" 


* 
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ce  qui  donne 

(a  v/— i siü 1/— ■ — — lj  gtm— >— etc., 
' • « « 1 i.a  ’ 


et  mettant  pour  les  exponentielles  leur  expression  en  cosinus  et  sinus. 
Si  l ou  changeait  l’ordre  des  termes  du  binôme  à élever  à la  puissances, 
on  aurait  uu  résultat  qui  ne  diG’érerait  du  précédent  que  par  le  signe 
de  v’ — i dans  le  second  membre. 


N*  66,  a la  fin,  page  1 14,  ajoutes  : 

Les  fractions  convergentes  qu’on  déduit  d’une  fraction  continue, 
formant  une  série  de  valeurs  de  plus  en  plus  approchées  de  la  quantité 
qu’exprime  la  fraction  continue,  donnent  un  développement  de  cette 
quantité  en  série.  Eu  effet,  si  on  la  désigne  par  a,  et  les  fractions 
convergentes  par 

4 h r n 

etc. 


A 


R 

h'  » 


C 

C » 


n 

a • 


on  aura  évidemment 

* = i + (i  — zt)  + (§  — y)  + (5  — ê)  + e,c-  » 

et  la  suite  des  reialioos 


A>a> 


B -j, 
B' 


P> 


D . 


etc., 


fait  voir  que  les  quantités  comprises  entre  les  parenthèses  seront  alter- 
nativement négatives  et  positives.  La  fraction  continue 

“ = 


conduit  ainsi  à la  série 


i •+-  etc. 


M I ‘Jh mW , , 

1 + ^ *r  (t+axn-a+y)  (>-HH->')(i-M+y-M  +^) 

Euler  a aussi  remarqué  qu’une  série  dont  les  termes  sont  alternati- 
vement positifs  et  négatifs,  se  convertissait  très-aisément  en  fraction 
«continue;  j’en  ai  donné,  d’après  lui,  sur  la  série 

x — ix4  -f- 1 .aa:1  — i .s.5x*  -f- 1 .o.Z./fX*  — etc. , 

l 

dans  une  note  à la  page  3gi  du  troisième  volume,  un  exemple  qui  pour- 
rait être  mieux  placé  à l’endroit  cité  de  l’Introduction. 
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Le  Journal  allemand  cité  à la  page  5a5  du  présent  volume,  contient 
la  transformation  d’une  série  ascendante,  d’ailleurs  quelconque,  en  frac- 
tion continue.  En  posant  l’équation  » 


» + 


» + 


•** 


l ■+•  etc.  , 


M.  Soldner  a trouvé 


etc. 


= c, 

— c, 

= C"  -f-CV, 

= C"'+C"(a'-Hs"), 

— C''+C"'(*'-{-a."+a"')+C'cL'ct.'", 

— c»  +C"(*'+*''+*','+*,')+  V+aV")  , 


On  peut  parvenir  à ces  formules,  par  la  réduction  des  fractions  conver- 
gentes en  séries  ordinaires,suivaut  les  puissances  de  x,  et  leur  comparaison 
avec  la  série  proposée,  en  ne  prenant  dans  celle-ci  qu’un  norabrede  termes 
égal  au  rang  de  la  valeur  fractionnaire  employée.  Par  exemple,  si  I on 

s’arrête  à la  fraction  . , qui  forme  la  troisième  valeur  appro- 

i -j-y*  -f-«*  jX 

cljée,  les  trois  premiers  termes  de  son  développement  donneront 
l’équation 

a — aux  -f-  (a'*ct  -f-  ax'a")x‘  = C -f-  C’x  -f-  C 
de  laquelle  on  tirera 

a.  — C,  au  = C,  a ‘a.  -f-  ast'a"=  C",  ou  au  a!’  — C+Ca'. 

Le  procédé  employé  par  Lagrange  pour  reconnaître  si  une  série  est 
récurrente,  et  que  j’ai  rapporté  dans  le  Complément  des  Llcmens  d’ Al- 
gèbre , n’est  autre  chose  que  la  conversion  de  celte  série  en  fraction 
continue,  sous  la  forme 

' • - - - •«to  it 


p + qx-\ 

%.  ■ 

S désignant  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  dex, 
et  p , p,,  etc.,  <7,  q,,  etc.,  des  quantités  couslanles. 

Je  terminerai  celle  addition  en  observant,  d'après  Ml  Legendre, 

- Z • • i"  i 
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Exercices  de  Calcul  intégral,  lom.  II,  p.  is’’> , que  «les  fractions  con- 
» tinues  ne  doivent  être  employées  qu’avec  de  grandes  précautions, 
» pour  représenter  les  valeurs  des  quantités  qui  sont  susceptibles  d 'être 
» exprimées  par  leur  moyen,  et  qu'il  faut  s’assurer,  dans  chaque  cas, 
» que  la  quantité  nécessairement  omise  dans  le  terme  auquel  on  s’ar- 
» réte,  n’influera  pas  sensiblement  sur  la  valeur  de  la  fraction.  » Celte 
remarque,  amenée  par  le  redressement  de  quelques  erreurs  échappées 
à Euler,  rentre,  au  fond,  dans  ce  qu'on  doit  faire  à l’égard  de  toute 
valeur  approchée  ; seulement  il  pourrait  arriver,  comme  M.  Legendre 
parait  le  penser,  que  la  forme  des  fractions  continues  fût  souvent  moins 
commode  que  le  simple  développement  en  série. 

A*  82,  page  i34,  ligne  i5,  aptes  positifs,  ajoutez  en  note: 

Lorsqu'on  s’en  tient  aux  notions  arithmétiques  et  algébriques  exprimées  par  l’équa- 
tion y^=a‘,  il  n'y  a pas  lieu  à supposer  des  logarithmes  aux  nombres  négatifs  ; car 
en  considérant  la  base  comme  positive , jamais  l'expres.ion  de  y ne  pent  changer  de 
signe  ; et  si  l'on  donnait  le  signe  — à cette  base , une  partie  des  nombres  n'aurait  point  de 
logarithmes,  parce  qu’une  partie  des  logarithmes  réels  correspondrait  à des  expressions 

imaginaires.  En  effet,  toutes  les  fois  qoe  x serait  de  la  forme  ^ ‘ , on  aurait 

** 

y —y — a'r+\  résultat  imaginaire,  et  la  valeur  réelle  y = ÿa'r*\  ne  se  trouverait 
point  dans  la  série  de  celles  de  y,  déduites  de  l’équation  y — ( — a)*. 

D’un  antre  côté , si  l’on  fait  attention  que  les  racines  des  degrés  pairs  sont  sus- 
ceptibles du  double  signe  ±,  on  sera  porté  à croire  qu’il  y a des  nombres  néga- 
tifs dont  les  logarithmes  sont  réels,  puisque  si  l’on  prend  y = a,m,  on  en  con- 
dura  y y = ±a"  ; mais  il  faut  faire  attention  qu’on  ne  doit  mettre  ± devant  la  ra- 
cine quarréc  que  quand  on  ignore  si  as”  vient  de  (-f-o)‘“,  ou  de  ( — a)”",  ambiguité 
qui  n’a  pas  lieu  maintenant,  puisqu'on  suppose  que  a est  toujours  positif.  (Yoyea 
les  Mélanges  de  la  Société  de  Turin,  tom.  II,  p.  33g.) 

PREMIER  CHAPITRE  DU  PREMIER  VOLUME. 

N*  8,  à la  fin,  page  149,  ajoutez; 

C’est-à-dire  que 

d(««)  = a(u  -t-  du)  — au  = adu. 

Au  n‘  4^,  page  1 9 1 , à la  Jin , ajoutez  en  note; 

Condorcet,  dans  l’ouvrage  dont  il  est  fait  mention  à la  page  xxij  de  la  Préface, 
présente  d'abord  la  formation  successive  des  équations  différentielles , comme  on  l’in- 
dique ici,  et  prouve  ensuite  que  par  leur  moyen  on  rend  identiquement  nuis  les  coef- 
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[iciena  des  ptiùsüicei  de  h,  dans  le  développement  de  l'équation 

y + k)  = °> 

lorsqu’on  a nm  ponr  ft,  comme  au  n°  4 1 , la  série  qu’il  représente.  Mais  cette  marche 
mène  à des  calculs  assez  compliqués. 

N‘  Gg,  à la  fin , page  217,  ajoutez  : 

Donnons  pottr  exemple  de  ce  dernier  changement  le  cas  où  la  diffé- 
rentielle de  la  fonction  qu'on  prend  pour  variable  indépendante  est 

àt  — \/dx*  -+-  dj* , d'où  il  suit  .0  — dxd*x  + dyd‘j. 

En  tirant  de  cette  dernière  équation  la  valenr  de  d\r,  pour  la  substituer 
dans  la  fonction  différentielle  proposée,  on  trouve 

(dx1  + dy‘f  ArÇdx*  4-dy*)*  _ dxdt 

, drd'y  — dyd’x  (dx*+dy‘)u*jr  d^y  ’ 

N’  71,  à la  fin,  page  22a,  ajoutez  : 

11  faudra  qu’après  la  substitution  de  ces  valeurs , dx  et  ses  différen- 
tielles de  tous  les  ordres  disparaissent  de  l’expression  proposée. 

On  peut  aussi,  par  le  moyen  de  ces  formules,  ramènera  dépendre 
immédiatement  de  x les  différentielles  d’nne  fonction  y,  formées  en 
prenant  pour  variable  indépendante  une  fonction  donnée  de  x et  dey,  et 
faisant  sa  différentielle  constante.  On  y parvient  en  combinant  avec  ces 
mêmes  formules  les  équations  formées  par  les  différentielles  a*,  3*,  etc.,  de 
la  fonction  donnée,  égalées  à zéro. 

Si,  par  exemple,  on  avait  pris  pour  différentielle  constante , 

dr  = \/dx*  +<iy*  =s  dx  \/ 1 + p', 
on  égalerait  à zéro  ses  différentielles,  pour  former  les  équations  • 

o = d*x  V>  + ou  d*x(i  +p‘)+ p/jdx'  = 0 , 

V 1 +P' 

etc., 

dont  on  tirerait  les  valeurs  de  d\r,  d’x,  etc.,  qui  serviraient  h chasser 
ces  différentielles  des  expressions  de  d^y,  dy , etc. 

Soit  la  fonction  proposée 

dvdt  (!r  dx’-t-^v’ 

ày  Ty"’ 

obtenue  précédemment  en  prenant  d 1 pour  constante;  en  y mettant 
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la  r&lear  de  d*x,  on  trouve 

ùy  = qdx'  -\-pàfx  = qAx% 

d'où  l'on  déduit 

_ ï î 

dry/IT-Uly»  d-t’Q  + pT O+PT 

d-y  qdx‘  q * 

formule  qui  revient  à 

(dr*  4-  dy*)* 
dxtpy  * 

quand  on  suppose  dx  constant  (Gg). 

N‘  79j  à la  fin,  page  zhj,  ajoutez  : 

On  trouvera, vers  la  fin  du  Ve  chapitre,  à partir  du  n°  33o,  des  exemples 
d élimination  de  fonctions  arbitraires  , et  au  n°  5/(3,  un  procédé  spécial 
pour  faciliter  cette  opération. 


N’  83,  page  347,  ligne  dernière , ajoutez  : 

Aux  huit  notations  indiquées  en  commençant  celte  page,  il  faut 
joindre  celle  qu’Euler  a proposée  en  1786,  dans  les  Nova  Acta  Acad, 
Pelrop.  (p.  17),  pour  abréger  l'expression  des  différentielles  partielles. 
11  veut  qu'on  écrive 


- V au  lieu  de  , 
x dx  ’ 


— . — V au  lieu  de 
x 


dx“dy" 7 


et  [N  pour  l'intégrale  fVàx,  prise  en  regardai!  t x comme  seule  variable. 


Cette  notation  a été  employée  par  M.  Servois,  dans  une  intéressante 
exposition  qu'il  a faite  des  principes  du  Calcul  aux  différences  et  du 
Calcul  différentiel,  sur  laquelle  je  reviendrai  dans  la  suite,  et  qui  est 
insérée  dans  les  Annales  de  Mathématiques , lora.  V,  p.  g3. 

DEUXIÈME  CHAPITRE  DU  PREMIER  VOLUME. 


N‘  84,  à la  fin,  page  a4g,  ajoutez  : 

Cette  série  est  nommée  très-souvent  le  théorème  de  Maclaurin , (Voy. 
le  n*  to3.) 


6i6 
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N°  102 j page  27 5,  à la  fin , ajoutez  : 

I.  L'addition  qui  a etc  faite  au  n“  54  de  l'Introduction , p.  60 5 de 
ce  volume,  a des  conséquences  qui  s’étendent  sur  le  n°  102;  car  il 
faut  voir  comment  un  développement  de  cosx",  formé  d’après  la  re- 
marque de  M.  Poisson  , satisferait  à l’équation 

wj-sin  jc  -f-  cosx  = o (1), 


qui,  d’après  son  origine,  doit  subsister,  quel  que  soit  l'exposant  n. 

En  représentant,  pour  abréger,  par  AT  et  par  AT' les  deux  séries  qui 
entrent  dans  la  valeur  de  cos  x",  composée  sur  celle  de  la  page  606,  et  fai- 
sant, en  conséquence, 


y = cosx*  ==  ^ (A’dt  X'  V~"t)  , 


d'où  Ë = 


l’équation  (1)  deviendra 

«A'siux -f- cosx  =b  ^r^sinx -f-  — cosx)  — 1 = o; 

dont  il  faut  égaler  séparément  à zéro  la  partie  réelle  et  la  partie  ima- 
ginaire, qui  ne  peuvent  se  détruire  l’une  l’autre  : ainsi  on  aura  deux 
équations 

nX siux  -f-  cos  x = o (2), 

d \f 

nXsinx  -f-  ~ cos  a:  = o (5), 


semblables  à (1)  et  montrant  que  les  séries  représentées  par  X et  par  X, 
savoir , 


X =cosrcx-f-"cos(« — " J^cos(a — 4)-r4*  — — cos(n — 6)x  -f-etc. , 

JT=  sin/rx-f-"  sin  (n — a)x4--~~a^  sio(» — 4)J:+  sin(n — 6)x  -f-etc.  ; 

> . . 

peuvent  être  prises  pour  des  valeurs  de_y. 

Les  calculs  du  n’  102  font  déjà  voirque  l’expression  de  X remplit  cette 
condition,  puisque  c'est  la  série  qui  multiplie  le  coefficient  indétermi- 
né A , dans  la  valeur  de  cosx-’,  rapportée  sur  la  page  275.  Les  mêmes 
calculs,  faits  en  posant 

y A'ûtxmx  -f-  2?'sin  (m — i)x-t-C'siii(w—  a)x-f-  Z)'sin(nt — 5)x-(-etc., 
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conduiraient  au  développement 

cos  je*  = A'  |sin/«x-f-  " sin(«— sin(« — 4)x  -4-  «te.  J , 

ainsi  y=aA’X  vérifie  l’équation  (1)  aussi  bien  que  y=zAX,  quel  que 
soit  d’ailleurs  le  coefficient  constant  A'  : la.  valeur 

• I 

* . • ...  ....  . . I . ’ . *.  J. 

co»  x*  = i ( X =fc  X'  V^T) , 

t 

satisfait  donc  à l'équation  (i),  et  jusqu'ici  les  denx  méthodes  suivies 
pour  le  développement  de  la  fonction  cos  x*,  paraissent  s’accorder  ; on 
est  seulement  induit  à regarder  comme  incomplète  la  valeur  obtenue  dans 
le  n*  10a;  car  d’après  cequ’oo  vient  de  voir,  on  croirait  pouvoir  supposer 

y cos  x*  = AX  -j-  A'  X’ , 

sauf  à déterminer  lescoefficicnsyf  et  A'  par  des  valeurs  particulières  dey. 

II.  C’est  alors  que  se  présentent  de  nouvelles  difficultés.  C’est  uue 
loi  du  Calcnl  intégral  (5gi) , que  la  valeur  la  plus  générale  qui  satis- 
fait à une  équation  différentielle,  ne  doit  pas  contenir  un  nombre  de 
constantes  arbitraires  plus  grand  que  l’exposant  de  l’ordre  de  cette  équa- 
tion; ‘et  cependant  il  s’en  trouve  deux  daos  la  valeur  précédente  der, 
quoiqu’elle  ne  réponde  qu’à  une  équation  différentielle  du  premier  ordre. 
C’est  là  une  contradiction  très-forte,  qui  se  manifeste  aussi  paj  les  équa- 
tions (a)  et  (5),  qu’on  peut  mettre  sous  la  forme 

^7  + nX  Ungx  = o, 

'jj  -+•  «.Tlangx  = o ; 

car  en  éliminant  alors  tang  x,  il  en  résulte 

XdX  — | X’dX  ?=  o , ou  — 0>  ou  d\X'  — dlA’sso, 

équation  qui  est  la  différent  telle  de  \ X'  — IX  sz\A",  1 A"  désignant 
une  quantité  constante  quelconque;  et  en  passant  aux  nombres,  on  a 
par  conséquent  * 

~ = A",  et  X'  = A’X. 

Celle  relation,  nécessaire  et  incontestable,  entre  les  deux  valeurs  qui 
doivent  satisfaire  à l’équation  (1),  étant  introduite  dans 

y = AX  + A'X',  donne  y — {A  + A' A") X , 

5.  l'd 
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valeur  qui  rentre  dans  celle  que  Lagrange  a trouvée , savoir,  yissAX, 
puisque  le  coefficient  A peut  être  considéré  comme  une  seule 

constante.  Voilà  l’expression  cosV  ramenée  à la  forme  que  lu»  sup- 
posait Euler. 

On  en  aurait  une  autre  de  la  forme /e=vf 'AT',  si  l’on  mettait  pour  AT 
sa  valeur  , et  qu’on  remplaçât  par  la  simple  constante  A'  la  quan- 
tité complexe  -A'. 

Cela  posé,  pour  déterminer  les  constantes  A et  A',  dans  les  expressions 
cos  x"  = AX,  cos  a;*  = A'X', 

il  faudrait  encore,  comme  dans  le  n*  10a,  faire  x =o;  il  viendrait 
A = ~ , aiusi  qu’on  l'a  trouvé  d’abord  ; mais  comme  la  série  X'  s'évanouit 
lorsque  x = o,  on  aurait  A'  = — = infini,  ce  qui  fait  voir  que  la  se- 
conde valeur  ne  satisfait  pas  à la  question  proposée,  mais  seulement 
à l’équation  différentielle  qui  est  plus  générale. 

Si  l'exposant  n était  fractionnaire,  il  semble  qu'on  introduirait  aisément 
les  raciues  imaginaires  dans  la  formule  générale  cos x'—AX,  car  si 

l’on  posait  n s=  - , la  constante  A se  déterminerait  par  l'équation 

P P 

\/i  A \ a,  dans  le  premier  membre  de  laquelle  on  pourrait  mettre 

f _ 

successivement  pour  \ » , les  p valeurs  dont  cette  expression  est  sus- 
ceptible; et  de  cette  manière  l’équation  cos  x'  — AX  paraîtrait  con- 
venir à tous  les  cas. 

III.  Cependant  l’exemple  numérique  donné  par  M.  Poisson,  sur 

(cos ir)*  ( p.  G07),  ne  laissant  aucun  doute  sur  l’inexactitude  de  cette 
équation  dans  ce  cas  particulier,  ne  permet  pas  de  supposé!*  que  la 
foncliou  AT’ soit  toujours  nulle,  ou  exclue  du  développement  de  cosx"; 
comment  donc  concilier  les  doux  méthodes  employées  pour  parvenir 
à ce  développement?  à moins  de  dire  que  les  séries  AT  et  AT’  ne  vé- 
rifient pas  llcquatioii  (1)  quand  n est  mi  nombre  fractionnaire  , ce  qu'on 
pourrait  peut-être  inférer  de  la  marche  même  des  calculs  du  n*  10a, 
ou  de  la  substitution  immédiate  des  séries  X et  AT'  dans  l’équation  (1). 
Quel  que  soit  le  terme  où  l’on  arrête  ces  séries,  elles  introduisent 
dans  l’équation  un  dernier  terme  qui  n’est  détruit  par  aucuu  autre. 
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mais  qui  disparaît  par  son  coefficient,  lorsque  n est  un  nombre  entier, 
auquel  cas  l’équation  (1)  est  complètement  vérifiée. 

En  effet,  si,  conformément  à ce  qui  a été  trouvé  sur  la  page  a?5 
(du  premier  volume)  on  fait  rrcszn  , B=0,  D^o,  etc.,  dans  l’équation 
qui  termine  la  page  274»  elle  devient 

[a(7— an^]sin(/i«— i)x-J-[4£— n(n— -i)C]sin(«— -5)x+[6C— a(n— a)JE]sio(n— 5).x‘-4*etc.=:o  ; 

et  si  l'on  borne  l’expression  de  cos  x*  aux  termes 

A cosnx  C cos  ( n — a)x-f-  E cos  (n— *4)x  j 

en  négligeant  le  terme  Gcos(ra— -6)x  et  les  suivans,  il  restera  dans 
l’équation  précédente  le  terme  — a(n — a) J?  sin  (n — 5)x,  dont  le  coeffi- 
cient 2(11 — a)2?  = n(n—  i)(« — 2 )A  ne  disparaîtra  de  lui-même  que  pour 
les  exposans  1 et  2.  On  trouverait  un  résultat  analogue  pour  la  série 

A' sinnx-f-  C'sin(/i~ a)x  •+•  i?'sin(H— 4)x  4"  etc.i** 

Si  les  séries  X et  X’  procédaient  suivant  les  puissances  ascendantes 
de  x,  la  supposition  de  x très  - petit  les  rendrait  convergentes;  le 
terme  restant,  qui  serait  affecté  d’une  puissance  x',  devenant  d’autant 
moindre  que  r serait  plus  grand,  laisserait  aussi  d’autant  moins  d’er- 
reur dans  l'équation , qui  approcherait  ainsi  de  plus  en  plus  d’être  vé- 
rifiée, à mesure  qu’on  pousserait  le  calcul  plus  loin.  C’est  ce  qui  arrive, 
par  exemple , dans  le  second  membre  de  l'équation 

y-L--  ci+r  + i'  + ^ + etc., 

par  rapport  au  premier  ; mais  peut-on  dire  la  même  chose  de  l’équa- 
tion (1),  où  le  terme  qn’on  néglige  est  composé  d’une  fonction  cos rr, 
ou  sinr.r,  qui  ne  tend  point  à diminuer,  multipliée  par  des  coefficîetis 
qui  ne  forment  pas  une  série  décroissante? 

Si  celte  réflexion  était  bien  fondée,  il  ne  serait  permis  d'employer, 
même  comme  développemens , que  des  séries  dont  la  forme  serait  telle 
qu’elles  eussent  été  convergentes  au  moins  dans  un  cas  , ainsi  que  l’est, 

par  exemple,  la  série  1 — -f-  etc.  du  n*  a5  3e  l'Iutroduction, 

lorsque  a est  peu  différent  de  l’unité,  quoiqu’elle  devienne  ensuite  très- 
divergente.  • 

Les  développemens  de  cosx*  et  de  siux*  n’ayant  jamais  été  employés 
que  pour  un  exposant  entier  positif,  cas  où  les  divers  moyens  d'y 
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parvenir  s'accordent,  il  est  tout  simple  que  les  difficultés  que,  je  vie  ns 
d'exposer  n'aient  pas  encore  été  remarquées;  elles  ne  méritent  même 
de  l’être  que  comme  une  de  ces  circonstances  où  les  résultats  dn  cal- 
cul offrent  des  paradoxes  qui  demandent  une  interprétation  particulière. 
On  en  a rencontré  souvent  de  telles,  qui  ont  été  très-heureusement 
expliquées;  celle-ci  le  sera  peut  - être  bientôt  ; mais  , en  attendant, 
la  nature  de  mon  Ouvrage  me  faisait  un  devoir  de  ne  pas  la  passer  sous 
silence,  et  c’est  aussi  dans  cette  intention  que  j’y  ajouterai  encore  quelque» 
observations  qui  m’ont  été  communiquées  par  M.  Dcflers,  maître  de 
conférences  à l’École  Normale. 

IV.  On  a,  quel  que  soit  x, 

x’  , x*  x* 

cosx  = i H =-7  — * . 4-  etc. , 

î.a  1 i.a.3.4  1 .3. 3.<(.5. t 1 ’ 

série  qui  finit  toujours  par  être  convergente;  on  conclut  de  là  né- 
cessairemeat 

co sx*  = (1  — -- — f-  — + etc.  ")  , 

\ î.a  1 i.a. a. 4 1. a. 3. 4. a. 6 ' / 

= 1 4-  4*  Bx*  4*  Cx'  4*  elc-  (*)• 

Celte  série,  dans  laquelle  A , B,  C , etc.,  désignent  des  coefficient 
constans  et  réels , ne  saurait  renfermer  que  des  puissances  paires  de  X, 
quand  même  le  nombre  n serait  fractionnaire,  et  l'on  en  déduirait  toutes 
les  valeurs  dont  cos  x"  est  alors  susceptible,  en  la  multipliant  par  celles 
que  prend,  daus  ce  cas,  la  puissance  n de  l’unité.  Comment  concilier  cette 

3 — 

(*)  Je  ferai  remarquer  ici  que  le»  séries  qui  expriment  sinx  et  ccex  par  l'arc, 
•ont  pins  générales  que  leurs  inverses,  qui  expriment  l'arc  par  le  smus  on  le  cosinus  : 
les  dernières  ne  conduisent  qu'au  pins  petit  des  arce  qui  ont  le  même  sinus  ou  le 
même  cosinus,  tandis  que  les  premières  donnent  le  sinus  ou  le  cosinus,  quel  que  soit 
celui  de  ces  arcs  qu’on  prenne  pour  x;  c'est  ce  que  prouve  leur  tendance  4 conver- 
ger, quelque  grande  que  soit  la  valeur  de  x {Int.  an),  et  leur  décomposition  en  fac- 
teurs (1180).  -,  : 

Il  ne  faudrait  pas  néanmoins  étendre  cette  affirmation  , au  développement  de  cos'x*; 
car  il  demeure  réel  pour  tontes  les  valeurs  de  x,  quoiqu'il  soit  prouvé  que  cette 
fonction  doit,  lorsque  n est  une  fraction  de  dénominateur  pair,  devenir  imaginaire  pour 
toutes  les  valeurs  de  x qui  rendent  cosx  négatif;  et  cela  tient  sans  doute  à ce  que, 
n'étant  pas  de  la  même  forme  qnc  celui  de  cosx,  il  cesse  d’être  convergent  quand  x 
atteint  une  certaine  grandeur.  Pareille  chose  arrive  au  développement  de  j/l x*,  tou- 

jours réel;  mais  qui  n'est  plus  convergent  quand  x>  1.  Ces  remarques,  et  celles  du 
texte , montrent  avec  quelle  circonspection  il  faut  employer  les  suites  infinies. 
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forme  avec  l'expression 

cos  x*  sa  p | cos  ju : *+■  7 cos(» — a)x  -f.  cos(n — 4)x  -+•  etc. 

-f-y' — i [ sinnx  -f-~  •««>(* — + sin(/i — 4)x  -{-etc.]  J,, 

dans  laquelle  ia  seconde  ligne , développe'e  suivant  les  puissances  de  x, 
n’en  contiendrait  que  d’impaires,  et  qui  n’a  pas,  comme  la  precedente, 
la  propriété  de  demeurer  la  même  quand  on  change  x en  — x?  H 
semble  encore  qu’on  ne  peut  sortir  de  cet  embarras  qu'en  admettant 
que  la  fonction 

sin  rue  + ™ sin  ( n — a)x  -f-  ~~~  sin  (n — /t)x  -f*  etc. , 


soit  nulle,  quelque  valeur  qu’on  donne  à x,  ce  qui  n’empêcherait  pas 
qu'elle  satisfit  à l’équation  (i),  puisque  cette  équation  est  vérifiée  lors- 
qu'on y fait  en  même  temps  j = o,  ^ = o. 

V.  Un  moyen  bien  simple  s’offre  pour  examiner  cette  conséquence , 
c’est  de  substituer  aux  sinus  leurs  développemens,  et  de  chercher  silo 
coefficient  qui  multiplie  chaque  puissance  de  x s’évanouit  indépen- 
damment de  toute  valeur  de  n. 

On  trouve  d’abord 


>T= 


x 

1 


- ix*  [”’+  >-»)'+  V-ej’+cic: 

+rr£d>+ 

— etc. 

dont  le  terme  général  est  affecté  de  la  série 


i désignant  un  nombre  impair.  Pour  parvenir  à évaluer  cette  série, 
M.  Deflers  considère  la  fonction 


T,  = + î (n-  2)'<—  + n-^=^-  (n - 4)'r~<  + etc. , 


dont  elle  dérive  quand  on  suppose  t = x ; il  détermine  la  relation  des 


/ 
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valeurs  consecutives  T, , Tl+I,  en  observant  que 

^ +2(«— 2)‘+'l-l+  («— 4)i+,**~î  *+■  etc. 


revient  à 


d’où  U »uit  Tl+l  =>«£.. 


En  faisant  successivement  i s=o,  =1,  =a,  etc.,  dans  cette  e’qua- 
tion,  on  en  déduira 

rr  _tdr.  m _ Id.tdr.  rr,  t.d./d  . IdT, 

à t • 1 dt*  » 7 J~  3i’ 

rr, td.t.d.t. . .dtdT„ 

x‘—  dt-  > 


ou  • 

r.=/*+Y<*-*+î^^)c-^4-eic.==t,4-"/*-u-'+^Y~  r—  .f-f-  etc, 
= (<+<“•)•! 

et  on  facilitera  la  formation  de  T,,  T,,  etc.,  en  posant 

t + t-'—z,  ==j', 

11  en  résultera  d’abord 

T — — ns*—1/  — -a- 

1 , ^ ns  - t dt  = /li  z , 


expression  qui  s’évanouit  quand  t=i  , à cause  que  z'  = o;  et  H en 
sera  de  même  pour  tous  les  cas  où  l’indice  i est  impair. 

En  effet , chacune  des  valeurs  Tt , T,,  etc.,  s'obtiendra  en  mul-. 
tipliant  par  t la  différentielle  de  la  précédente,  avec  l’attention  de  faire 

$ =*'  et  ~-  = s,  parce  que  — = t(i +<-)  = < + <-. 

On  trouve  ainsi 

f ‘ 

T,  = n(n — i)z*_,s'*  -f-  nz',  l 

T,  = n(n — i)(n— 2)z’-3z'j -f- {an(n — x ) ’s', 

etc. , 

expressions  dans  lesquelles  la  somme  des  exposaus  de  s et  de  z'  est 
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toujours  égale  à n,  le  plus  haut  exposant  de  z'  est  égal  à l’indice  que 
porte'  la  lettre  T , et  ces  exposaus  varient  de  deux  unités,  d'un  terme  à 
l'autre,  en  sorte  que  tous  leurs  termes  sont  afl'ectés  de  z'  quand  i est 
impair,  et  s’évanouissent  par  couséqueot  lorsque  t—  i;  mais  quand  i 
est  pair,  le  dernier  terme  subsiste.  La  continuation  indéGuie  de  celte 
loi  Se  prouve  en  considérant  que  si  représente  un  terme  quel- 

conque de  T„  ladiflërentielle  de  ce  terme,  multipliée  par  t,  donnera  dans 
les  deux  termes 

où  la  somme  des  exposans  est  toujours  n,  et  où  celui  de  z'  variant 
aussi  de  a unités,  sera  pair  ou  impair,  selon  que  k sera  impair  ou 
pair.  De  plus,  si  k était  nul,  on  n'aurait  pas  le  terme  aflécté  de  s',— 
puisqu’il  est  multiplié  par  k.  11  suit  de  là  que  la  loi  ayant  été  obser- 
vée pour  les  premières  valeurs  Tlt  T,,  Ts,  continuera  de  l’être  in- 
définiment, et  par  conséquent  tous  les  coeflicieus  du  développement 
de  X’  qui  répondent  à des  valeurs  impaires  de  i s’évanouiront. 

Suivant  ce  procédé,  la  fonction  X1  est  donc  le  développement  d'une 
fonction  toujours  nulle,  quel  que  soit  x,  ce  qui  s’accorde  bien  avec 
la  remarque  de  l'article  4 V ; mais  alors  comment  se  fait-il  qu’elle  prenne 
une  valeur  assignable  lorsqu’on  fait  x=7T,  n étant  un  nombre  frac- 
tionnaire , ainsi  qu’on  l’a  yu  à la  page  G07  ? 

X’  1 1 3 , à la  fin,  page  399 , ajoutez  : 

I.  Dans  ces  derniers  temps,  le  développement  des  fonctions  en  séries 
a beaucoup  occupé  les  géomètres;  on  ferait  un  ouvrage  considérable, 
si  l’on  se  proposait  de  rassembler  tout  ce  qu’ils  ont  écrit  sur  ce  sujet, 
et  j'ai  dû  me  borner  aux  formules  les  plus  connues  et  les  plus  employées: 
celles  de  Lagrange  et  de  M.  Laplace  remplissent  bien  ces  conditions, 
et  offrent  de  nombreuses  conséquences,  parmi  lesquelles  se  trouve  le 
théorème  présenté  à l’Institut  en  l’an  4 (1796) , par  Burmann  ; mais 
ce  théorème,  fort  général,  pouvant  aussi  conduire  à celui  de  Lagrange, 
et  à beaucoup  d’autres,  je  vais  l’exposer  ici,  d’après  M.  Legendre,  qui 
en  a^fait  le  rapport  à l'Institut.  (Voy.  les  Mémoires  de  la  Classe  des 
Sciences  mathématiques  et  physiques,  tom.  II,  p.  14,  et  les  Exercices 
de  Calcul  intégral,  tom.  II,  p.  a3o). 

Si  l’on  désigne  par  X une  fonction  de  x , celte  dernière  étant  fonc- 


) 
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lion  de  la  variable  u,  il  s'agit  de  développer  la  première  de  ces  quan- 
ti lés  suivant  les  puissances  de  la  troisième.  Si  l'on  commençait  par  éli- 
miner x de  X , qui  deviendrait  alors  une  fonction  de  u , le  théorème 
de  Maclaurin  (io3)  donnerait  tout  de  suite 


x = t + rï+r>±  + r"  ^ + etc.. 


formule  dans  laquelle  7X,)  = J , lorsqu’on  a fait  usa  o,  après  le* 
différentiations. 

Le  théorème  de  Burmann  consiste  à transformer  la  formule  ci- 
dessus  en 


(•). 


u et  a étant  deux  fonctions  de  x qui  s’évanouissent  en  même  temps, 
mais  dont  le  rapport  demeure  fini.  Pour  le  démontrer,  il  s'appuie  sur  les 
deux  propositions  suivantes. 

II.  Premièrement,  quand  on  fait  2 = 0,  après  des  différentiations, 
effectuées  en  regardant  u comme  une  fonction  implicite  de  z,  on  a 


d‘-u’©‘  , 
— di- — = "C" 


.|)(«— 3)....(n— H-i) 


ds* 


car  si  l’on  pose  ^aap,  qu'on  y remplace  u par  son  expression  en  3,  puis 

qu’on  développe  p'~'  en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes de  z,  il  viendra 


n'Q’  = 3'  Q’  '=  -A'z  + X'z'. . .4-^"V+  etc.)} 

et  prenant  le  n’  coefficient  différentiel  du  terme  général,  on  obtiendra 

(rrt-fftXr-f’m — >)•  • • .(r-f-m— /z-f- 

expression  qui,  lorsque  2=0,  s'évanouit  toujours,  excepté  quand.... 
r-f-rn—  na=o,  cas  où  l’pn  a • 


/»(«  — 1 )(/t  — a) ....  1 ; 
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: donc 


-CJ 


.X— m-0 

Secondement,  sous  la  même  condition, 


d^'.u'd.p*  _ d’.ü'p* 
dp*  dp* 


ïÿ = «*-■  g — ©-■  î - « ©—g 


. dp  n d.p*-' 

= nz?nH^  1 -J-  rr—  sf  — L__ 


S=  W/T 


n — i 


mettant  pour  p'~'  son  développement , et  effectuant  la  différentiation 
indiquée,  on  trouve  * 

= ■—  z\A'+  2A"z  4-  3^'V +«A<-V*-  -{-etc.)  { 

différentiant  n — i fois  cette  équation,  on  aura,  d’après  le  terme  gé- 
néral d*“'.  un  résultat  nul  tant  que  r~f~m — «>«— j, 

pul  aussi  lorsque  r+m — i <» — i;  ainsi,  on  a seulement 

d*-'.u'd.p*  . _»  d*.i,rp" 

g-ï-tL  = «(*— i)(n— a) ....  ■=  , 


d’après  la  première  proposition. 

Cela  suppose  /•<»;  car  lorsque  r=»,  on  a 

u'd.p*  . dp  dp 

sr  = æ = nuz  £> 

et  quand  on  aura  différentié  n — i fois  ce  produit,  il  restera  encore 
dans  tous  les  termes  au  moins  l’un  des  facteurs  z ou  u (91)  : il  s’éva- 
nouira donc  lorsque  s = o.  11  en  sera  de  même  pour  /•>•»,  à cause  du 
facteur  u qui  restera  dans  tous  les  termes. 

III.  Cela  posé,  considérons  la  fonction  Xp *,  et  mettons-y  pour  Ale 
développement  indiqué  dans  l’article  I,  puis  prenons-en  le  coefficient 
différentiel  de  l’ordre  »,  par  rapport  à z;  nous  obtiendrons 

. • r • . 

d '.Xp' T d *•£  , £ ~vPl- \-TL  ^L^Pl 

dp*  dp*  * 1 dp*  ' 1 . 1 dp* 

. TM  d’.K'p*  , 

* * î.a . 3, . . r dp*  “f”®!®*» 
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et  substituant  pour 


dVup"  . d*.u’p" 

dt*  * da* 


d’.ii'p* 
• di" 


S 


etc.. 


leurs  valeurs  tirées  de  l’équation  (a),  nous  aurons 

d’.Xp" T dV£  , n rp  d— 1 ‘.p— 1 1 , n(n—  i)  d— « .p— » 

d*"  . d**  i di*-*  ' i.a  di”_* 

+ nr«—: 


expression  dont  les  coefliciens  numériques  sont  ceux  de  la  formule  da 
binôme,  et  qui  se  termine  de  même,  parce  que  l’exposant  n est  entier. 
Traitant  de  même  l’équation 

d— .Xd.p» ^d-.p”  , T d— ’.ud.p*  -T_  d1— '.u’d-p*  . 

ds"  da*  '*  i dz,”  ' i.a  di'  ‘ ’ 

en  observant  que,  par  l’équation  (5)  et  par  l’équation  (a)> 

d*~‘.  i/'d.p"  d'.a'p"  • , v , , ,d*-'.p'~' 

’ — dT»~—  = -d-  ==  <"-'>•  * * •(«-H-)  ~^r~  , 

nous  arriverons  à 

d— ‘.Yd.p*  ^,d*-P*  , n^d'-’.p*-'  , r(n—l)  ^d’—.p*— 

— a? — — /‘di"-f'7/  “ar^- *+*  ~tï~  * d*—  

_L.Ï7’<*-oÿ 

da» 


expression  qui  finit  un  terme  avant  la  précédente,  à cause  que 

. p* 

-à?----  = °- 

Maintenant,  si  nous  prenons  la  différence  de  ces  deux  expressions, 
nous  aurons 

dV.Yp»  _ d— .-Yd.p*  • rw_dY_  , 

di*  dz.*  do*  9 

et  en  réduisant  en  un  seul  les  deux  termes  du  premier  membre , nous 
trouverons 

d'~'C-ir:-xd-3r)  _ d"~  ( 7i7 p" ) d'.v 

d£*~4  dz.*-1  du*  9 

ce  qui  est  l’équation  (j),  ou  le  théorème  de  Burmann, 
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IV.  Par  ce  tbéorème,  on  obtient  d’abord  celui  de  Lagrange , eu 
posant 


et 


= jr  — a,  et  « = d'où  />  = <p(x),  ds=Ar, 

àrX d'  ' (f"diD 


du’ 


dx*— 


«la* 


en  changeant  X en  4(x)>  P°*s  faisant  a = o et  x=a,  après  les  dif- 
férentiations ; on  remarquera  ensuite  que  l'équation  u = ^ a donne 

x = a -f-  «?CX) » el  8’  l’on  fa'1  «*>,  qu’on  écrive  y au  lieu  de  x , 
on  tombera  sur  Ja  formule  du  n"  10g. 

Eu  posant 


A'=4(x),  u = p(x)  — ip'n)  , z = x — a, 


pn  obtiendra 


ou 


4(-e)  = 4M  + t [*(*)  — PM]  + [Kx>—  îM]‘ +elc’  » 


V.  En  posant  <f(a)  = o,  les  formules  précédentes  se  simplifient, 
Ct  devenant 

440=  4M  + y 4-  + 777-=  K*Y  + «c. . 

donnent  le  développement  de  la  fonction  4(x)>  ordonné  suivant  les 
puissances  de  $(x),  formule  très-remarquable  ; et  comme  a désigne  une 
valeur  de  xqni  fait  évanouir  la  dernière  de  ces  fonctions,  il  y aura  par 
conséquent  un  nombre  de  développemcns  égal  à celui  de  ces  valeurs. 
M.  Legendre  prend  pour  exemple 


d où  l'on  déduit 


4(x)  = b1,  <f(x)  = xr% 


« = o,  4 \x)=b‘U, 


' T 

•IL*  ' 


TM  = g^r.d—  [c-»i'liJ=?14(U— «lc)7'c-«^; 
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et  faisant  x—o,  après  les  différentiations,  on  trouve 


è*=  , + — 31  c)*  + etc. 

Depuis  l’impression  de  l'article  auquel  se  rapporte  cette  addition , 
M.  Servois  a publié,  dans  le  tom.  V des  Annales  de  Mathématiques 
(p.  g3),  un  Mémoire  déjà  cité  ( p.  6i5),  contenant  un  grand  nombre 
de  formules  de  développemens,  très-générales,  et  qui  comprennent  , 
comme  cas  particuliers,  toutes  cellesque  j'ai  exposées;  j'y  renvoie  donc 
Je  lecteur,  ainsi  qu’au  dernier  chapitre  des  Disquisitiones  analylicœ  , où 
M.  Pfaff  entre  dans  un  graud  détail  sur  le  retour  des  suites. 

JV"  n 6,  page  3oi,  et  118,  page  5o6. 


Il  est  à propos  de  remarquer  que  la  première  série  du  n*  116,  re- 
prise au  n*  1 18,  en  faisant  connaître  l'accroissement  h de  la  variable  x, 
est,  au  fond,  l'inverse  du  théorème  de  Taylor.  Pour  la  présenter  ex- 
plicitement sous  ce  point  de  vue,  il  faut  partir  de  l'équation 


du  h 
dx  I 


d*u 

dx*  i .a 


d’u  h' 
dx3  i .2.3 


-f-  etc. 


s 


ce  qui  introduira  la  quantité  u' — u à la  place  de  — u,  hors  des  coeffi- 
ciens  différentiels  seulement  ; alors  la  formule  sera  ordonnée  suivant  les 
puissances  de  l'accroissement  de  la  fonction. 

M.  Pfaff,  en  employant  la  notation  des  différences  (88 1),  c’est-à- 
dire  en  faisant  h = Ax,  lui  a donné  la  forme 


. . i . . i d'a  i 

Ax  — Au  -T-  — Au*  --T--  . t-j 
d«  a dx*  du3 


dx 


ap 


4-  etc. , 


et  en  a fait  plusieurs  applications,  dans  le  tome  III  des  nouveaux  Mé- 
moires de  l’Acad.  de  Pétersbourg  (années  1809 — 1810,  p.  109). 

2V*  129,  page  3 a 5. 

La  question  énoncée  au  commencement  de  celle  page  revient  évi- 
demment à celle-ci  : développer  p(y)  suivant  les  puissances  de-^C/ 
puisque  J étant  une  fonction  de  x,  cette  dernière  variable  est  une  fonc- 
tion de  y.  La  formule  de  l’article  V de  l'addition  au  n°  n3,  p.  6a3, 
trouverait  donc  ici  son  application. 


/ 
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Au  bas  de  la  page.  * 

Par  la  formule  (N)  de  la  page  3i6,  on  aurait 

*©*-<$=2  J'.+  .^2  r, r.-.. 


les  fonctions  T’,  7V-',  etc.,  ne  contenant  que  des  coefficiens  diffé- 
rentiels relatifs  à x.  En  partant  de 

T.  _ dv  y.  _L  iü  y.  = _J Ô -te 

■*  * «Le»  1 i.Jdr1’  1 i.a.3dx>»  e,C'  * 

I 

la  fonction  7\,  qui  représenterait  alors  le  coefficient  de  dx',  dans  le 
développement  de 

(%L  . i£  . î?  dj*  et.  V 

\dr  ■ 4r*  1 . a ‘ dr1  j .3.3  ' y * 
aurait  pour  expression 

» .3. . .a.  1 .a. . .4. 1 .a. . ,ex  etc.  ^ .a)*(i  .a.3)c  «te.  1 

sous  la  condition  que  „ 

a -f-  b -f*.  c — f-  etc.  sz  e , 

b -f-  ac  -f-  etc.  = s (Int.  ai}). 


CH  AP.  III  DU  PREMIER  VOLUME. 


iV*  137,  page  33g. 

En  rapportant  ici  le  raisonnement  sur  lequel  s’appuie  Lagrange,  pour 
prouver  que  le  développement  général  de  l’accroissement  d’une  fonc- 
tion, ordonnée  suivant  les  puissances  de  celui  de  la  variable  indépen- 
dante, ue  doit  point  contenir  de  puissances  fractionnaires  de  ce  der- 
nier, c’est  à dessein  que  je  me  suis  servi  du  mot  « parait  » (ligne  11 
en  remontant),  parce  qu'en  effet  ce  n’est  là  qu’un  apperçu  qui  aurait 
besoin  d’être  justifié  par  des  preuves  que  l’auteur  de  la  Théorie  des 
Fonctions  n’a  point  données.  Le  principe  qu’il  emploie  est  très-admis- 
sible, comme  explication  de  la  circouslance  qui  rend  la  série  de  Taylor 
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inapplicable,  mais  non  pas  comme  un  principe  évident  par  lui-màme 

dans  l'élat  général  des  choses. 

Ce  défaut  était  trop  frappant  pour  n'ctre  pas  saisi  tout  de  suite  par 
la  grande  majorité  des  lecteurs  en  état  d'entendre  le  sujet;  mais  qui 
pouvait  penser  à faire  d'une  remarque  aussi  facile,  l'objet  d'une  cri- 
tique sérieuse,  pour  un  ouvrage  sorti  d'une  maiu  à laquelle  la  science 
avait  tant  d'obligations? 

N*  i38,  page  54o,  ligne  i3,  après  négatives  de  h , ajoutez  : 

La  fonction  proposée  devenant  infinie,  lorsque  x = a,  ne  peut  ren- 
trer dans  les  quauti tés  finies,  lorsque  x — a- f-A,  que  par  une  diffé» 
ronce  infinie. 


N'  1 57 , a la  fin,  page  364,  ajoutez  : 


Si  toutefois  la  fonction  u est  réelle  avant  et  après  la  valeur  x=a. 
Soit,  pour  exemple 


4 

U = X*  ± X‘  , 


du 


= 3X  et  - X* 
a 


d*u 

dl* 


4. 

X*| 


ici  la  difTérculiation  a fait  disparaître  le  facteur  x*;  doit-on  cependant 
regarder  comme  un  minimum  la  valeur  n = o correspondante  à x=o? 
C’est  ce  qui  n’a  pas  lieu  ordinairement , paroe  qu'on  se  règle  à cet  égard 
sur  la  marche  des  courbes  (181);  mais  il  me  semble  qu’à  ne  considérer 
les  choses  que  par  rapport  aux  grandeurs  abstraites  seulement,  la  fonc- 
tion u,  ne  passant  point  du  positif  au  négatif,  trouve  ici  le  terme  de  ses 
décroissemens , et  c'est  tout  ce  qu'il  faut  pour  constituer  uu  véritable 
minimum,  aiusi  que  je  l’ai  dit  vers  la  fin  du  n°  1 5g, 

JV*  iGa , a la  fin,  page  370. 

11  n’est  pas  nécessaire  de  faire  ici  M—  1 , pour  obtenir  x=»e,  puisque 
31  =z  le,  dans  un  système  quelconque. 

,Y*  i66,  page  376,  ligne  i3,  après  imaginaires,  ajoutez: 
ou  des  racines  égales  en  nombre  pair.  « 

Ligne  19,  après  naires,  ajoutez  : 


ou  des  racines  égales. 
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A la  Jin  du  même  numéro , page  5^8. 

La  considération  des  racines  égales  avait  d'abord  échappé  aux  géo- 
mètres; c’est  M.  Français  qui  en  lit  sentir  la  nécessité,  dans  le  tome  III 
des  Annales  de  Mathématiques  ( p.  1 âa  cl  197). 

En  se  bornant  aux  fonctions  de  deux  variables  x , jr,  la  fonction  qui 
ne  doit  pas  changer  de  signe,  par  les  diverses  valeurs  des  accroisse- 
mens  h et  k,  est 

Fh'+  2 GM  4-  Hkl , 


qu’on  peut  mettre  sous  la  forme 

A*  tr  4-  aC  t + //£  l aG*  + tlê) 

-"((i+-y+a ££). 

en  posant  J — *.  Elle  demeure  de  même  signe  que  //,  non-seulement 

lorsque  Fil  > G*,  mais  encore  lorsque  FH  = G*,  parce  qu’elle  de- 
vient alors 

«•  (!+*)*• 


La  condition  .Fi?  = G*  est  observée  lorsque  les  équations 


du  du 


ont  lieu  par  un  facteur  commun,  ce  qui  laisse  la  question  indétermi- 
née, puisqu’on  n’a  qu’une  seule  équation  entre  les  variables  x et  y.  En 
eflet,  si  l'on  pose 

t = Ty  = Qr> 


il  suflira  de  faire  P'—o,  pour  obtenir  les  deux  conditions  du  maximum 
et  du  minimum  , et  l'on  aura  en  outre 


a Ji  _ y t p 

~ dx  ^ 


du 

dx1 

d’u 


d r 
ïïi  » 


y Û2  + n d-y 

^ Cy  ^ " dy  » 


d’u 

iîidy 

d’u 

dxdy 


P 

dy  9 

o d> 

v ai* 


Si  l'on  fait  dans  ces  valeurs,  V—  o,  elles  se  réduiront  à 

F = P t-,  G P *-?-  ) 

Jzr  Aie  y y d’où  il  suit  F II  — G’. 

H=Qfy,  C = Qf-  j 


’ 
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Il  faut  remarquer  que  lorsque  l'équation  FH  — G%  a lieu  en  même 
temps  que  V=  o , les  différentielles  totales  d'u,  d’u,  etc.  à l’infini  , 
s'évanouissent  dès  qu’on  y introduit  la  relation  que  donne  l'équation 
dV=o.  En  effet,  quand  on  regarde  / comme  une  fonction  de  x, 


on  a 


d*“  ==  £ d*‘  + **  + £ d-r*  + g d* 


qui,  dans  le  cas  présent  où  ^ = o,  et  avec  les  dénominations  em- 
ployées plus  haut,  se  réduit  d’abord  à 


à'u  — Fdx*  + aGdxdy  -f-  //dy* 


et  à cause  que  FH  — G', 


d*«  = //dx-  (g  + £)*=  g (Gdx  4-  HijYi 


mais  prenant  les  valeurs  de  G et  de  II , dans  la  supposition  de  f ==o, 
pour  les  substituer  dans  la  parenthèse,  on  trouve 


d‘“  = ?(£  dx  + ïïfd/)‘=  y dr'> 


expression  nulle  quand  AV =o. 

Il  suit  de  là  que  l’équation  V=o  rend  constantes  les  valeurs  de  la 
fonction  u;  mais  hors  de  cette  relation,  d'n  n'est  pas  nulle,  et  son 
signe  dépend  seulement  de  celui  de  II  : ainsi  pour  toutes  les  valeurs 
des  variables  x et/  autres  que  celles  qui  satisfont  à V=o,  il  y aura 
diminution  de  u si  II  est  négatif,  et  augmentation  s'il  est  positif;  donc 
u sera  un  véritable  maximum  dans  le  premier  cas,  et  un  minimum  dans 
le  second. 


11  existera  donc,  dans  ce  cas,  une  infinité  de  systèmes  de  valeurs  des 
variables  x et/,  qui  rendront  en  même  temps  la  fonction  u,  ou  un 
maximum,  ou  un  minimum;  c’est  ce  qui  sera  éclairci  par  la  considé- 
ration  des  surfaces  courbes,  dans  l'addition  au  n°  339. 

CHÀP.  IV  DU  PREMIER  VOLUME. 


N‘  190,  à la  fin , page  408,  ajoutez: 
Voici  des  exemples  très-simples  de  ces  circonstances, 
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L équation  yz=xi — (A*  -f-  c*)xs  -f-  A‘c*x,  qni  répond  d’abord  à la 
figure  i5,  où  A désigné  l’origine  des  coordonnées,  devenant  yc=z  a-5, 
lorsque  b et  esont  nuis,  prend,  par  la  réunion  des  points  B,  C,  A,  E,  G 
en  un  seul,  au  point  A , la  figure  i6,et  les  trois  inflexions  C,  A,  E , 
n’en  font  plus  qu’une  seule. 

L équation  y = x* — ■(£*+■  e*)x*  -f-  A*c* , appartient  à la  courbe 
FG  de  la  figure  17,  qui  ne  présente  que  deux  inflexions,  savoir,  en 
C et  D\  et  quand  on  fait  A et  c nuis,  les  quatre  points  B , C,  D,  E, 
se  réunissant  en  un  seul,  au  point  A ,Jtg.  18  , les  deux  inflexions  C et  D 
s’effacent. 

Ces  exemples  sont  tirés  de  Y Introduction  à f analyse  des  Lignes  courbes , 
par  Cramer  (p.  406  et  4°7)»  où  l’on  trouve  une  grande  variété  de 
courbes  très-singulières  et  d'équations  très-remarquables. 

iV*  203,  page  420,  après  la  ligne  1 1 en  remontant,  ajouta  : 

La  courbe  correspondante  à l’équation 

. X*  — ax'y  — + 1 ay  = o 


offre  un  point  de  celte  espèce , b l’origine  des  coordonnées,  parce  qu'en 
résolvant,  par  rapport  sty,  l’équation  ci-dessus,  et  développant  le  ra- 
dical en  série  ascendante,  suivant  les  puissances  de  x,  il  vient 


doù  il  résulte  la  figure  19,  où  A désigne  l’origine  des  coordonnées 
(Cramer,  p.  590.). 


N‘  207,  à la  fin,  page  4a5,  ajoutez  : 


En  construisant  sur  les  mêmes  abscisses  une  seconde  courbe  dont 
l’ordonnée  soit  y = my , on  aura  alors  ' 


la  soutangente  sera  indépendante  de  m;  d’où  l’on  voit  qu’il  y a une  in- 
finité de  courbes  qui  ne  sont  pas  semblables  et  qui  ont  les  mêmes  sou- 
tangentes,  comme  cela  arrive  pour  le  cercle  elles  ellipses  construites 
sur  son  diamètre  pris  pour  axe. 

5.  80 


ne.  iî 

et  1G. 


FIG.  17 
et  18. 


FIG-  19. 
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Page  435,  note. 

Le  fond  de  la  proposition  contenue  dans  cette  note  appartient  à Fermât,  qui  en 
a fait  ta  base  d’un  écrit  intitulé  : De  linearum  curvarum  cum  lineis  rectis  comparatione. 
{Opéra  varia,  p.  89.) 

N'  aig,  à la  fin,  page  43g,  ajoutez  : 

Dans  les  points  où  la  tangente  est  parallèle  à la  ligne  des  abscisses, 
on  a P — o,  et  seulement  fi"e=sQh‘;  le  point  de  contact  est  alors  lo 
sommet  de  la  parabole,  et  son  axe  est  dirige  suivant  la  normale. 

On  parvient  assez  simplement  aux  paraboles  osculatrices  qui,  pour 
chaque  point  de  la  courbe  touchée,  remplissent  celte  dernière  condi- 
tion. Si  l'on  change  les  coordonnées  x ely , par  les  formules 


x = tcosp  — u sin  5 , y = t simp  -f-  «cos<p  (183), 
l'équation  Ay= pàx , tirée  de  celle  de  la  courbe  touchée,  deviendra 
d/sin^  -f-  du  cos  p = p(dtcos<p  — du  sin  p) (a), 

dit  p Cos  f — sin  f 

di  “ CO»  f 4*^  »in  9’ 

d’où  pcos<p — sinp=o,  lang^=p, 

on  aura  la  condition  qui  détermine  l'angle  p que  le  nouvel  axe  des  abs- 
cisses t,  parallèle  à la  tangente,  fait  avec  l'axe  des  x.  Supposant  en- 
suite que  les  accroissemens  h et  k sont  relatifs  aux  t et  aux  u , la 
parabole  osculatrice,  dont  l'axe  coïncide  avec  la  normale,  sera  encore 

k"=  Qh',  ~ étant  alors 

a dé*  , 

d^ü  • 

La  valeur  de  -g--  se  conclut  de  la  transformation  de  l’équation .... 

, dy 
o 

= 7,  en  observant' que  — =0,  ou  bien  de  l'équation  (a),  difTéren- 

tiéc  en  regardant  dé  comme  constant  et  x comme  fonction  de  t.  On 
obtient 

d’u»  d*u  . . / _ du  . N dp  dx 

3?®08*  — ~ p d?  S,D?  + VC0S?  ~ dt  Sin  v dx  df  * 


et  dounera 
Posant  alors 


* 
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et 

à'tt  _ q oos 

3f  cos  f -j-p sin^  ' 

d’où  l'on  déduit  pour  le  paramètre  de  la  parabole  osculatrice  cherchée» 

i 

• — — ,(cn*t+J’s’ni’) »(i  4-p’)‘ 

- qco*$%  q 


iV*  aa4j  PaSe  44^  > «joutez  à cet  article  les  dèveloppemens  qui  suivent. 

* , ■ ’»  ' 
I.  Le  cercle  osculaleur  est  aussi  celui  qui  sépare  les  cercles  qui 
touchent  inléricuremcnt  la  courbe  donnée,  de  ceux  qui  la  louchent 
extérieurement,  ou  l'embrasseut.  Cela  se  voit  eu  observant  que  pour 
les  cercles  simplement  tangens , la  distance  des  deux  courbes,  mesu- 
rée  dans  le  sens  dç  l'ordonnée^  est  exprimée  par 


4-  etc.  (aaa) , 


et  qu’elle  passe  du  positif  au  négatif,  lorsque,  par  le  changement  des 
constantes  a,  /3  et  y,  on  passe  de  , . 

<*V  ÿjr  . dy  d*v 

i*’*  «U*  a éx'*.  , dx*  ’ 1 

or,  dans  l’intervalle,  ildoil  arriver  que 

' ' ' : . 

, d*y Ay 

é.i/a  üjT  ’ t 

ce  qui  donne  le  cercle  osculateur.  . 

Cette  manière  de  le  déterminer,  rend  pour  ainsi  dire  sensihle  à 
l’oeil  la  relation  de  sa  courbure  avec  celle  de  la  courbe  donnée,  puisque 
la  courbure  de  celle-ci  est  évidemment  moindre  que  celle  des  cercles 
qui  la  touchent  en  dedans  , et  plus  -grande  que  celle  des  cercles  qui  la 
touchent  en  dehors. 

II.  Si , dans  une  courbe  quelconque , l’on  prend  pour  la  courbure 
de  l’arc  AEB , fig.  ao,  l’angle  DCB , formé  par  les  deux  tangentes  FIG.  ». 
menées  à l’extrémité  de  cet  arc,  ce  qui  est  assez  naturel,  cet  angle, 
dans  le  cercle,  sera  égal  à l’angle  AOB  formé  par  les  rayons  AO  et 
OB , menés  aux  extrémités  de  l’arc,  et  le  même  pour  tons  les  arcs 
de  même  longueur,  pris  dans  le  même  cercle.  C’est  ainsi  qu’il  faut  en- 
tendre que  la  courbure  du  cercle  est  -uiiilorme.  Cela  posé,  si  l’on 
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compare  deux  arcs  de  même  longueur,  dans  des  cercles  difTérens,  en 
nommant  a cette  longueur,  retr'  les  rayons  des  cercles,  les  angles  pro- 
duits par  la  courbure,  exprimes  eu  degrés  centésimaux,  seront  respec- 
tivement ^"7“  (Int.  45);  leur  rapport  sera  celui  de 

à ‘ , ou  ::  r>  : r, 

c'est-à-dire  en  raisou  inverse  des  rayons  des  cercles  dont  l’arc  proposé 
fait  partie. 

Quant  aux  différens  arcs  du  meme  cercle,  leur  courbure  est  évidem- 
ment en  raison  de  leur  longueur;  et  si  l’on  prenait  pour  uuité  de  cour- 
bure celle  de  l’arc  égal  au  rayon , dans  le  cercle  dont  le  rayon  est  un  , 
la  courbure  de  l’arc  a,  dans  le. cercle  dont  le  rayon  = r,  serait  me- 
surée par  “.  On  trouvera,  dans  l’addition  aun*a58,les  conséquences 
ultérieures  des  notions  précédentes. 


JY’  226,  page  447,  ligne  16,  après  elle-même,  ajoutez: 

On  peut  considérer  aussi  que  chaque  point  de  la  courbe  donnée  dé- 
rive de  l’un  de  ceux  de  la  courbe  des  centres,  en  conséquence,  regarder 
non-seulement  )3,  mais  aussi  x et  y , comme  des  fonctions  de  «,  et  diffé- 
renlier  en  prenant  a.  pour  variable  indépendante  ; ce  point  de  vue  est 
peut-être  plus  approprié  que  l'autre  à l’étal  présent  de  la  question. 

Y"  337,  page  45o , ligne  4,  après  la  valeur  de  dj,  ajoutez: 
dx'  + àj' 

Ligne  5 , au  bout,  ajoutez  : 

m’dx’ 

-“TP 


Ligne  7,  lisez  : 

{éy’-Mm-t-g"*)*)* 

' am* 


If'  228 , à la  fin , page  455,  ajoutez  : 

Comme  on  fait  un  fréquent  usage  de  l’équation  de  l’ellipse  rappor- 
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tee  à ses  axes,  je  vais  indiquer  ici , relativement  à celte  équation,  le 
calcul  du  rayon  de  courbure  et  des  coordonnées  de  la  développée. 
L’équation 

^ +^ï  — 1*  ou  a'j'  -f-  b‘x‘  = a'b‘, 

donne 

a'j&jr  -f-  b'xàx  = o , a'jd'jr  -+-  a'dy‘  -f-  b'àx'  = o , 
d’où  l'on  lire 

*7=*—  ïÿàx>  d*/  = — ^dx», 

v = x-e=<££±£2i; 

puis  en  éliminant/-*  de  l’expression  de  x — «,  et  x*  de  celle  de  jr — /3, 
on  trouvera 


x — a; 


_ (Mj*— o*4,j-*4-o4i*)x 
o*6“ 


; <«,  — =â%=2,  *•=  à, 

d'où  -I9=£(i£a,  X 

prenant  enfin  les  valeurs  de  x et  de/',  pour  les  substituer  dans  l’équa- 
tion de  l’ellipse,  après  avoir  fait,  pour  abréger,  a*— &*=c*,  on  aura 

3 I 3 ..■■  ■■  • 

/?  + /-?'=  ■ • 

équation  d’une  forme  assez . remarquable.  / 

Si , pour  abréger , on  y fait  ~ = a!,  ^ — /S',  et  qu’on  élève  les 

deux  membres  au  cube,  on  obtient 

#'*_(_  $'»  _f_  3 vV*/3'*(  y VT-+-  VF)  = » J ou  5 V/a',/3'*= 1 — a'*— /3'*, 

ce  qui  montre  comment  on  y ferait  disparaître  les  radicaux. 

Pour  passer  à l’équation  de  la  dévelopée  de  l’hyperbole , il  suffit  de 
changer  b ta  b \/ — 1 , ce  qui  donne 

y/fr  — \/b-^~l>  et  c*=«*-f4*- 

Il  n’est  pas  difficile  maintenant  de  s’assurer  que  la  forme  de  la  dévelop- 
pée de  l’ellipse  est  telle  que  la  représente  la  figure  37  du  tome  premier. 


Flfi.  v 
au  t.  i”. 
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En  changeant*^  en  en  A*,  a en  x et  /3  en  y,  son  équation 

qui  devieut  alors 

* I I 

**  , y 

"T  +’-  = !» 

«s  Aï 

prend,  comme  l’a  remarqué  M.  Lamé  ( Examen  des  différentes  Méthodes 
employées  pour  résoudre  les  problèmes  de  Géométrie , p.  106),  une  forme 
analogue  à celle  de  l’ellipse,  et  comprise  daus  l’équation  générale 

*•  , 

0-ü  + p = * * 

dont  on  tire  aussi  la  parabole,  l’hyperbole  et  la  ligne  droite,  en  posant 
Œ=0x=i,  =— i et  =i. 

N*  aag,  page  455,  après  la  ligne  16,  ajoutez: 

On  ne  complique  pas  beaucoup  les.calculs,  en  ne  supposant  pas  que 
les  ordonnées  soient  équidistantes.  Les  trois  abscisses  consécutives  étant 
x,  x —f—  h , jc-f-h,  il  vient 

y —s co» 

y-+-P'A+<^/i*H-ZÏ7«,-f-etc.  = _y+/>h4-ÇA*+RA*-}-etc., 
yé+P'  k+Q'k'+IW+elc.  = y+PA+Q/c'+RV+eic. , 

d’où,  par  la  soustraction  de  l’équation  (i),  on  déduit 

P'+Q'h+R'h'+elc.  = />+ÇA4-/ÎA*+etc (a),  ’ 

fM4-Ç'A-*-iï'A*-f-etc.  = />+Ç>A+/iA*4-eic.  ; 

puis  retranchant  l’équation  (a)  de  celle  qui  la  suit,  on  obtient 

Q'(k—k)  -f-  R( k'—h •)  -f-  etc.  = Q(k — h)  + ATA* — A*)  -+.  etc.  , 

dont  les  deux  membres  ont  k — h pour  facteur  commuti,  et  qui  se 
réduit  à 


Q’  -f-  R’(k+h)  etc.  =Q  + R(k+h)  + etc. 


•(5); 


et  par  conséquent,  à la  coïncidence  des  trois  points,  il  reste  encore 
les  équations 

y —jt  p=p,  <?'=<?. 
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La  singularité  et  l'importance  du  fait  analytique  et  géométrique  dont 
il  s’agit  ici,  ne  rendent  peut-être  pas  inutile  le  soin  d’éviter  toute  res- 
triction dans  la  manière  de  l'établir. 

N’  a35,  à la  fin,  page  463. 

Pour  compléter  cette  discussion  sur  les  points  singuliers,  il  faut  exa- 
miner celui  qui  répond  à x — a dans  l’équation 

J — i-f- (■*■  — «)  s/x  — c (.34), 

et  qui  est  de  l’espèce  des  points  multiples  formés  par  l’intersection  de 
plusieurs  branches,  puisque  si  le  radical  \/x — c demeure  réel,  soit 
qu'on  ait  x<a  ou  i>n,  il  y aura  de  part  et  d’autre  du  point  où 
x = a,  deux  branches  distinctes  qui  passeront  par  ce  point. 

Comme  l’expression  de  ^ ne  prend  pas  la  forme  f,  quand  on  la  déduit 

de  l’équation  rapportée  ci-dessus,  on  ne  s’aperçoit  du  point  singulier  cor- 
respondant à x = a,  que  parce  que  cette  valeur  fait  évanouir  le  ra- 
dical dans  celle  de  y.  * 

La  courbe  correspondante  à l’équation 

y = h -f-  (x—a)  \/x  — c,  . 

aura  un  point  double,  si  rn  est  paire,  mais  ce  point  sera  simple  6i  m 
est  impaire;  et  dans  les  deux  cas  , cependant , l’équation 

(. r — bY  = (■*—«)%*  — c) 

donne  ^ lorsqu’on  fait  x=a.  La  figure  ai  représente)  en  M,  le  nr  ' 

premier,  et  la  figure  aa  le  second  (*). 

Soit  encore  l’équation 

ay  + bx  = xy , 

qui  appartient  à une  hyperbole,  et  dans  laquelle  x=o,  donne y=o. 

Elle  conduit  pour  ce  cas  à ^ = — - ; mais  si  on  la  mettait  sous  la  forme 

c , b 

- ~\ — — . , 

x y * 

on  en  tirerait 

dy  Gy* 

, dx  “ bx*  ' • 

cependant  cette  origine  n’est  pus  un  point  multiple. 

(*)  En  faisant  a — i , b —O  et  c.—o,  dans  cet  exempta , on  aura  celui  qu'a  donué 
M.  Poisson,  dans  le  14' cahier  du  Journal  Je  (École  Polytechnique  (p.  uii). 


Digitized  by  Google 


G4o  CORRECTIONS  ET  ADDITIONS 

II  suit  de  ee  qui  pre'cède  que,  pour  ne  manquer  aucun  point  singulier, 
en  cherchant  les  cas  où  les  coefficiens  différentiels  deviennent  il  faut 
faire  disparaître  les  radicaux  de  l’équation  proposée,  et  qu'il  n’y  a que 
la  discussion  de  la  courbe  aux  environs  du  lieu  indiqué,  qui  puisse 
constater  que  c'est  en  effet  un  point  singulier.  » 

N‘  a4s,  P°Se  47°»  hgne  sa,  après  en  x,  ajoutez  : 

En  prenant  pour  abscisses  les  logarithmes,  d’après  l'équation y=a*, 
on  peut,  par  des  moyennes  proportionnelles  tirées  du  cercle,  trouver 
autant  de  points  qu’on  voudra  de  la  logarithmique  , puisqu’aux  abscisses 

x = i,  *=5?,  etc.,  or  = i,  etc., 

répondent  les  ordonnées 

y =°  etc.,  y = \/77\/â.i,  etc. 

Joignant  à ces  valeurs  de  y celles  qui  se  présentent  d’elles-mèmes , 
lorsque  x est  un  nombre  entier,  on  aura  un  procédé  graphique  très- 
simple  pour  tracer  par  points  un#  logarithmique,  sans  le  secours  des 
tables.  À la  fin  de,  son  Discours  sur  la  cause  de  la  pesanteur,  Huygbens 
a démontré  plusieurs  propriétés  curieuses  de  la  logarithmique,  dont 
Jacques  Grcgori  parait  s’être  occupé  le  premier  ( Géométries  par ^ uni- 
versalis ). 

• N‘  344  > « la  fin,  page  ^yZ,  ajoutez  : 

♦ 

L’équation  primitive  de  la  cycloide  est  souvent  rapportée  au  som- 
met. Pour  l’obtenir  sous  cette  forme,  il  suffit  de  mettre  une  lettre  sur 
ne..  53  la  ügure  53  du  tome  I",  au  point  où  la  ligne  MN  rencontre  la  ligne 
a**T. 1,r.  JK.  Soit  R cette  lettre;  l’abscisse  est  alors  KR,  et  l’ordonnée 

RM— IP  = /Ç-f.  QP=  arc  GM  + MN-, 

désignant  par  u l’arc  GM,  qui  est  le  supplément  de  MQ,  faisant. .. . 
. KR  = x',  RM=y',  il  vient 

y = a + \Zaax' — x '*  = «.arc  ^sin  verse  = ^-f~  \Zsax1 — x'*. 

C’est  la  même  chose  que  si  l’on  changeait 
• y en  3«— x en  a air — y', 


Digitized  by  Google 


AU  CIÎÀP.  IV  DU  PREMIER  VOLUME.  64t 

dans  1 équation  du  texte  ; l’équation  différentielle  deviendrait 

d v = 

V aax' — i'* 

La  construction  de  la  cycloïde,  par  points,  s’opère  facilement  dès 
qu'oa  a porté  snr  l’axe  des  abscisses  une  ligne  AL  égale  à la  circon- 
férence du  cercle  générateur,  circonférence  que  la  Géométrie  élémen- 
taire fait  trouver  avec  unegrande  approximation,  de  plusieurs  manières. 

'On  divise  alors  le  cercle  générateur  gmq , à partir  du  point  g , et 
la  ligne  AL,  a partir  du  point  /,  dans  un  même  nombre  de  parties 
égales;  et  si  m et  Q désignent  deux  points  de  division  correspondans, 
la  somme  des  lignes  mn  et  IQ  sera  l’ordonnée  RM,  qu’on  portera  de 
chaque  côté  de  JK  : on  aura  le  poiut  M de  la  partie  AK,  et  celui  qui 
est  semblablement  placé  sur  KL. 

Si,  au  lieu  de  porter  sur  l’abscisse  KR,  égale  au  sinus-verse  de  l’arc 
gm,  l’arc  IQ , augmenté  de  son  sinus  mn,  on  ne  portait  que  l’arc  seul, 
on  formerait  une  courbe  intérieure  à la  cycloïde,  et  qui  a été  nommée 
sa  compagne. 

N‘  248,  à la  Jin  de  la  page  477*  ajoutez 

Le  cours  de  la  spirale  hyperbolique  offre  des  circonstances  trop  re- 
marquables pour  omettre  d'en  parler. 

D’abord,  à mesure  que  / augmente,  elle  fait  autour  du  pôle  A,Jig.  a3,  fig.O. 
des  révolutions  qui  se  resserrent  de  plus  en  plus,  en  sorte  que  ce 
point  peut  être  regardé  comme  une  sorte  d’asymptote  de  cette  courbe. 

Puis,  si  l'on  fait 

i=i,  = 5,  = î>  3 elc>  > 

les  valeurs  correspondantes 

u = a,  = 3 a,  = 3a,  — 4 a,  etc., 

montrent  que  la  spirale  s’éloigne  de  plus  en  plus  du  même  point  A;  et 
on  trouve  qu’elle  s'approche  alors  sans  cesse  de  la  droite  DE,  menée  pa- 
rallèlement à l'axe  AO,  à une  distance  AD  — a.  En  effet,  la  perpendi- 
culaire PM  abaissée  d’un  point  quelconque  M sur  AO,  étant  exprimée 

par  usinMAP  =us\at,  devient  ‘UllUJ , quand  on  y met  la  valeur  de  u 

en  t ; d’où  l'on  voit  que  la  limite  correspondante  àts=  o,  esta. 

’ 3.  . 81 
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Je  n’ai  encore  considéré  que  les  valeurs  positives  de  I;  en  les  pre- 
nant, comme  je  l’indique,  dans  le  sens  OGIIO,  il  faudra  porter  les 
négatives  en  sens  contraire,  OH  GO,  et  prendre  celles  de  u dans  la 
partie  opposée  du  rayon  vecteur.  On  produirait  de  cette  manière  une 
autre  spirale  hyperbolique  placée  sur  le  prolongement  AB  du  rayon 
AO,  étayant  pour  asymptote  DE',  prolongement  de  DE.  Enfin,  si 
l'on  donnait  à la  constante  a le  signe  — , on  répéterait  aussi  au-dessous 
de  BB'  les  deux  courbes  que  je  viens  d'indiquer  au-dessus.  C'est  de 
la  même  manière  qu’il  faut  avoir  égard  au  changement  de  signe,  pour 
toutes  les  courbes  rapportées  à des  coordonnées  polaires. 

Dans  les  Mémoires  de  f Académie  des  Sciences , année  1740  ( p.  >4®)» 
Clairaut  a donné  un  moyen  de  décrire  la  spirale  d'Archimède  et  quelques 
autres  courbes  du  même  genre,  par  un  mouvement  continu  pareil  à celui 
qui  produit  la  cycloïde.  - ' 

N"  a55,  pnge  , à la  fin,  ajoutez  : 

On  n’obtiendrait,  en  général,  qu’une  équation  différentielle;  car, 
par  le  moyen  de  l’équation  y—  p(:r),  on  n’aurait  que  dr  = 4-(jr)dje, 
et  pour  éliminer  x et  d.r,  il  faudrait  employer  les  équations 

y = ^r(x)  et  <iy  = 7r'(x)dx. 

Fontaine,  dans  ses  Mémoires , a indiqué  une  équation  entre  l’arc  d'une 
courbe  et  sa  courbure,  c’est-à-dire  l’angle  formé  par  les  tangentes  me- 
nées aux  extrémités  de  cet  arc  (voy.  ci-dessus,  p.  635).  Voici  comment 
on  en  peut  déterminer  les  variables. 

Soit  a la  tangente  de  l’angle  que  fait  avec  l’axe  des  x la  droite  qui 
touche  la  courbe  à un  point  donné,  pris  pour  origine,  et  z la  tangente 
de  l’angle  compris  entre  celte  droite  et  celle  qui  touche  la  courbe  au 
point  dont  les  coordonnées  sont  x et  j;  ou  aura,  par  une  des  formules 
de  la  Trigonométrie, 

a dy 

(le  odr — i]y 

~~  , . a a*+'«b»‘ 

dx 

La  constante  a , qui  entre  dans  celte  expression  et  l'assujétit  à l’ori- 
gine, disparaîtra,  si  l’on  passe  à la  valeur  de  la  différentielle  de  l’angle 

dont  la  tangente  est  z , et  qui  est  exprimée  par  En  effectuant  le 

calcul,  sans  prendre  aucune  différentielle  pour  constante,  on  trouve. 
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d’où 


J.  (i-fc‘Xfod,.r— drd’jr)  , , (i +n*)(djr*+ dy  ) 

(dx  4"  ody)*  3 (dx  -j-  ady)*  ’ 


àz 


i -(-s* 


dyd’r  — drd!v 
dx*  -j-  d y* 


Si  donc  on  nomme  s l'arc , et  e sa  courbure , les  formules 
ds*  = <Lr*  + dy", 


(Jf  — 'lV(1Vr  — d.rd'y 
ds“ 


conduiront  à une  relation  différentielle  entre  s etc,  lorsqu'on  aura  éli- 
miné les  coordonnées  primitives  x et  y. 

En  multipliant  l'expression  de  de  par  celle  de 


on  en  déduirait 


fdr*4-dy*)*  d,sJ  J 

^ dx  ci  "y  — dyd'x  dyd'x  — dxd’y  ’ 

ydi  = d.v,  d’où  dc=  — , 


relation  très-simple,  qui  montre  que  la  différentielle  de  la  courbure 
revient  à la  mesure  de  celle  de  l'arc  dx,  considéré  comme  appartenant 
à un  cercle  dont  le  rayon  serait  celui  de  courbure;  c'est  aussi  ce  qu'on 
trouve  immédiatement  par  la  considération  des  infiniment  petits,  ainsi 
qu'on  le  verra  bientôt. 

Note  de  la  page  486,  à la  fin,  ajoutez  : 

C’était  à peu  prés  la  même  chose  qu’entendait  Lagrange,  lorsqu’il  présentait  l'exac- 
titude du  Calcul  différentiel  comme  la  compensation  de  deux  erreurs  ( voy.  ci  dessus, 

p.  6o3).  En  effet,  pour  une  sécante  MS,Jig.  a4,  on  a rigoureusement pjG.  »f. 

_c  MP  X JÜj 
PS  = —Wÿ— ‘ ma'* 


on  peut  donc  dire  qu‘en  écrivant  PT  ==  , on  commet  deux  erreurs,  savoir,  en 

mettant  PT  à la  p*ace  de  PS , et  dy  à ceHe  de  M'Q. 

Cependant,  quelqui  igénieu*p  que  punie  paraître  ccttc  manière  d’envisager  les  choses, 
je  crois  que  la  considération  des  limites  oiTre  à la  fois  plus  de  clarté  et  plus  de  pré- 
cision. 
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N‘  258,  page  489,  ligne  5 du  texte , en  remontant , après  abscisses, 

ajoutes  : 


Il  faut  bien  distinguer  la  ligne  M"N , dont  il  est  ici  question,  et  que 
HG.  »5.  jV.  reproduite  dans  la  figure  a5,  de  la  ligne  M'n,  mesurant,  dans  le  sens 
de l'ordonne'e,  la  distance  comprise  entre  la  courbe  et  la  tangente,  et 

dont  l’expression  est  ~ + etc.  (ai5).  La  première,  appartenant 

au  polygone  inscrit  MM'M",  suppose  que  le  passage  du  point  M aux 
points  M' et  A/1'  s’est  fait  par  deux  lignes  droites  consécutives  MM' , M'M'. 


Le  rapport 


AT n 

ma 


£*•+«■’ 


qui  varie  sans  cesse  avec  la  grandeur  de  h , ayant  pour  limite  la  cons- 
tante 7,  devient  alors  indépendant  de  la  nature  du  polygone  et  de  la 
courbe;  ainsi  quand  on  passe  aux  limites,  ou  dans  l'iufiniment  petit, 
on  peut  employer  l’une  ou  l’autre  de  ces  lignes  pour  mesurer  des  effets, 
lorsqu’on  a soin  de  ne  comparer  ensemble  que  les  valeurs  fournies  par 
la  même  ligne.  C’est  de  là  qu’est  venue,  en  Mécanique,  la  distinction 
entre  la  courbe  rigoureuse  et  la  coiubc  polygone,  necessaire  quand  ou 
employait  des  considérations  géométriques,  et  superflue  aujourd’hui , 
qu’on  ne  se  sert  que  d’équations  différentielles  réduites  à une  forme 
très-simple  et  généralement  convenue. 

Newton  a été  accusé  d’erreur,  par  Jean  Bernoulli,  pour  avoir  pris  la 
ligne  M'n  comme  la  fluxion  seconde  ou  la  différentielle  seconde  de  l’ordon- 
née MP,  et  par  là  de  n'avoir  pas  entendu  la  théorie  des  différentielles. 
Dans  le  passage  dont  il  s’agit  ( Philosophiœ  naturalis  Principia  mat  berna  - 
tica,  lib.  II,  sect.  II,  prop.  X),  Newton  , qui  tire  les  fluxions  ou  diffé- 
rentielles, d’un  développement  en  série,  ainsi  que  l’a  fait  depuis  Lagrange, 
néglige  de  dire  qu’il  faut  supprimer  les  diviseurs  1,  1.2,  1.2  ,3,  etc.; 
et  en  s’en  tenant  à la  lettre  de  ses  expressions,  il  est  bien  difficile  de  le 
trouver  exempt  d’erreur.  Son  résultat  aurait  pu  cependant  être  exact,  parce 
qu’il  ne  fait  que  substituer  aux  vraies  différentielles  des. quantités  qui  ont 
avec  elles  des  rapports  constans;  mais  sqn  énonciation  n’en  est  pas  moins 
vicieuse,  et  semble  fonder  assez  bien  la  conséquence  que  Bernoulli  en 
tirait,  que  la  méthode  des  fluxions,  dépendante  des  séries , n'était  pas 
encore  toul-à-fail  le  Calcul  différentiel  (voy.  la  Préface  du  présent  Ou- 
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vragc,  p.  xiv).  Lagrange  a discuté  de  nouveau  le  passage  de  Newton, 
pour  prouver  que  la  faute  n’était  pas  où  Bernoulli  croyait  la  voir 
( Théorie  des  Fonctions , a*  édition,  p.  1 35.)  ; mais  dans  les  Mémoires  de 
i Académie  de  Berlin,  année  1798,  p.  60,  Trembleya  soutenu  l’opinion 
émise  et  développée  par  Jean  Bernoulli  (Joh.  Bernoulli , opéra , tom.  I , 

p.  481.) 


Page  490,  ligne  14,  après  suivant,  ajoutez  : 

La  détermination  de  la  courbure  des  courbes  en  offre  déjà  une  preuve; 
car  la  différentielle  de  cette  courbure  étant  l’angle  M'M'N , Jig.  5y  et 
58  du  tom.  Irr,  ou  la  différence  des  angles  M’M'Q'  et  M'MQ,  formés 
par  les  côtés  consécutifs  du  polygone  MM'Af  avec  l’axe  des  x}  a pour 
expression 

d & 

dx  dx  drd'y  — dyd’x 

riy“  “ — dx*  -p  dj’  * 


d/ 

dx' 


, 2 y 

'+dxdd 


1+ 


dx* 


FIG.  57 
tï  SH  Ou 
T.  i«r. 


en  ne  prenant  aucune  différentielle  pour  constante,  négligeant  dans  le 
dénomina'eur  les  infiuiment  petits  vis-à-vis  des  quantités  finies,  et 
observant  que  la  tangente  d'un  arc  infiniment  petit  se  confond  avec  cet 
arc. 

Par  cette  expression  de  de,  on  trouve  sur-le-champ  celle  du  rayon  de 
courbure^,  en  le  regardant  comme  celui  d’un  cercle  qui  se  confond 
avec  la  courbe,  dans  un  arc  dont  l'amplitude  est  mesurée  par  la  cour- 
bure ci-dessus  ; car  on  a la  proportion 

1 : y ::  di  : dr  (p.  636). 

N‘  264  , page  499,  ligne  3 , ajoutez  : 

La  supposition  de  c infini  change  le  cercle  immobile  en  une  ligne 
droite;  et  en  faisant  de  plus  i = a,  on  met  le  point  décrivant  snr  la 
circonférence  du  cercle  mobile  : on  doit  donc  alors  retrouver  la  cy- 
cloïde.  C’est  ce  qui  arrive  en  effet,  en  observant  que,  d'après  l'hypo- 
thèse établie. 


s /s  , s\  s .s  .s 

cos  - — 1 , cos  =cos  - , cs:n-  =#,  sm f — I — ) = siil  - , 

c 3 \c  0/  a’  c 3 V 0/  a’ 

d’où  x = — a ^1 — cosQ,  J — s — usio^, 

résultats  qui  deviennent  ceux  de  la  page  497»  lorsqu’on  y change  x 
en  — y,  et  j eu  x. 
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iV*  269,  à la  fin,  page  5oS,  ajoutez  : 

11  esl  facile  de  voir  que 

V ' ’ ' « • 

sia  a*  -f-  sia  £*  -f-  sia  c*  = 2 , 

ce  qui  montre  que 

pm‘  + RM'—  zàM\ 

ou  que  la  somme  des  quarrés  des  diagonales  des  trois  faces  contiguës 
d’un  parallélépipède  rectangle  est  double  de  la  diagonale  intérieure;  et 
comme  on  a 

cos  a*  = 4 -f-  î cos  2fl  , 
et  ainsi  des  autres,  il  vient 

COS  2fl  -f-  COS  ib  -J-  COS  2C  = — *•  I. 

N"  270,  page  5o6.  1 

La  forme  que  j’ai  donnée  dans  cet  article  à l'équation  du  plan,  n’est 
pas  encore  assea  symétrique  ; M.  Lamé,  dans  l'Ouvrage  cité  à lapage658, 
l'écrit  ainsi 

— 1 » 

ce  qui  la  rend  homogène  et  l’assimile  à celle  des  surfaces  du  second 
degré  (307).  En  la  comparant  alors  avec 


>s  a j ^ c™  o ^ cos  c ____  ^ 


on  trouve 


A — B = ~ r,  C = ' 

cos  a 1 cos  0 1 cos  c 9 

d'où  n suit 

i'  i'  ^ 

= cos  a=  — , cos£  = 2ï,  cosc  = 

relations  où  la  loi  de  l’homogénéité  est  observée. 

* JV*  275,  à la  fin,  page  5ia,  ajoutez  ; . : 

Celte  équation  peut  aussi  s’écrire  comme  il  suit  : 

+ z'xr-s)  -h  ))(*'-*)  \ 

+ [.r'f  2- — *"')  + *"(  z"1-  z')  4-  or"\  zu)]{y'—r)  ) = o, 

h-  br'(x"—  x"j  + y(x'" — x')  + yn(x'—x")](  3)  ‘ 
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en  se  bornant  à prendre  pour  A , B et  C , les  valeurs  obtenues  dans 
le  n*  274.  Elle  est  moins  symétrique  que  celle  du  n*  375;  mais  elle 
le  devient  lorsqu’on  place  l'origine  des  coordonnées  au  premier  des 
points  donnés,  ce  qui  rend  nuis  x',y'  et  z',  et  l’on  a 

(zny — z"y)x  ■+■  (xV" — x"'z")j  4-  (yv"-yv>  = o. 

N°  379,  page  5i5,  Ligne  7 en  remontant,  ajoutez  : 

Le  n*  377  cité  ici,  ne  rappellant  que  le  parallélisme  des  projections 
des  droites  qui  sont  parallèles,  n’établit  pas  assez  complètement  l’éga- 
lité des  angles  que  ces  droites  font  avec  les  axes;  mais  on  y parvient 
en  combinant  les  équations 

cos  a cos  cl  cos  b cos  b ' 

cos  c cos  c 9 cos  c cos  c * 

fournies  par  l’égalité  des  coeiüciens  de  z dans  les  projections,  avec  les 
équations 

cosn*  -f-  cos  J*  -f-  cos  c*  = 1 , cos«'*  + cos  £'*  -f-  cos  c'*  = 1 , 

qui  -peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

coi  n*  coi  1 ens  a'*  cos  J'* i 

COS  C * 1 COS  C*  COa  C*  9 COS  c'*  ' COS  c'*  ’V’  COS  C*  9 

d’où,  en  vertu  des  premières,  on  a 


— — - = — —n  et  C06c'  = COSC. 

cos  C*  COS  C 

N'  a8a,  page  5i8,  après  La  ligne  a en  remontant,  ajoutez  ; 

Comme  dans  les  numéros  précédens,  les  propriétés  du  plan  et  delà 
ligne  droite  ont  été  déduites  immédiatement  de  l'Analyse,  il  faudrait 
ici,  pour  suivre  la  même  marche,  considérer  les  plans  parallèles  comme 
ne  pouvant  pas  se  rencontrer  ; il  en  résulterait  que  les  deux  équations 


A jc  -f-  By  Cz  ■+■  ^ = o, 

A' jc  -|—  B y C'z  -f-  1 ^ o , 


doivent  être  contradictoires  quand  elles  appartiennent  à des  plans  pa- 
rallèles. Or,  en  éliminant  z,  il  vient 


(u~r)r  + (u~?)'r"f‘Z'“î:=0»  ' 
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équation  qui  serait  absurde  si 

Ai  A B B ii 

c —c  = °>  c,—  c = °>  sans  (luc  C'-C  — 0- 

ainsi,  pour  deux  plans  parallèles, 

A^ A B _ B 

C C » t"  — c 

On  montrera  ensuite  que  ces  plans  sont  perpendiculaires  à une  même 
droite,  par  le  rapprochement  des  relations  précédentes  avec  celles  du 
n*  260. 

En  dégageant  2,  dans  les  équations  des  plans  indiqués  ci-dessus,  on 
obtient 


ee  qui  met  bien  en  évidence  les  conditions  du  parallélisme- 
N‘  284,  à la  fin,  page  5ai  , ajoutez: 

Cette  expression  est  à la  fois  simple  et  élégante;  celle  du  sinus  est 
plus  compliquée,  mais  comme  on  peut  quelquefois  en  avoir  besoin,  je 
vais  la  rapporter.  On  déduit  aisément  de  ce  qui  précède, 

ain/' =v/'(cosa'cosi — cosacosA')*-f-(coso'cosc — cosacosc')*-J-(cosf>'cosc — cosbco&c'y. 

N‘  a85,  à la  fin,  page  5aa,  ajoutez  : 

On  a aussi  l’expression  générale 

c-n  ^r,  V{AB—  A’B)'-\-  (AC—  A’cy  t-  (BC—  Bcÿ 

1/  (-<“+  B‘  + C')(A,‘+ B‘  + C'*) 

N‘  293,  page  533,  ligne  17. 

Cette  citation  de  la  Mécanique  analytique  se  rapporte  à la  page  355 
de  la  première  édition  ; 1b  passage  a été  supprimé  dans  la  seconde. 
Lagrange,  frappé  de  l’élégance  des  valeurs  obtenues  par  Monge,  et  ne 
faisant  d’ailleurs  aucun  usage  des  siennes,  les  a retranchées  comme  toul- 
à-fait  inutiles.  Depuis  l’impression  de  mon  Ouvrage , M.  J.  Binet  ayant 
bien  voulu  me  communiquer  la  démonstration  que  Monge  avait  envoyée 
à Lagrange,  j’ai  vu  qu’elle  ne  différait  presque  pas  de  celle  que  j’avais 
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donnée  d'abord  à la  page  73ardu  tome  11  de  la  première  édition  démon  Ou- 
vrage, comme  addition  an  premier  volume,  et  que,  dans  la  seconde 
édition,  j’ai  remise  à sa  place. 

N’  294,  page  536,  ligne  aâ,  après  AE,  ajoutez  : 
intersection  de  ces  plans. 

Page  537,  ligne  première  en  remontant , après  figure,  ajoutez: 

savoir,  le  signe  supérieur  quand  l'angle  est  aigu,  et  l'inférieur  quand 
il  est  obtus. 

Page  539,  apiès  la  ligne  19,  ajoutez  : 

Ces  formules  sont  précisément  les  mêmes  que  les  expressions  de  £ , 
>! , £ en  a,b  ,c,  qu’on  trouve  dans  la  Mécanique  analytique,  à la  page  34.0 
de  la  première  édition,  et  3(3  du  tome II  de  la  seconde,  d’apr  scelles  qui 
sont  à la  page  369  delà  première  édition,  et  330  du  tome  II  de  la  se- 
conde : il  faut  seulement  changer  a>  en  6. 

Les  formules  de  la  page  5g  du  tome  Itr  de  la  Mécanique  céleste,  pré- 
sentent dans  les  signes  des  différences  qui  supposent  que  -j*  est  changé 
en  — v en  — v,  a en  — s;  car  d’ailleurs  t répond  à xIH,  u à y,nf 
v à sur 

N’  ag5,  page  54o,  ligne  5,  après  AE,  ajoutez  : 

En  effet,  Av,  perpendiculaire  au  plan  A tu,  est  perpendiculaire  à AE, 
qui  est  dans  ce  plan;  Az  est  aussi  perpendiculaire  à AE,  qui  est' dans 
le  plan  xAy  : donc  AE  est  perpendiculaire  au  plan  zAv  et  à toutes 
les  lignes  menées  par  son  pied  dans  ce  plan  : telles  sont  AF  e t AG. 

W »99>  page  545,  après  la  ligne  dernière , ajoutes  : 

Par  cette  transformation,  la  surface  est  rapportée  à un  centre;  car 
si  l’équation  (a')  est  vérifiée  par  les  valeurs 

x'  = m,  y'  — n,  z'  = p, 
elle  le  sera  aussi  par  les  valeurs  de  signe  contraire , 

x1  = — m,  y'  = — n,  z'  =■  — p; 

d’où  il  suit  que  les  distances  à l'origine,  exprimées  dans  les  deux  cas 

5.  6a 
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par  \J m'  -f-  n%  -f-  p',  seront  égales,  ce  qui  'est  le  caractère  du  centra 

(■83)  (*)• 

N°  3o5,  page  555,  ligne  demiere. 

Il  faut  remarquer  ici  que  celte  section  est  la  vraie  base  du  cône , 
parce  que  le  sommet  répond  perpendiculairement  sur  le  centre  de  l’el- 
lipse, et  qu’en  menant  un  plan  par  l'axe  des  v , la  section  angulaire  qu'il 
forme  dans  le  cône  est  divisée  en  deux  parties  égales  par  l'axè. 

N’  307,  à la  fin,  page  557,  ajoutez  : 

I.  La  détermination  des  quantités  jt,  jp,  -jp,  cl  par  suite  celle  des 

axes,  a été  ramenée  par  M.  Petit  à une  équation  très-remarquable, 
tirée  de  la  considération  du  maximum  et  du  minimum  qui  ont  lieu  dans 
les  distances  entre  les  points  d’une  surface  du  second  degré,  et  son  centre, 
considération  que  M.  Bérard  appliquait  aussi,  dans  le  même  temps, 
à la  discussion  et  à la  construction  des  lignes  et  des  surfaces  du  second 
degré.  ( Correspondance  sur  l’Ecole  Polytechnique , tom.  II,  p.  5a4  ; 
Annales  de  Mathématiques , tom.  III,  p.  io5.)  Voici  à peu  près  comment 
a procédé  M.  Petit. 

L’équation  des  surfaces  du  second  degré  rapportées  'a  leur  centre  par 
des  coordonnées  rectangles,  étant  représentée  par 

Ax‘  ■+■  A'jr‘  -f-  A"z‘  -f*  iByi  a B'xt  -J-  a B"xy  = 1 (a)  , 

(Voy.  l'addition  au  n“  299.)  si  l’on  y fait  x=as,  y = /3s,  ou  en  tire 

ï . 

A»'+Ar+jT+aBlt+*Ii'.+aB‘mfi  ’ 


(*)  M.  Bérard  établit  la  discussion  des  surfaces  du  second  ordre , ysr  une  transfor- 
mée où  elles  sont  rapportées  à ces  distances , et  qui  s'obtient  en  posant  x'  — pz’, 
y — qi' , ce  qui  change  l'équation  (a')  en 

z’\Ap*  + Bq'  -f  C + aDpq  + aEp  -+■  *Fq)  + M = o , 

(i  l'on  fait , pour  abréger , 

C«  + ITp  + AV  -f  L=  AT; 

posant  ensuite  r = \Zx''-+-y'‘-\-z'‘  e=x!\é  1 il  en  résulte 

r*(^p’  + jS(7‘4-C+  aDpq  + a Ep  +*Fq)  + A1  (i-f  p*  + q')  =0, 

équation  où  p et  q désignent  des  fonctions  d'angles,  et  qui  est  une  équation  polaire 
des  surfaces  du  second.degré.  (Y oyez  Annales  dé  Mathématiques , tom.  III,  p.  io5.) 
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mettant  cette  valeur  dans  x*  -f*./’ -h  **>  que  je  désignerai  par  r*,  il 
vient 

1 4- «’-M1 

A a*  ■+•  Aï fih  -f-  A * -4*  a/7/3  -f-  a/7  * -4"  a/7 

Considérant  ensuite  que  la  fonction  ^ est  un  maximum  quand  r est 

un  minimum,  et  réciproquement;  si  on  la  représente  par  s,  ou  forme 
l'équation 

(,  + *•+  0*),  = Aa'  + A'i 3*  + A'  -f-  a.B/3  -f-  aÆ«-f-  a B"*0..  ...(4), 
qui,  par  les  conditions  ^ = o,  ^ *=o  (i65),  conduit  à 

ai  = A a.  + /?'  -f-  B"0,  0s  — A’I 3 ■+■  Æ + B" a. (c). 

En  multipliant  la  première  de  celles-ci  par  a,  la  seconde  par  0,  et 
retranchant  leur  somme  de  l'équation  (4),  on  obtiendra 
s — A"=B0-t-B'«., 

où  il  faut  mettre  pour  * et  0 leurs  valeurs  tirées  des  équations  (c)  , 
calcul  dont  le  résultat  est 

(s—A)(s—A')(s—A")—BXs—A)—B,‘(s—A,)—B"'(.s—A,')—2BBiB"=o 

Cette  équation , très-symétrique , montant  au  troisième  degré  , a tou- 
jours une  racine  réelle,  de  laquelle  on  déduirait  la  valeur  de  r,  et  celles 
des  coefliciens  ot.  et  0,  qui  sont  les  tangentes  des  angles  que  les  pro- 
jections de  la  ligne  r,  sur  les  plans  des  xz  et  des  y% , font  avec  l’axe 
des  z.  Mais  pour  déterminer  plus  particulièrement  ce  que  sont  les  ra- 
cines de  l’équation  (e),  concevons  qu'on  transforme  les  coordonnées  de 
manière  que  l'équation  (a)  soit  réduite  à la  forme 

Ax%  -f-  A'j%  -4-  A"z'  = i 

ce  qui  a été  démontré  possible  (5oi)j  l'équation  (e)  deviendra 

. (s—A){s—A')(s—A")  = o («'); 

et  l’origine  des  coordonnées  n'ayant  pas  changé,  les  distances  r seront 
demeurées  les  mêmes,  et  par  conséquent  aussi  les  valeurs  maximums  et 
minimums  de  s.  On  voit  donc<que  ces  valeurs  sont  ce  que  représentent 
maintenant  les  lettres  A,  A A",  dans  l’équaliou  (e’),  c’est-à-dire  les 

quantités 
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On  connaîtra  la  situation  respective  des  trois  distances  correspon- 
dantes à ces  valeurs  , en  faisant  B , B',  B",  nuis  dans  les  équations  (c), 
qui  deviennent  alors 

sx  = jix  , sf&=s  (c')  » 

et  qui  doivent  s’accorder  avec 

(i  + «•  + /S*)i  = Ax'  + A' p + jP (?), 

résultante  de  (b),  ce  qui  a lien  de  trois  manières. 

i*.  En  posant  x=o,  /3=o,  l’équation  (b')  donne  s = A" ; 

a*.  En  posant  a=o,  s=A\  l’cquation  {b')  qui  devient 

(i  -(-  + /t'y  ne  peut  être  vérifiée  qu’en  considérant  /S 

comme  infini; 

5*.  En  posant  s^A,  fà—o,  on  trouve  de  mème<tinûni  : la  ligne  r 
coïncide  donc  avec  l’axe  des  z,  dans  le  prenaiercas;  avec  celui  des^y, 
dans  le  second,  et  avec  celui  des  x,  dans  le  troisième. 

II.  M.  Yvory,dans  ses  recherches  sur  l’attraction  des  sphéroïdes  ellip- 
tiques ( Philosophical  Transactions , 1809,  a'  part.),  a reconnu  que  si  l'on 
posait 

•.  t = acos<p  cos^  , u =b  cosfsin-vj.»  r = csinp, 
l’équation 


devenant 

cosp'cos^}.*  •+-cos(p*sin4’  -f-  sinp*  = 1 , 

était  rendue  identique  sans  aucune  détermination  des  angles  p et 
qui  sont  ceux  dont  on  s’est  servi  au  n°  397.  Celte  transformation  jouit 
de  plusieurs  belles  propriétés;  et  en  attendant  que  nous  fassions  con- 
naître celle  qui  se  rapporte  h la  cubaturc  de  l’ellipsoïde,  nous  en  don- 
nerons l’interprétation  géométrique. 

Si  l’on  considère  une  sphère  ayant  pour  équation 


**  -J-  «’  -h  v*  = r*,  ou  - + - + ~ = 1 , 
et  qu’on  fasse,  d’après  le  n*  397, 

/ = rcospcos4,  u = r cosip  sin-\J.,  v — rsinp, 
ly  u et  vy  seront  les  coordonnées  du  point  où  le  rayon  vecteur  rperce 
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celle  sphère.  Il  suit  de  là  que  si  l’on  conçoit  trois  sphères  décrites  du 
centre  de  l’ellipsoïde,  avec  des  rayons  a,  b , c,  et  qu’on  mène  de  ce 
centre  un  rayon  quelconque,  le  t du  point  où  il  percera  la  première 
sphère,  l'u  du  point  où  il  percera  la  seconde,  et  le  pdu  point  où  il  percera 
la  troisième , seront  les  trois  coordonnées  do  point  correspondant  de 
l'ellipsoïde. 

Ceci  revient  à une  construction  de  l'ellipse  par  points,  connue  des 
architectes  sous  la  nom  de  la  queue  de  paon , que  j’ai  rapportée  dans 
mon  Traité  élémentaire  de  Trigonométrie  etc.,  et  qui  se  déduirait  de 
même  de  l'équation 


en  y faisant t — ncos$,  u=6sin<p. 

JV*  3i  i , à la  fin , page  56 1,  ajoutez  : 

I.  En  partant  de  l’équation 
- Ax'  -f-  Bj%  + Cz%  = L , 

et  mettant  pour  jc,  y et  s,  les  valeurs  du  n*  396,  on  trouvera  que 
la  transformée 

A't'  -f-  B’u‘  -1-  a D'ut  = L 
donne  un  cercle,  sous  les  conditions, 

A'  = B',  D‘  = o, 

qui  répondent  à 

^/cos4‘  -f-  Æsin4*  = /fcosfi*sin4*  *+•  /?cos8*  cos 4*  -+•  Csin8*, 

( A — B)  cosôsin4cos4  = o. 

La  seconde  équation  est  vérifiée  en  posant 

sin4  = o,  on  cos4  — o ; 

la  première  devient,  par  l’une  de  ces  hypothèses, 

A = Z?cos8*  + Csiufi*,  d’où  cos  6*  — 
et  par  l’autre 

B = y/cosfl*  -f-  UsinQ*,  d'où  cos  8*  = 

Cela  posé,  il  est  aisé  de  voir  qu'on  peut,  par  l’arrangement  des 
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termes  de  l'équation  primitive , faire  en  sorte  que  l’une  des  deux  va- 
leurs de  cosô*  soit  positive  et  < t ; ainsi  il  y aura  toujours  deux  va- 
leurs pour  l’angle  6,  et  deux  sections  qui  seront  circulaires.  Le  chan- 
gement d’origine  n'introduisant  que  des  termes  où  les  variables 
• ne  passent  pas  le  premier  degré,  et  qui  sont  rejetés  dans  L,  n’ap- 
portera aucune  modification  aux  équations  A'— B',  D'  — o : il  exis- 
tera doue  toujours,  sous  les  mêmes  conditions,  deux  sections  circulaires, 
à quelque  point  qu’on  place  l'origine.  • 

Celte  propriété  des  surfaces  du  second  ordre,  comprend  celle  du  cône, 
par  rapport  aux  sections  parallèles  et  antiparallèles  à sa  base,  sections 
dont  l’angle  est  divisé  en  deux  parties  égales,  parle  plan  qui  est  per- 
pendiculaire à la  droite  qui  divise  en  deux  parties  égales  chacune  des 
sections  angulaires  du  cône. 

N°  3i6,  page  56g,  ligne  16,  après  du  plan,  ajoutez  : 

Toutes  les  droites  menées  du  point  extérieur  à ceux  de  cette  courbe, 
composeront  une  surface  conique  qui  touchera  par  conséquent  la  sur- 
face du  second  degré  , suivant  une  courbe  plane  ; et  celte  surface  co- 
nique ne  sera  elle-mcme  que  du  second  degré. 

N‘  3i9,  page  57a,  ligne  17,  après  intégral , ajoutez  : 

En  prenant  pour  exemple  l’cquation  x*  ■+•  z*  = a*  de  la  sphère 
qui  a son  centre  à l’origine , et  de  laquelle  on  tire 

x+/>3  = o,  7+75  = 0; 
on  obtiendra  l'équation  différentielle 

. xd y — ydx  = o,  qui  revient  à d ^ = o , 
et  nous  applbnd  que 

. = const.  , 

c’est-à-dire  que  la  projection  des  lignes  de  plus  grande  pente  est  une 
droite  passant  par  l'origine , d’où  il  suit  que  la  ligne  de  plus  grande 
pente  est  dans  un  plan  passant  par  l'axt;  des  3 , qu’elle  est  par  con- 
séquent un  grand  cercle,  ou  un  méridien  de  la  sphère,  si  l’on  prend 
cet  axe  pour  celui  de  rotation. 
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N‘  3 20  j à la  fin,  page  5y5,  ligne  8,  après  osculalrice,  ajoutez  : 

Il  suit  de  là  que  toutes  les  sections  faites  dans  la  surface  proposée, 
par  un  plan  mené  suivant  celte  tangente,  ont  leur  cercle  osculateur 
sur  la  même  sphère. 

N’  3a5,  à la  fin,  page  58i,  ajoutez  : 

Tout  cela  découle  de 'l'équation  du  second  degré,  de  laquelle  dé- 
pend M (5a  i).  On  en  tirerait  pour  s — y deux  valeurs  contenant  un 
radical , en  sorte  qu'on  peut  écrire 

...  > = F(x,  j)=fc  v/i'C-r,/); 

et  les  équations 

j—P=—q{z  — y),  x — *=  — p{z—  y), 

combinées  avec  celle  de  la  surface  proposée,  donnant  des  expressions 
de  la  forme 

7 — F.(“>  >)  , * = F.(«,  /S,  y), 

conduiront  à un  résultat  de  la  forme 

y = F '(et,  /3,  y)  =fc  \Zf(a,  /3,  y), 

où  le  signe  + répond  à l’une  des  courbures  de  la  surface,  et  le  signe 
— à l'autre  ; et  si  ce  résultat  devenait  rationnel , il  n’indiquerait  plus 
.deux  nappes  d’une  même  surface  , mais  deux  surfaces  distinctes. 

N“  537,  page  586,  après  la  ligne  »2,  ajoutez  : 

I.  Il  peut  être  curieux  de  chercher  si  cette  propriété  n’appartient  pas 
à d’autres  surfaces  que  celle  de  la  sphère.  Pour  cela , il  faut  revenir  à 
l’équation  (8)  du  n"  3aa,  qui  ne  peut  être  vériûée  indépendamment 
de  m,  à moius  que  * 


(1  + <7*>  — pqt  = o (n)  , 

(i+9*)r  — (1 +/>*)<  = o (b), 

O +/>*)*  — pq>-  — o (c)  » 


équations  qui  se  réduisent  à deux  , puisqu'en  éliminant  s entre  la  pre- 
mière et  la  dernière,  on  retrouve  la  seconde.  La  question  proposée 
est  donc  réduite  à remonter,  des  équations  différentielles  partielles  ci- 
dessus,  à l'équation  primitive  qui  leur  correspond.  On  ne  trouve  que 
celle  de  la  sphère;  mais  c’est  là  un  problème  de  calcul  intégral  qui 
sera  résolu,  dans  les  additions  au  second  volume. 
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En  attendant,  je  ferai  remarquer  que,  sur  les  surfaces  cherchées,  les 
deux  rayons  de  courbure  sont  égaux  et  tombent  dans  le  même  sens. 
En  effet,  par  l 'équation 

sm‘  + (r — t)m  — J = o, 

h laquelle  se  réduit  1 équation  (8),  quand  on  prend  le  plan  tangent 
pour  celui  des  abscisse* , ou  a seulement  les  conditions 
s = o et  r — t = o; 


mais  le  même 
de  courbure  à 


choix  de  coordonnées  réduit  aussi  l’expression  des  rayons 

(r  + t)±  \Z(r 4- 0*— 4(" — **) 

« — â"(rt  — .>•)  * 


V (r — 0*  + 4** 

a ( rl  — i’  ) * 


qui,  parles  conditions  précédentes,  donne  seulement/ — -• 

Réciproquement  , les  deux  rayons  de  courbure  ne  pouvant  devenir 
égaux  que  sous  les  mêmes  conditions , alors  la  transformée  de  équa- 
tion (8)  a lieu  indépendamment  de  m. 

Si  l’on  fait  attention  que  la  quantité  soumise  au  radical  est  la  somme 
de  deux  quarrés , on  en  conclura  que  la  quantité  /*  — 4'£*>  qui  n’est 
que  la  première  rapportée  à d’autres  variables,  doit  avoir  la  meme 
forme,  et  qu'ainsi  l’équation  f'  — 4 eg'  = 0>  ou 

— apqs  + (.‘H’)''}*  — 4(*— = 0 

doit  nécessairement  se  partager  en  deux  autres  et  exprimer  par  consé- 
quent deux  conditions  au  lieu  d’une.  Celte  remarque  est  due  a Meusmer, 
qui  l’a  faite  dans  le  tome  X des  Mémoires  des  Savons  étrangers,  p.  Soi. 

Si  l’on  tire  des  équaliots  (a)  et  (c)  les  valeurs  de  i-H‘  et  de  i+p', 
pour  les  substituer  dans  (//) , on  l’amènera  aisément  a la  forme 

d’où  l'on  déduira 

p'q'rl—s'^i  +/,*)(l+î')  = Oi  ou 
équation  que  vérifient  (o)  et  (c)  conjointement. 

N’  329,  paSe  588»  ligne  3,  après  des  xy , ajoutez  ■ 

I.  11  arrive,  dans  certains  cas,  que  ce  plan  touche  la  surface  suivant 
une  ligne  droite  ou  courbe,  dont  tous  les  points  sont  alors  des  maxi- 

1» 
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ninms  on  des  minimums  par  rapport  au  reste  de  la  surface.  Sur  un  cy- 
liudre  droit , dont  l’axe  est  parallèle  au  plan  des  ayt  l’arête  supérieure 
est  une  de  ces  lignes.  Les  surfaces  annulaires  décrites  par  un  cercle  dont 
le  centre  se  meut  sur  une  courbe  plane,  de  manière  que  le  plau  du 
cercle  soit  toujours  perpendiculaire  b celle  courbe , ont  aussi  pour 
arête  supérieure,  ou  pour  faite,  une  courbe  égale  et  parallèle  à la  pre- 
mière, et  contenue  dans  un  plau  qui  touche  la  surface,  en  sorte  que  si  l'on 
prend  celui  de  la  courbe  directrice  pour  plan  des  xy,  les  points  de 
la  seconde  courbe  seront  tous  des  maximums  par  rapport  aux  autres 
points  de  la  surface. 

Pour  eu  donner  un  exemple  particulier,  je  supposerai  que  la  courbe 
directrice  soit  un  cercle  d'un  rayon  égal  à celui  du  ctrcle  générateur; 
alors  1 équation  de  la  surface  sera  » 


2*  = (ia  — VxM-t*)  VGF+J-*  ; 
faisant,  pour  abréger,  W+Jf*  = u , j’en  tirerai 

i*  = zau  — u\  zp  = (a—u )?,  zq  = («  — «)£  > 
et  les  premières  gonditions  du  maximum  seront 


x — o,  y = o y ou  a — u = o. 

Le  point  singulier  indiqué  à l’origine  par  les  valeurs  x=:o,  y=:o, 
est  de  ceux  où  il  y a une  infinité  de  plans  tangens  qui  passent  tous 
par  une  même  droite  tangente  à la  surface;  mais  le  facteur  a — u=o, 
qui  vérifie  à lui  seul  les  deux  équations  posées  d'abord,  donnant 

x‘  -f-  y'  = a*,  d’où  z = a , 


appartient  à un  cercle  parallèle  au  plan  des  xy,  et  contient  évidem- 
ment les  points  de  la  surface  les  plus  élevés  par  rapport  à ce  plan. 
En  passant  aux  différentielles  secondes  , on  obtient  les  trois  équations 


P‘  + zr 
pq  -f-  SJ 


/ x d*u  du' 
(a-u)  — 


dx* 

d*n 


(\  U U 

a~“)  Udy  ~ 


dx*  9 
du  du 
dx^dy  J 


1'+  zt  = (*—")  — 

qui,  dans  l'hypothèse  de  p=o,  q=o,  a- 
dition  rt — s'—o , la  même  que  F IJ — G*=o 
5. 


du* 
djr*  9 

— o=o,  vérifient  la  con- 
, dans  l'addition  au  n*  166. 

«3 
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Lorsque  le  plan  tangent  et  la  surface  ont  une  ligne  commune,  on  a 
nécessairement  sur  cette  ligne  d*z  = d*z',  z’  désignant  l’ordonnée  du 
plan  tangent,  dans  l’équation  du  quel  on  doit  regarder  p et  </  comme 
des  constantes  , et  faire  seulement  varier  y avec  x,  à cause  de  la  dé- 
pendance établie  entre  ces  coordonnées  par  la  ligne  dont  il  s'agit.  De 
cette  manière,  on  trouve  d’z'  = qd'y,  et  comme 

d’s  = rdx*  -f-  zsdxdy  -+-  tdy*  -f-  qd'y. 


la  condition  énoncée  ci-dessus  donne 

rdx'  + asdjrdj  -f-  tdy'  s=  o , d'où  ^ = — s-  rfc  ~ \/7x—rt. 


Or,  on  a déjà  rtd±x‘,  puis  J = ~>  ce  donne  ^ = — -,  et  conduit 

a ydy  •+■  axlx  = o,  équation  qui,  s'accordant  avec  d(a — u)=o,  fait 
voir  que  le  plan  tangent  se  confond  avec  la  surface,  dans  tous  les  points 
OÙ  a — u = o. 


II.  Partout  ailleurs,  la  surface  que  je  viens  de  considérer  n’a  qu’un 
seul  poiut  de  commun  avec  son  plau  tangent , comme  cela  arrive  à la 
spbcre  dans  tous  ses  points;  tandis  que  sur  le  cylindre  et  le  cône,  au 
contraire,  le  contact  a lieu  dans  toute  1 etendue  d’une  droite  pour  chaque 
plan  tangent.  De  la  naît  une  division  dans  les  surfaces,  en  distingant 
celles  qui  ne  peuvent  jamais  être  touchées  que  dans  un  seul  point, 
par  un  plan,  celles  qui  peuvent  l’èlre  toujours  suivant  une  ligne,  et 
celles  à qui  cela  ne  peut  arriver  que  dans  un  nombre  déterminé  de 
lignes. 

Ces  diverses  circonstances  se  lisent  dans  l’équation 


ïv  “ i ^ 7 V**  rt> 


dont  le  second  membre  est  toujours  imaginaire  lorsque  s‘< rt , quels  que 
soient  x et  y;  et  l’équation  de  la  sphère  x‘-\-yx  + zx  = ax,  donne  en  effet 


résultat  toujours 
Au  contraire, 
x et  y,  on  a 


V>— n = ^ \J~  i 


imaginaire. 

ce  résultat  sera  toujours  réel,  si,  quels  que  soient 


**  — rt , ou  s'  > rt. 


Enfin,  on  n obtiendra  qu  un  nombre  déterminé  de  lignes,  lorsque  le 
signe  de  s' — rt  dépendra  de  certaines  relations  entre  x et  y. 


■r 
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La  discussion  de  la  nature  des  surfaces  et  des  ligues  qui  répondent 
au  cas  où  rt  = s*,  mènerait  trop  loin  et  serait  d'ailleurs  superflue, 
puisque  ces  surfaces  sout  caractérisées  dans  le  u*  33g,  par  une  pro- 
priété qui  comprend  la  précédente. 

Quand  le  plan  tangent  et  la  surface  ne  peuvent  coïncider  dans  une 
ligne,  on  peut  chercher  quelle  est  celle  sur  laquelle  leur  éloignement 
est  uu  minimum  aux  environs  du  contact.  Pour  cela,  il  faut  rapporter 
l’équation  de  la  surface  à son  plan  tangent,  et  poser  les  conditions  qui 
rendent  uu  minimum  la  fonction 

r 4-  3s  t , ou  r -f-  2sm  -f-  tm‘, 

en  la  difTérentiant  par  rapport  à m seulement.  On  trouve  alors 
s -f-  tm  — o , d’où  m = — - , et  d*z  = ( dx*. 

Même  numéro  , à la  fin,  ajoutes  : 

I.  On  a déjà  vu,  dans  l’addition  au  n*  327,  que  l’équation 
[(*  4 -p‘)t—3p<js  -+•  (t  +<7*)r]*  — 4(i+7>*  + 7,)(rt  — s‘)  = o, 

ne  peut  être  vérifiée  que  par  la  sphère;  en  sorte  qu’il  n’y  a que  celte 
surface  dont  les  deux  courbures  sont  égales  et  dans  le  même  sens;  mais 
si  l’on  envisage  l’équation  ci-dessus  comme  ne  devant  avoir  lieu  que  par 
une  relation  particulière  c^|re  y et  x,  elle  indiquera  une  ligue  sur  la- 
quelle les  deux  courbures  de  la  surface  proposée  seront  égales,  et  que 
Monge  a nommée  ligne  de  courbure  sphérique. 

En  égalant  à zéro  le  coefficient  de  la  première  puissance  de  , 
dans  l’équation  (7)  du  n*  3a  1,  on  aura 

(1 3pqs  -f-(i  +q')r  — O, 

équation  d’une  surface  sur  laquelle  les  deux  rayons  de  courbure  sont 
égaux,  mais  placés  en  sens  contraire.  On  en  trouvera  l’intégrale  au 
11°  773.  Cette  équation  peut  être  aussi  considérée  sur  une  surface  par- 
ticulière, comme  celle  d’une  ligne  jouissant  de  la  propriété  qui  vient 
d’être  énoncée. 

II.  La  variation  simultanée  des  deux  variables  indépendantes , dans 
l’équation  d’une  snrface,  embrasse  quatre  points  (5i3),  qui  forment 
un  quadrilatère  MmNn,  fig.  70  du  I"r  vol.  Ces  quatre  points  n’étant  pas  J*, 

général  dans  un  même  plau,  peuvent  être  groupes  Jrois  à trois,  de  deux 
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manières  distinctes,  savoir,  en  menant  la  diagonale  de  M à N,  on  celle 
qui  va  dent  à n;  les  plans-cordes  qui  joignent  chaque  groupe  de  points 
sont,  dans  le  premier  cas ,MniN  et  MnN;  dans  le  deuxième,  mAfrc  et  mNn. 
L’angle  compris  entre  chacun  de  ces  couples  de  plans  peut  être  re- 
gardé comme  dépendant  de  la  courbure  des  surfaces;  c’est  pourquoi 
j’en  vais  donner  la  détermination. 

Pour  simplifier  les  calculs,  je  placerai  l’origine  des  coordonnées  au 
point  M,  et  je  désignerai  d’abord  par  a',  s",  a'",  les  ordonnées  des  points 
ni,  n et  N,  comptées  à partir  du  plan  mené  par  le  point  M,  paral- 
lèlement au  plan  BAC  des  xy.  Cela  posé,  considérant  d’abord  le  plan 
quj  passe  par  les  points  M , m , N,  j’emploierai  les  formules  qui  ter- 
minent le  n°  27 4,  en  supprimant  leur  dénominateur  qui  disparaît  dans  la 
suite  du  calcul  ; et  faisant  d’abord  x',  y'  et  s',  nuis , je  changerai 

x"  en  d.r , y"  en  o,  s1'  en  z', 
x'"  en  dx,  y"'  en  dy, 
ce  qui  me  donnera 

A = z'dy , B = (3"' — z')dx , C = — dj'dx. 

Pour  le  plan  qui  passe  par  les  points  M,  n et  JV , je  changerai 
x"  en  o,  /'  en  d/, 
x'"  en  dx,  y"' en  ày , 

et  j’obtiendrai 

A'  = —(t'"—z")dy,  B’=—z"  dx,  C'=àydx. 

De  ces  valeurs,  il  résulte 

AB— AB  ss  i"'dxdr(V" — z" — z')  = dzdxdy.sdxdy, 

AC — A'C  — — dj’dxfs'" — a" — a')  = — dxdy'  .sdxày, 

BC — B'C  = dx‘dy(z"‘ — a'' — a')  = dx'dy.sdxdy, 

à cause  que 

z'  = pdx  -+-  î rdx*  -f-  etc. , 
z"  = qdy  4-  ï tdy‘  4-  etc. , 

a"'  = pdx  ■+•  qdy  -f-  { (rdx*  + ajdxdy  + lày‘)  -f-  etc.  (3 1 3) , 

et  en  mettant  ds  pour  pdx  -f-  qdy  : alors  l’expression  de  sin  V,  rap- 
portée dans  l’addition  au  n*  a85 , donne  * 

s\/ d_r*  -f~  dy’-f-  rix*  d’x  l/ dx’  -f-  dy*  dx* 

i+f‘+9‘  * °U  drdy  1 + p' + * 

pour  la  valeur  du  sinus  de  l’angle  dièdre  compris  entre  les  plans  MmN 
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et  MnN , et  dont  l’aréle  est  sur  la  diagonale  MN,  sinus  qui  peut 
être  pris  pour  son  arc,  puisque  l’angle  est  infiniment  petit. 

Je  passe  à l’angle  dièdre  ayant  pour  arête  la  diagonale  mn,  et  je 
commence  par  le  plan  qui  passe  par  les  poiuU  m,  n et  M , podr  les- 
quels il  faut  changer 

x'  en  dr,  y*  en  9, 

x"  en  o,  y en  dy , 

x'"en  o,  _y'"e n o,  a'"  en  Oj 

au  moyen  de  quoi  je  trouve 

A = s'dy,  B = z"dx  , C sa  — d.rdy. 

y enant  aux  points  m,  n et  N,  pour  lesquels  il  faut  changer  * 


x'  en  dx  , j'  en  o,  ;- 
•r1'  en  o , jr"  en  d y, 

x"'en  dx,  y en  à [y, 

j en  tire 

A'  = (z';— z'")dy  , B'  = (s' — z')iLr  , C’—dxàj, 
et  j’obtiens  ensuite 

AB'— A B = dxdy(z'—J')(z'+z'—zn') , 
AC'—A'C  = dxdy(z’+z"—z'") , 

BC—B'C  = djt*dy(z'-f-r''. — z'")  ; 


mettant  pour  a',  s",  a"',  leurs  valeurs  rapportées  précédemment,  l'ex- 
pression de  sin  V me  donne 

> V ( pd-r  — qàyY  + dy*  +~d?  d*z  \/(pix  — <?dy)»-f  dx»-Mv* 

>+P*  + 9‘  ’ Edy  , -p!+<7*  » 

pour  Parc  qui  mesure  l’angle  dicdre  formé  sur  la  diagonale  mn. 

Quoique  de  forme  différente  en  apparence,  les  deux  lyultats  que  je 
viens  d’obtenir  ont  la  même  composition.  Pour  le  reconnaître,  il  suffit 
de  voir  que  V'dx^+dj^-f- da»  est  l’expression  de  la  diagonale  MN, 
et  \/(pdx  — ÿdy)*  4*  dx*  dy*  celle  delà  diagonale  mn. 

Ensuite,  comme  la  normale 

. t , 

MG  = s Vi  +p%  + q*  — MM1  %/x  -f -/>*  + ?*  (5ij) , 


les  valeurs  des  angles  diedres  considérés  ci-dessus  pourront  s’écrire 
ainsi  .* 


cLrdy  * 


MN , 

MG 


d**  MM' 
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La  valeur 'de  cette  différentielle  dépendant  de  celle  de  il  y au- 
rait lieu  à chercher  ses  maximums  et  ses  minimums.  On  pourrait  la 
comparer  soit  à \/d.r*  4-  d/*,  soit  à x/thr'  -f-  dya  -f-  ds*.  En  faisant 


il  vient 


\/d.r‘ 4-  dy*  = du  , <Lr  = du  cosa,  dy  = dusina, 

i \/ <lx'  -f-  dy’  4*  dï* jduV^i  + (p  COS«  -f-  (7  sin  « ^ 

• +pr4-«*  r+F+7  ’ 


et  si  l’on  représente  celte  différentielle  par  ds,  puis  qu’on  cherche  la 
condition  du  maximum  ou  du  minimum  de  par  rapport  à l’angle  a, 


on  aura 
d’où 


( p cos  a,  q sin  *)( — p s in  a.  4-  q cos  et)  = o , 


tanga  = — P-, 


ou  — - . 


ce  qui  indique  sur  le  plan  des  xy  deux  direction»*  angle  droit. 

Si  l’on  prenait  le  plan  langent  pour  celui  des  xy , les  deux  ex- 
pressions se  réduiraient  à 

• . « i di  d z 

de  ~ t— r Vax  4-  d>  *,  d ou  — r=-  , — — -r-v-  f 
drdy  v ^ + dy*  axdy  » 

ce  qui  donne  une  signification  assez  remarquable  au.  coefficient  dif- 
férentiel -f-".- . „ 

dxdy  * 

N’  351  , page  594.  à la  Jin,  ajoutez  : 

Pour  indiquer  plus  clairement  l'usage  de  celle  équation,  je  l’appli- 
querai à l’équation 

^ Ax%  4-  By'  -f-  Cz'  4- 1 Kz  = o, 

qui  comprend  toutes  les  surfaces  du  secopd  ordre  (3i  1). 

On  en  déduit  d’abord 

Ax  -J-  ( Cz  -f-  K)p  = o , By  4*  ( ’C:  -f-  K)q  =0, 

d'où  tirant  les  valeurs  de  p et  de  q,  pour  les  substituer  dans  l'équation 
différentielle  partielle  des  surfaces  de  révolution,  on  parviendra  à ua 
résultat  de  la  forme 

Mxy  -f.  Nxs  -f-  Pyz  4-  Qx  4-  By  4-  Sz  4-  T = 0 , 
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qui  doit  être  identiquement  nul,  ce  qui  fournira,  comme  on  voit,  sept 
conditions;  et  pour  les  remplir,  on  ne  peut  disposer  que  des  quatre 
quantités  ci,  /3,  a et  b,  qui  indiquent  la  position  de  l’axe  de  rotation. 
Il  restera  donc  trois  conditions  entre  les  coediciens  de  l’équation  des 
surfaces  proposées. 

On  trouvera  sans  peine  que 

M = A— B = o,  Q = b K— Afi  = o,  T = {a(i—bx)K  = o, 

N =b(C — A)z=  o,  R — Bot — aK  — o, 

P =a(C — B)=  o,  S = {afi — ba)C—  o. 

La  première,  donnant  A = B , est  une  condition  indispensable;  puis 
en  prenant  <1  = 0,  i = o,  on  vérifie  encore  les  deux  dernières  équa- 
liôns  de  la  première  colonne,  la  dernière  de  la  deuxième  colonne,  et 
la  dernière  de  toutes.  La  première  et  la  seconde  de  la  deuxième  co- 
lonne donnent  alors  a = o,  /3  = o;  ainsi  l’axe  des  s est  celui  de  ro- 
tation, et  la  surface  a pour  équation 

A(x‘  +7*)  H-  Cz‘  + iKz  ==  o. 

On  aurait  pu  opérer  immédiatement  sur  l’équation  générale  du  n*  ag8, 
mais  je  n’ai  voulu  que  donner  un  exemple  succinct;  on  trouvera  plu- 
sieurs solutions  de  ce  problème,  dans  la  Correspondance  sur  l’École 
Polytechnique. 

N'  336,  page  599,  ligne  i5,  après  géométrique,  'ajoutez  : 

(365). 

La  construction  de  cette  courbe  est  assez  remarquable.  On  voit  d'abord, 
par  les  équations  (a)  et  (3),  que  les  coordonnées  jt  et  y sont  celles  de 
la  développée  de  la  courbe  qui  aurait  la  quantité  m pour  abscisse  et 
?("»)  pour  ordonnée  ; car  ces  équations  rentrent  dans  celles  de  même 
désignation  du  n*aa6,  lorsqu’on  change  dans  ces  dernières  a en  x,  /i 
en  y,  jc  en  m,  y en  <p(m).  Puis  en  conservant  y pour  le  rayon  de 
courbure,  on  peut  alors,  en  vertu  de  l’équation  (1)  du  n*  aa6,  substi- 
tuer y%  à (æ— m)%  — f— • [jr — p(/n)]*  dans  l’équation  (i)dun*  335,  et  il 
vient 

}'  + 2'  = a*,  d’où  s*  = a*  — • y‘. 

11  suit  de  là  qu’eu  élevant  sur  les  diflférens  points  de  la  développée 
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d'une  courbe  plane,  des  perpendiculaires  à son  plan , l’ordonne'e  s,  por- 
tée sur  ces  perpendiculaires,  sera  le  côté  de  l’angle  droit  d’utf  triangle 
rectangle,  dont  l'autre  côté  sera  le  rayon  de  courbure,  et  qui  aura  pour 
hypoténuse  la  ligne  constante  a ; mais  il  faudra  prendre  la  courbe  dunt 
l'ordonnée  est  Q(m),  de  manière  que  sou  rayon  de  courbure  ne  puisse 
pas  devenir  plus  grand  que  a. 

.N’  33g,  page  6o3,  ligne  i5,  après  (i)  et  (2) , ajoutez  : 

Cela  est  aisé  à voir,  par  la  génération  précédente,  et  résulte  aussi  bien 
simplement  de  leurs  équations;  car  si  l’on  suppose  laquantilé  inconstante, 
le  système  des  équations  (1)  et  (2)  indiquera  une  ligne  droite  sur  la- 
quelle les  valeurs  de  p et  de  q seront  constantes  et  cohmiunes  par  con- 
séquent au  plan  tangent  et  à la  surface. 

On  arrive  aussi,  parcelle  dernière  considération , aux  équations  des 
surfaces  développables;  il  suffit  de  mettre  l’équation  du  plan  tangent 
sous  la  forme 

s'  —px‘  H-  qÿ  + z —px  — qy, 

on  voit  alors  que  pour  qu'une  surface  soit  touchée  dans  toute  l’éten- 
due d’une  ligue,  par  son  plan  tangent,  il  faut  qu’il  puisse  exister  eutre 
x et jr  une  relation  qui  rende  constantes  les  trois  quantités 

# P>  9,  s—p*  — 9r> 

coefficiens  de  l’équation  de  ce  plan,  c'est-à-dire  qui  donne  simulta- 
nément 

àp  — Of  d q — o,  A{z—px—qjr)  = Oi 

sur  quoi  on  doit  remarquer  que  l’une  quelconque  de  ces  équations  est 
une  conséquence  des  deux  autres,  à cause  que 

d(s  —px  — qj)  = — xdp  — jdq. 

Les  deux  premières  conditions  établissant  que  les  quantités  p et  q , 
variables  euanême  temps,  doivent  aussi  être  constantes  «n  meme  temps, 
il  s’ensuit  que  l'une  dépend  entièrement  de  l’autre , et  que  par  consé- 
quent p=or(q)  : on  doitdonc,  par  la  même  raison  , poser 

z—px  — q}-  — u(q),  d’où  Z—X7r(q)—jq  = *{q) , 
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à quoi  il  faut  joindre  l'équation 

—**•'(<7  ) — y—  »'(?)> 

venant  de  d(s — px — qf)  = o , et  l’on  aura  un  système  équivalent  à 
celui  des  équations  (i)  et  (a). 

La  supposition  de  p—7r{q)  conduisant  à 


les  équations 

dp=o=rix-}-sdy}  dy  = o=sdx  + lüy, 
s'accordent  à donner 


c'est-à-dire  constant  pour  les  points  communs  au  plan  tangent  et  à la 
surface , ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  sur  une  ligne  droite. 

* N“  340 , à la  fin,  page  60G. 

Il  y a dans  la  question  générale  de  cet  article,  un  cas  particulier  assez 
étendu  , qui  mérite  d’être  spécialement  indiqué;  c'est  celui  où  est 
constant.  Eu  le  représentant  alors  par  a,  on  a les  équations 

[x — «.]*  4-  [y — ?(«)]*  4-  [=— 4C®)]*  =«* (0  » 

x — a + [y — 4-  [s— 4(*)]4'(a)  ==  O . . .(a)  , 
appartenant  à la  surface  qui  enveloppe  une  suite  de  sphères  du  même 
rayon,  et  dont  le  centre  parcourt  uue  courbe  à double  courbure  donnée, 
c’est-à-dire  aux  surfaces  annulaires  en  général.  » 

Voici  comment  on  peut  éliminer  les  fonctions  arbitraires,  dans  ce 
cas.  La  première  équation  étant  diderentiée  par  rapport  à x et  par  rap- 
port » f,  en  regardant  a comme  constant,  en  vertu  de  la  seconde, 
donne 

x—  a -4-  [s  — 4(*)]/>  = 0 »)  ou  f * = *+[*  — 4(«)]/> , 
y — <p(«)  4-  0 — 4(°03'7  = 0 m*)  = y 4-  [*  — 4(a)]  i » 

ce  qui  conduit  par  conséquent  à 

y _|_  [*  — 4(*)]<7  = <p(x  4-  [s— 4(*)]/4 (3)  ; 

mettant  ensuite  les  valeurs  de  x — a et  de^- — tirées  des  deux  dif- 
férentielles partielles,  dans  leur  équation  primitive,  on  en  déduit 

*-4M  = b 
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en  faisant,  pour  abroger,  i ~\-p'  +</*  =^’;  et  par  ce  moyen  on  eli- 

mine  3 — 4'(a)  de  l’équation  (5),  qui  devient 


on  chasse  ensuite  la  fonction  ç , en  différentiaut  a 1 ordinaire  et  par  un* 
calcul  qui  n’otlrc  aucune  difficulté. 

jV*  54a , page  6io,  ligne  5 en  remontant. 

Si  l'on  difTércntie  par  rapport  à x et  par  rapport  à y les  deux  pre- 
mières de  ces  équations,  et  qu'on  mette  pour  sa  valeur  tirée  de 

la  troisième,  on  aura 

0 = a + [.r  + <p'(fl)]  p = 4(fl)  +4,(<,)CX  + IP,W]^» 

1 = [*r+ ?'(fl)3  ^ , q = 4'(aXx + ?'(«)]  îç  ; 

et  par  les  équations  de  la  première  colonne,  les  valeurs  de  p et  de  q 
se  réduiront  à 

P~W-W>)  doù  P = *(<,), 

q = 4W,  i 

comme  dans  les  n"*  55g  et  344-  Ce  calcul  pourrait,  à la  rigueur,  dis- 
penser de  la  vérification  faite  dans  le  n*  34a. 

Ibid.,  à la  fui,  page  Gia. 

I.  Quand  les  lignes  droites  qui  forment  la  surface  ne  se  coupent  pas, 
les  points  où  elles  se  rapprochent  le  plus  forment  une  ligne  remar- 
quable, sur  laquelle  la  surface  se  resserre;  tel  est  dans  l’hyperboloîde 
engendré  par  la  révolution  d’une  hyperbole  autour  de  son  second  axe 
(5o4),  le  cercle  que  décrit  le  sommet  de  celle  courbe.  La  surface  dont 
il  s'agit  résulte  aussi  de  la  révolution  d'une  droite  autour  d'une  autre 
qui  n’est  pas  dans  le  même  plan  ( Arithmétique  universelle  de  Newton, 
probl.  XXXIII),  et  c'est  sur  le  cercle  dont  nous  venons  de  parler,  que 
les  diverses  droites  se  rapprochent  le  plus;  aussi  Monge  l'a-t-il  nommé 
ligne  de  striction. 

Pour  trouver  la  ligne  de  striction  sur  une  surface  formée  de  lignes 
droites,  d'une  manière  quelconque , il  faut  en  considérer  deux  consé- 
cutives; et  afin  de  simplifier  la  notation  , je  pose  d’abord  les  équation» 

y = a-r  -b  a,  f = a'x’  + a',  ) 

s = ix  + /3,  s!  = b'x'  + p,  J ^ 
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En  faisant  sur  ces  équations  le  calcul  indiqué  au  n*  387,  on  a,  pour  dé- 
terminer leur  plus  courte  distance,  les  équations 

x — - x'  + (jr  —jr')a  + (z  — z')A  = o , 
x — x'  4-  (j-  — yy  + (2  — z')A'==  o; 

et  retranchant  la  première  de  la  seconde,  on  obtient 

(J  -/)(«'  - a)  + (*  - *')(*'  - *)  = o ; 

mais  comme 

a!  = a -f-  da , b'  — b àb  , 

le  système  d'équations  ci-dessus  peut-être  remplacé  par 


x — x'  + (jr  — ÿ)a  + ( a — z')b  = o , 1 

(j  — y)àaJr  ( * — ==  o , J 


(»)• 


Cela  posé,  mettant  aussi  dans  les  équations  (1)  les  valeurs  de  a ' et 
de  b' , ainsi  que  celles  de  a et  de  /3',  qui  sont  et  + d*  et  /3-f-d0, 
on  eu  tire  les  valeurs 


r — ï'  — a(x  — x')  — x'da  — da  , } 
z - a'  = A(x  - x')  - x>db  - d/9 , j 

qui  changent  les  équations  (3)  en 

(x — x')(  1 — (rtdrt-f-êdê)x'  — rida  — Adj0  = o , 1 

( x — x')(ada-f-AdA)  — (da*4-dA*)x'  — dada  — dbdfi  = o , J 

et  éliminant  x — x1  entre  ces  deux  dernières,  ou  arrive  à 

[(  1 -f-  a*  -(-  A*)(da*  4-  dA*)  — (ada  -f-  Ad  A)*].»'  ) 

4-  (1 4-a“  4*  A‘)(d«da  -j-dbdfi)  — (ada  4- Ad/3)(ada -f- AdA)  } 

qui , après  .des  réductions  aisées  à trouver , prend  la  forme 


[da*  4-  dA*  (adA  — Adi 
(adA  — Ada)(ad/3 — Ada) 


et  fait  connaître  x'  en  fonction  des  quantités  a,  a,  A et  /3.  Si  l'on 
remplace  les  trois  dernières  par  p(a) , 4(<l)  et  7r(a)>  qu’elles  repré- 
sentent (n°34«,  p.  608),  il  ue  restera  plus  de  différentielles;  et  eu  négli- 
geant les  quantités  infiniment  petites,  on  pourra  substituer  x à x’;  car, 
ainsi  qu’on  devait  d’ailleurs  s’y  attendre,  ou  voit,  par  les  équations  (a'). 
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que  la  différence  x — x'  est  une  quantité  infiniment  petite  du  pre- 
mier ordre. 

En  n’écrivant,  pour  abréger,  que  les  caractéristiques  des  fonctions, 
il  viendra  l'équation 


[ i — 4)*]x+p'+4V-K"4' — 4X"V — 4?') = ° • 


•(40, 


dont  la  combinaison  avec  (i)  et  (a)  du  n*  34i,  p.  6o8,  donnera,  par 
l’élimination  de  a,  les  équations  de  la  ligne  de  striction  de  la  surface 
proposée. 

II.  L’expression  de  la  plus  courte  distance  des  droites  consécutives 
qu’on  a considérées  ci-dessus,  et  qui  est  évidemment  celle  de  la  diffé- 
rentielle de  l’arc  de  la  ligne  de  striction,  s’obtient  par  la  formule 


« — \Xx — -r0"  ■+  TT— 7?  + (*—*'}*• 

En  y substituant  d’abord  les  valeurs  de  y — j'  et  de  a — s',  tirées  des 
équations  (a),  on  trouve 

_ (.r — x')  {/lia1  -+-  dA”  + (ocIA — Ad  a)* 

U udA  — ida  * 

et  il  ne  faut  plus  que  chasser  x — x1,  en  mettant  sa  valeur  tirée  de 
l’une  des  équations  (□'). 

III.  I/équation  (3)  du  n"  34a,  qui  exprime  la  condition,  que  les  lignes 
droites  dont  la  surface  est  formée,  se  coupent,  revient,  dans  la  no- 
tation de  l’article  I,  à 

didst  — dud/3  = O; 

et  si  l’on  en  lire  la  valeur  de  dj3  pour  la  substituer  dans  réquation  (4)  , 
le  résultat  se  décompose  en  deux  facteurs,  dont  l’un , 


rentre  dans  l’équation 


, i d« 

x +dû  = °> 

(a  —a’)x'  = a!  — a, , 


qui  donne  l’abscisse  de  l’intersection  de  deux  droites  consécutives. 

La  même  substitution  étant  faite  dans  la  première  des  équations  (a'), 
conduit  à 

( x — x’)(  i -f-o’-f-i*) — (ada-\-Ldb)(x'-\-  ^=o , 
d’où  il  résulte  en  effet  x — x'  *=.  o : la  ligne  de  striction  se  change  donc  eo 
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arête  de  rebroussement , quand  la  surface  proposée  devient  dévelop- 
pable. 

IV.  Il  y a encore  cette  différence  entre  les  surfaces  développables  et 
les  autres  surfaces  composées  de  lignes  droites , que  sur  ces  dernières 
le  contact  ne  s’étend  pas  sur  toute  la  ligne  qui  est  commune  au  plan 
tangent  et  à la  surface;  il  n’a  lieu  qu'en  un  seul  point;  ailleurs,  il  y a 
simplement  intersection  du  plan  avec  la  surface  ; c’est  ce  que  prouvent 
les  calculs  suivans. 

Une  droite  quelconque  de  celte  surface  ayant  pour  équations 

y = ax  + <p(«),  s = x^(a)  + -rt{a) (i), 

et  devant  se  trouver  dans  le  plan  tangent  dont  l’équation  est 
z—z'~  p(x-*x')  + q{y—f), 

il  en  résulte,  d’après  le  n°  376,  la  condition  » 

4(a)  = p + aq, 

qui , n'établissant  pas  une  dépendance  immédiate  entre  les  eoefliciens  dif- 
férentiels p et  q , fait  qu’ils  peuvent  varier  quoique  a reste  constant, 
c’est-à-dire  pour  les  différent  points  d’une  même  droite.  On  le  voit 
encore  mieux  en  cherchant  les  valeurs  de  p et  de" <7  parla  différentia- 
tion des  équations  (1),  qui,  lorsqu’on  fait 

de  f (ta  „ 

Tx  ~ a>  dÿ  ~ * 

conduit  à 

0 = a -f-  a'fx-Hp’Ca)],  p = 40)  -f-  a'[Æ4'(«H-V0)Jr 

1 = «"[jr+p'O)],  q = a''[x4'0)-Hr'0)]- 

Par  les  équations  de  la  première  colonne , on  a 


ce  qui  donne 

p = 40)  — a 


a 

~ X +p'(a)  » 

*4’ (*0 -*-»'(<») 
* + ?'(«)  * 


x+f\a)  * 

„ _a4'(a)  + V(a) 

" x -+-  f'(a)  * 


expressions  dont  la  valeur  change  avec  x,  quoique  a soit  constant,  et  que' 
par  conséquent,  le  point  demeure  sur  uue  même  ligue  droite;  ainsi  le 
contact  n’a  lieu  que  dans  un  seul  point. 
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Si  l’on  multiplie  par  a la  valeur  de  <j,  et  qu'on  l'ajoute  à celle  de  p, 
on  trouve  comme  ci-dessus 

P + aq  = 4M  > 

et , des  valeurs  de  d et  de  a",  on  tire  l'équation 

ad'  -f-  a!  = o , 

qui,  conjointement  avec  la  précédente,  mène  à l'élimination  des  fonc- 
tions arbitraires. 

Les  deux  différentielles  de  />-f-ay  = 4M>  étant 

r -f-  as  dtj  = a'4'(a)  , f -f-  ai  -f-  d'q  = a"4'(a), 

donnent 

a"r  — a! s -f- ad's  — adl  = o , ou  r -f-  nas  -f-  a't  s=  o (4) , 

qui,  par  deux  nouvelles  différentiations  et  en  posant,  comme  dans 
le  n*  343, 

dr=  adx  -f-  @dj- , ds  = fidx  -f-  ydj  , dt  = j-(ir  -f-  $dj  , 
conduisent  aux  équations 

et  -|-  aaj3  -\-na's-\-a'y-±-naa't=o , /8-f-  nay  -f.  nd's  -f-  a‘ef  -|-  nad't  =0; 

multipliant  la  dernière  par  a,  et  l’ajoutant  à la  première,  il  viendra, 
en  vertu  de  a'  = — ad', 

et  -f-  5 fl/3  -f-  Za‘y -f-  a'j'  = o (5), 

équation  qui,  jointe  à (4),  donnera,  par  l’élimination  de  a,  l’équa- 
tion différentielle  partielle  cherchée.  Le  meme  résultat  se  trouve  dans  le 
n*  543,  déduit  d'un  procédé  moins  direct,  mais  plus  court. 

11  faut  remarquer  que  la  première  des  équations  (1)  donne,  dans  la 
supposition  de  a constant,  dj  5=  aiLx , ce  qui  change  les  équations  (4) 
et  (5)  eu 

/•dx*  -J-  asd.rdy  -f-  tdjr‘  = o , ou  d*z  = O , 

adx’  -f-  3/2dx*d;-f-  ïyàxdj'  -f-  j'dj3  = o , ou  d3z  = o ; 

elles  expriment  donc  la  condition  que  tous  les  points  de  la  droite  géné- 
ratrice sont  dans  le  plan  tangent,  ce  qui  doit  être,  puisqu’elle  est  tan- 
gente à la  surface  : ensuite,  éliminer^  ou  a,  c’cst  passer  d’une  posi- 
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tion  quelconque  de  cette  génératrice,  à l’ensemble  de  ses  positions, 
et  pai»  conséquent  à l’équation  de  la  surface. 

Observons  encore  que  l’équation  (4)  n’est  autre  chose  que  àp-\-aàrj-=o, 
différentielle  de  p-\-aq=z  ^ans  l'hypothèse  de  a constant,  et 

qu'elle  a également  lieu  par  rapport  aux  surfaces  développables,  mais 
avec  cette  différence  , que  pour  celles-ci  elle  se  partage  en  deux , savoir, 
d p=o,  dqz=  o,  tandis  que  pour  les  autres  snrfaces,  formées  de  ligues 

droites,  elle  établit  seulement  que  le  rapport  ~ ne  varie  pas, 

N’  344»  d fu  fin , page  G17,  ajoutez: 

D’AIembcrt , dans  le  tome  VIII  de  ses  Opuscules  (p.  3i3),  a remar- 
qué que  si  celte  surface  était  un  plan  , elle  rencontrerait  celui  des  ^sui- 
vant une  droite.  L’inverse  de  cette  proposition  est  vraie,  parce  que  deux 
tangentes  consécutives  étant  dans  le  même  plan  (347)  , et  tous  ces 
plans  patsant  en  outre  par  la  même  droite,  il  s’ensuit  que  deux  plans 
consécutifs  ont  deux  droites  communes  et  n’en  font  par  conséquent 
qu’un  seul.  Cette  circonstance  se  reconnaîtra  donc  par  la  relation  de 
AT'  et  A 7"",  fif^.  7 3 d u Ier  vol.,  qui  sont  les  coordonnées  du  point  où  fig.7i 
la  tangente  MT  vient  rencontrer  le  plan  BAC. 

En  faisant  a'  = o dans  les  équations  des  tangentes,  on  trouve 

AT’  = x'  — 


du  1”  vol. 


dz 


dz 


et  pour  que  ces  coordonnées  appartiennent  à une  ligue  droite,  il  faut 
qu’elles  satisfassent  à l’équation 


?+*-■ 


a et  b étant  des  constantes  qui  déterminent  la  position  de  cette  droite. 
Si  l'on  remplace  x'  et  jr’  par  les  expressions  ci-dessus,  il  viendra 

1 rdi  — w)  r 


OS 


■1- 1 yàz-* ir  _ , . 

^ b di  ’ 


multipliant  le  second  membre  par  dz,  divisant  l’équation  par  s",  et 
passant  tous  les  termes  dans  un  seul  membre , on  obtiendra  l’équation 


qui  revient  à 


1 *dr—  xdz 

a 


z% 


, 1 tdy — yda  , ds 

+ s + 


id5+*dJ:-di  = 


O. 
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Nous  observerons  que  Clairaut  et  les  premiers  auteurs  qui  se  sont 
occupes  des  courbes  à double  courbure,  en  déterminaient  les  tangentes 
par  deux  soulangenles.  En  prenant,  par  exemple, 

11  — dT’  — dT’ 

on  assignera  le  point  où  la  tangente  MT  rencontre  sa  projection  M T ", 
sur  le  plan  des  xj  ; et  la  distance  de  ce  point  au  pied  M'  de  l'ordon- 
née M'M,  est  exprimée  par 

zy/ttr’  + dv’ 
d 1 ' 


N‘  347,  page  Qu,  ligne  3,  aptes  précédent,  ajoutez: 

Cette  équation  revient  à 

(x'-^)dj-d|  + (j'-7)d,*d^  + (a'-z)dx*d|=o*, 

ce  qui  est  bien  symétrique.  En  rapportant  tout  à la  variable  xt  con- 
sidérée comme  indépendante,  et  posant^  = <p(x),  3 = ^(or),il  vient 

(*'-*yd  J + (/-7)4'-d  ^ + (*'-  *W = o , 

où  il  ne  se  trouve  plus  qu’une  seule  différentiation  indiquée. 

iY°  55o , page  6a5,  ligne  ta,  après  plans,  ajoutas: 

1 

Et  cela,  parce  que  GO  est  dans  le  premier  plan  osculatcur,  et  G' O 
dans  le  second,  et  que  ces  plans  sont  distincts. 

Ibid.,  ligne  i5,  ajoutez  en  note  : 

D’Alembert,  dan»  le  tome  VIII  de  ses  Opuscules  (p.  3io),  considère  la  courbe  qui 
rencontre  à angle  droit  toutes  les  communes  sections  des  plans  osculateurs  d'une  courbe 
proposée,  c’est-à-dire  toutes  ses  tangentes,  et  regarde  cette  dernière  comme  simple- 
ment à double  courbure,  lorsquo  l’autre  est  fljanc.  Cette  autre  forme  de  même  une 
courbe  perpendiculaire  à scs  tangentes  , qui  peut  être  plane  ou  à double  courbure.  Dans 
le  premier  cas,  la  courbe  proposée  est  à triple  courbure;  dans  le  second,  à quadruple 
courbure , et  ainsi  de  suite. 

Les  développées  à double  courbure  d'itue  conrbe  plane  (34q)  sont  les  arêtes  de  re- 
broussement de  surfaces  développables  dont  les  arêtes  sont  toutes  perpendiculaires  à 
duperol  utie  nl“1,c  courbe  plane  ( voy.  Jig.  73  du  I"  vol.)  : ces  arêtes  de  rebroussement  sont 
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donc  dej  rogrbv.  de  l’espèce  que  d'Alembert  appelait  à double  courbure  ■■  si  on  leur 
mène  des  plans  normaux  (348)  , et  qu’on  forme  leurs  développées , celles-ci  seront  à 
triple  courbure,  et  ainsi  de  suite. 

N‘  35l , page  626,  ligne  17.  . 

Les  calculs  qui  suivent  prennent  une  forme  plus  élégante,  en  les 
disposant  comme  ci-dessous. 

.Si  l'on  pose  d’abord  , pour  abréger, 

dxd^y — dydbr  = Z , dzd*x- — d.rd’z  = Y,  dyd’z — d;d(y  = X , 

en  indiquant  chacune  de  ces  expressions,  par  la  lettre  qui  ne  s’y  trouve 
point,  l'équation  du  plan  osculateur  (3/(7)  deviendra 

A'(x-x')  + Y(j-f)  + Zt-.-z')  =0; 

et  en  la  combinant  avec  du=  o,  ou 


(x— x')dx  + ( r—f)djr  -f-  (z— 3')dz  = o, 
équation  du  plan  normal  (348),  on  en  tirera 

x-~x  — xdy  —r<à  (“  z)>  y y — Xdv— fdx 


mettant  ces  valeurs  dans  d'n=o,  différentielle  de  lcquation  du  plan 
normal,  et  qui,  lorsqu’on  fait,  pour  abréger, 

dx*  -f-  dy*  -f-  dz‘  = ds% 

devient 

(x  — x')d*x  -f-  (j  — 4-  (3 — z')d*3  4-ds*  = o , 
on  obtiendra 

= _S'=_&-Jjl£)dr*,  • 


puis 


D—(Y dz — Zdy)d*x 4-  (Zdx — Ardz)d’j 4- (Ady — Kdx)d,z  ; 

(Kdz  - Zd  y)d,’  „ _ (7Ax-Xdt)As‘ 

x — d > J %j  D ; 


et  substituant  ces  valeurs  dans  . 

u*  = (x — x')*  4-  {7  —yy  4-  (=—-)*> 

3.  85 
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«74 

en  trouvera  m 

. . f(.Ydy — Kd-r)’  + (ZAx—  ,Yd»)*  + (î'dï— Zdy)’]d^  ■ 

U — D‘  ' 

Cela  posé,  on  s'assurera  aisément  que 

A’dr  + Ydp  + Zii  = o, 

et  en  ajoutant  le  quarré  de  cette  expression  au  premier  facteur  du  nu- 
mérateur de  u*,  on  aura 

_ (.Y»-+-f+*)dr5 . 

« U*  ’ 

on  verra  aussi,  en  développant  la  valeur  de  D,  qu’elle  se  réduit  à 
X'+Y'  + Z':  ou  obtiendra  donc,  pour  dernier  résultat,- 

, d^_ 

" X-  + Y‘  -t - Z*  * 

comme  sur  la  page  637. 

Les  quantités  que,  pour  la  symétrie,  j’ai  désignées  par  X , Y et  Z, 
étant  les  J , II  et  C du  texte,  on  peut  aisément  faire  dans  cette  no- 
tation les  calculs  des  numéros  55a  et  suivaus. 


N’  355,  à la  Jin,  page  633,  ajoutez  T 

U est  d’abord  é'idenl  que  la  différentielle  de  la  première  flexion  de 
la  courbe,  d'apres  ce  qu'ou  a vu  dans  les  additions  au  n*  a55  et  au 
n°  55i,  est  exprimée  par 


df  — — 


ds \/X‘  + )‘  + Z‘ 

i ? 


et  qu’elle  est  la  même  chose  que  I’Üîigle  compris  entre  deux  tangentes 
consécutives  ^e  la  courbe  proposée. 

Rien  n’est  plus  aisé  que  de  la  déterminer  par  cette  dernière  con- 
sidération ; car  les  équations  de  la  tangente  (344)  étant  mises  sous 
la  forme 


= £ O—O,  j — f 


— G — )> 


pour  être  comparées  aux  formules  du  11“  284, 


on  aura 


m = 


dr 
d»  * 
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puis  les  valeurs  consécutives 


dr  , , ér 

ar  + dd i> 


— d»  ^ a di 1 


ce  qui  changera  l’expression  de  sin  V en 

. __  \/ (did-y— <lydj ) 4-(dzdJj — djd'îP+t'dyd*:.—  did’y)* 

c dx‘  q-  dy*  -f-  dj'  * 

c’est-à-dire  le  même  rc'sultat  que  ci  - dessus.  On  le  déduirait  aussi  de 
l'angle  de  deux  plans  normaux  consécutifs  (548). 

df 

En  le  substituant  dans  la  formule  dé  = --  f ou  aura  sur-le-champ 
l'expression  du  rayon  de  courbure  absolu. 

La  seconde  flexion,  dont  je  représenterai  la  différentielle  par  dé', 
n'est  pas  plus  difficile  à obtenir  par  l'équation  du  plan  osculateur 

♦ X(x—x')  -f-  Y(j-j')  + Z(z—z')  = o. 

Cette  équation,  comparée  aux  formules  du  n*  a85 , donne 

A = X t B = F,*  C = Z, 

dont  les  valeurs  consécutives  sont 

A’  '=  X + dX,  B'  =»  Y -f-  dF,  C = Z + dZ , 

et  l’expression  de  sin  V,  rapportée  dans  l'addition  au  n°a85,  con- 
duit à 


J , t/cvd»'— fdX)‘-l-(^dA  — AdX)’  + ()dX— Xd)  )* 
dé  ~ A*  -f-  1 • + X*  » 

résultat  composé  avec  les  fonctions  X,  Y et  Z,  comme  dé  l’est  avec 
dx,  dj',  de,  et  dont  le  développement  est  susceptible  de  grandes  ré- 
ductions. En  effet,  si  l’on  pose 

d*ydJ3 — d*zd5/  = X',  d’rd’x — d’xd’z  = Y't  d’xd5/ — d‘_yd’x  = Z', 
on  obtient 

XAY  — Fd.Y  = dz(.Y'dx  + Y'dy  + Z'ds), 

Zd.Y  — .YdZ  = djiX'dx  + F'dr  4-  Z'dz) , 

rdz  — zdr  = dx(A''dx  4-  y\\j  4-  z dz). 
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et  par  conséquent 


j j (A'dx  }"dy  ■+■  Z'ii)  t/d  r*  •+■  dy*  -f-  da* 

d*  A-  + )*  + Z* 

_ [dxfd-ydx — d*td~y)+dy(d’jd1x — d’xd’i)-pd.:(dVrdV— <^d’x)]d.f 
(dyd'i — dïd‘_y)*-J-(,did*x — d id‘z.)*4-(dxd‘y — dyd'x)*  * 

expression  qnc  M.  I.ancret  a trouve'c  par  d'autres  considérations,  et  dont 
le  numérateur  est  précisément  la  fouctiou  égalée  à zéro,  pour  expri- 
mer la  condition  que  les  rayons  de  courbure  absolue  se  coupent  (p.  65 1 
du  ICI  vol.),  ce  qui  rentre  dans  les  considérations  actuelles,  où  son 
évanouissement  indique  la  coïncidence  de  deux  plans  osculateurs  con- 
sécutifs. Je  ne  poursuivrai  pas  plus  loin  ces  calculs , mon  but  n’ayant 
été  que  de  faire  remarquer  la  symétrie  des  formules. 

iV*  365,  h la  Jln , page  65a,  ajoutez  : 

Lorsqu'on  a,  comme  ci-dessus,  l’équation  différentielle  à «trois  va- 
riables, d'une  famille  de  courbes  liées  par  une  propriété  commune  , on 
peut,  au  moyen  des  formules  que  j’ai  données  dans  le  n'  36i  (d’après 
Je  Mémoire  cité  au  n*  557)  » trouver  une  équation  différentielle  des  sur- 
faces développables,  dont  ces  courbes  sont  l’arèle  de  rebroussement;  mais 
au  lieu  d’employer  ces  valeurs  telles  qu’elles  sont  présentées  à l’endroit 
cité  , et  comme  l’a  fait  Monge,  dans  la  Correspondance  sur  l’Ecole  Po- 
tytechnique  (loin.  T,  p.  210),  j’y  introduirai  la  fonction  3 — px — qy , 
dont  on  a déjà  vu  plus  haut  ( addil.  au  11“  53g)  quelques  propriétés,  et 
que  je  représenterai  par  u. 

Pour  cela,  je  remonterai  aux  équations  (1),  (a)  et  (3)  du  n“  3Gi, 
auxquelles,  en  séparant  les  x',  y',  z'  des  x,  y,  s,  je  donnerai  la  forme 


z' — p-P  qy'  -j—  u (1'), 

o = x’iip  y'dq  -*f-  dn (a'), 

o =s  x'd*/>  -f-  y'à’q  -f-  d'u (3'); 

les  deux  dernières  conduisent  à 

jçi  dqà*u — duel3*/  , dr/d  p — dpd*a 

^ dptl  ÿ — dÿd’/i  9 


et  substituant  dans  (i'),  il  vient 

ptdqà'u  — «df/d’q)  -f-  «/(di/d’p — dpcî9u)  -f-  i/(dpdV;  — dgd’p) 

àpd'q  — àqô*p  9 
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joignant  à ces  expressions  les  suivautes. 


àx1 di / __  dy[ d p_ ,r(.  > 

d*T  pdq — qi\p  * d;'  pdq — qüp 


677 


oii  j’ai  accentué  les  variables  x, y et  2,  pour  les  distinguer  des  coor- 
données de  la  surface  cherchée,  on  aura  tout  ce  qu’il  faut  pour  trans- 
former une  équation 

F (*»  ^ > z'>  dT  • d?)  ==0’ 


appartenant  à une  famille  de  courbes,  en  une  autre  qui  ne  contiendra 
que  les  quantités  p,  q,  u,  les  différentielles  d p,  <]// , du,  et  les  fonctions 

d/,d\7  — dr/d'p  = d/>*d  |j  , 

àqà'u  — dud’ijf  = dy’d  ~ , 

Àud'p  — d/?d*«  = du’d  t 


Elle  sera  en  même  temps  aux  différentielles  totales  et  aux  différentielle* 
partielles  ; et  comme  on  peut  la  représenter  par 


tf  dp  du  1 , dp  1 , du\  . 

\P>  f/’  “>  5 q»  d^j»  à~q^Tq’  dij  d fy)  — °» 

on  voit  qu’en  y introduisant  les  relations 


p = ft(q'),  u = a>(q)  (addit.  au  n"  539), 
particulières  aux  surfaces  développables,  on  la  change  en 

f [ <7 . <7)»  ®(?)>  ^'(î) > “'('/)>  *"(7)»  »"(?)]  = °» 

forme  sous  laquelle  elle  établit  une  dépendance  entre  les  fonctions  ar- 
bitraires des  équations 


Z — X*(q)  — yq=  u{q) 

—,xm'{q)  — 7 = *'(7), 

qui  embrassent  la  totalité  des  surfaces  développables. 

Eu  se  donnant  à volonté  la  forme  de  la  fonction  7r(q),  on  aura  pour 
déterminer  u(q)  une  équation  différentielle  à deux  Variables  seulement. 

Cette  recherche  n’ayant  encore  aucune  application  utile  , je  ne  m’ar- 
rêterai pas  à former  l’équation  correspondante  à celle  qui  termine  le 
s"  3G5,  ce  qui  d’ailleurs  est  sans  diljiculté. 
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CORRECTIONS  ET  ADDITIONS 

POUR  LE  SECOND  VOLUME. 


CHAPITRE  PREMIER. 


A*  375,  page  10,  ligne  i™,  après  les  formules , ajoutez  rexemple 

suivant  : 

Soit 

de  Nàx  /V'dx 

(x  -+-  a)(x  -f-  a)  x ■+*  a ‘ x-|-  a'  ’ . 

on  trouve  d'abord 

N+flr  — o,  Na'  + N'a=  1,  d’où  N—  -A — , N'  = —,, 
ce  que  la  supposition  de  a'=a  change  en 

iV-f- A'=o,  A + A=i,  N'—1-.  * 

7 a 1 o 7 o 

Ces  équations  sont  évidemment  contradictoires,  et  les  valeurs  qu'on  en 
tire  sont  infinies;  niais  si  Ion  intègre  d'abord,  en  supposant  les  binômes 
inégaux,  ou  trouvera 

7=ra  { fx % -fïT-a\  = { 1 - 1 (*+ a')>  +“""•» 

résultat  dont  la  partie  variable  devient  | quand  a!-=a  ; et  si  l'on  en 


cherche  la  vraie  valeur  (>45),  on  obtiendra 


dx 


X-f-  U 


, ce  qui  est  en  effet 


l’intégrale  de  la  fraction  dans  laquelle  la  supposition  de  a'  = a 

chauge  la  proposée*:  ce  passage  rentre  donc  dans  la  loi  générale,  comme 
celui  du  n’  568. 

Même  numéro , à la  fin , page  11. 

Je  11'ai  point  construit  ici  de  formule  générale,  parce  que  dans  la 
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question  qu’il  s’agit  de  résoudre , les  quantités  données  sont  exprimées 
en  nombres,  le  plus  souvent;  mais  si  l'on  considère  la  fraction 

Ax—'  -4-  7?.rlt—  + C.r‘— * -f -T 

O — «)(x — fi){x  — y){x—l)(x — 1)  etc.  ’ 

le  nombre  des  facteurs  du  de'nominatcur  étant  «,  on  trouvera  aisément, 
par  ce  qui  précède,  qu’elle  équivaut  à 

A.—'  -f-  /<«—■  4-  CV— „.+  r 1 
(« — fi)(" — v)(«  — <t)(«  — 0 *,c-  x — * 

, Ap~‘  + BF-*  + Cp~' ....+ T I 

{fi— «)(£  — '/)(£  — 0 «te.  x — fi 

-f-  etc. 

Ce  résultat,  déjà  obtenu  par  Maclaurin  ( Traité  des  Fluxions , n°‘  776 
et  suivans),  étant  une  fonction  symétrique  des  lettres  a,  [l,  y,  etc., 
montre  bien  que  la  valeur  des  fractions  partielles  ne  dépend  point  de 
l’ordre  dans  lequel  on  les  détermine. 

N‘  377,  à la  fin , page  i3,  ajoutez: 

On  peut  chercher  en  même  temps  les  deux  fractions  partielles , e» 
posant 

V _ a _ ■ n __  u. 

x+M+fiy1 — 1 fiÿ — 1 

d’où 

V — U~ [^  + «--8V/^)4-g(x+-  + sj/=T)]Ç). . 

O + « + fi  V' — 0 (*  4-  » — fi  V — * ) 

et  faisant  successivement 

x= — a — ■ /3  \/ — 1 , x = — a + (Z  V/ — 1 , 

on  trouvera  pour  A et  B les  mêmes  valeurs  que  ci-dessus. 

]V’  578,  page  \\,  ligne  ja,  après  etc.,  ajoutez  : 

C’est  ce  dont  on  se  convaincra,  en  observant  que  pour  obtenir  cette 
seconde  suite  de  fractions  partielles,  il  suffit  de  changer  dans  les  cal- 
culs qui  ont  servi  pour  obtenir  la  première,  le  signe  de  \/ — 1;  les 
expressions  de  m,  m,,  etc-  , n,  n„  etc. , demeureront  les  mêmes,  à ce  signe 
près. 
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Ibid,  , ligne  H en  remontant,  après  réel , ajoutez  : 

6a voir,  3(Xm+Yn);  on  aura  donc  pour  l'intégrale 

a(.Ym  + l'n) 

(»-/«)[(* + «)*  + *'?"*■ 

Ibid.,  ligne  dernière,  après  ajoutez  : 

■ Cette  manière  d’opérer  a,  sur  celle  du  numéro  suivant,  l’avantage  de 
conduire  directement  à l’intégrale  de  chaque  couple  de  fractions  par- 
tielles, et  de  dispenser  de  la  réduction  d’intégrales  qui  est  exposée  dans 
Je  second  alinéa  du  n”  37g,  réduction  qui  fait  un  double  emploi  avec 
celles  qu’on  trouve  plus  loin  (094)  pour  les  différentielles  binômes. 

A”  38o,  à la  Jin , page  20,  ajoutez:  ' 

On  trouvera,  au  n°  1118,  de  plus  grands  développemens  sur  ce  sujet. 

N*  58G,  page  3o,  ligne  3. 

I.es  formules'  qu’on  voit  au  commencement  de  celte  page  rem- 
plissent bien  le  but  proposé;  mais  on  met  plus  de  symétrie  daus  les 
signes,  eu  posant,  comme  l’a  fait  Euler, 

\ *4-  @.v  4- a*  = z — x,  d'où  x = Vr— • 

On  m'a  fait  remarquer  aussi  que  la  valeur  de 

dx  dr 

y/.+Ae+x*  * — *’ 

s'obtenait  tout  de  suite  en  diflerenlianl  l’équation  qu’on  forme  en  éle- 
vant au  quarré  les  deux  membres  de  la  première,  parce  que 

/3d x = asds  — axd;  — a-dx,  revient  à /2dx  4-  aadx  = a(s — x)d: , 

et  qu’on  en  lire 

dx  ad  1 ^ .Ydr  a Zâz 

z — x Ê -+-  az  ’ \ZT+~Bx  + Cx‘  y/»-+-aa* 

En  anplinuant  ces  formules  à la  différentielle  — ; ^'r  — - ---  . on  ar- 

1 l /A+Dx  + Cx'* 

riverait  tout  de  suite  au  dernier  résultat  du  n“  587. 
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Si,  dans  la  transformation  relative  à \/a-j-/2x — x*,  on  différence 
1 équation  a'  — x = (x — n)i’,  on  en  tirera 

dx  ad*  . . dr 

g r*  _ ■ ■ . 5 « valeur  île  .......  - - - — t . j 

(x— a)*  1 + t'  y/m  + fix  — x* 

et  l'on  aura  par  conséquent  . 

/Xàx • 2 p y.  A z 

j/  A •+-  Lix  — CV  V J ‘ + 

iV’  58g,  à la  fin , page  35. 


L’importance  de  l’intégration  contenue  dans  ce  numéro,  me  permet 
d'ajouter  ici  qu’on  y parvient  immédiatement  en  faisant 

V* — ar*  — z — x — i , 

d'où  il  suit 


i = :• 

dr 

z — xÿ — i 


L’intégration  par  parties  peut  s’étendre  aux  produits  d’nn  nombre 
quelconque  de  facteurs  ; j'ai  rapporté,  dans  le  présent  volume,  p.  4go, 
la  formule  qui  répond  à fiwdl  ; mais  on  peut  encore  généraliser 
ces  expressions,  en  considérant  des  fonctions  quelconques  au  lieu  de 
produits.  Soit,  pour  exemple,  la  différentielle  f(«,  p)de,  u et  v étant 
des  fonctions  de  x;  si  l’on  intègre  celte  différentielle  par  rapport  à e, 
en  supposant  d'abord  « constant,  que  le  résultat  soit  U , et  qu’on  eu 
preune  la  différentielle  totale,  ou  aura 

dV  ~ d“  + 37  dt’  = 57  d“  + fC“»  «0  dt'; 

passant  ensuite  aux  intégrales  , on  formera  l’équation 

U = d«  + /f(«,  v)de, 

S6 


— 2zx  y/ — i,  o = asdi  — axda  \/ — i — ardxy/ — i , 

ds  C dx  r dx  f ds  il. 

zy/^ï  ’ J V 1777  J z-xV—i  J zv'^î  V—i  ~~*~cons  ' 

= — 4=1(  y/ 1 — jë*+x  \/ — i)-f-  cnns t. 

A’*  5 94,  à la  fin,  page  58,  ajoutez: 
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dont  on  tirera 

f((u,  = 

formule  qui  peut  être  utile  dans  quelques  cas. 

JY'  /f'i8 , page  84,  ligne  5 en  remontant. 

11  est  bon  de  remarquer  dans  cet  endroit  la  première  réduction  que 
aubil  l'exemple  proposé,  savoir  , 

fx’àx(\x)‘  = (1  x)* - ^ /W*(  1 

parce  que  le  seul  changement  de  l’exposant  n en  n — 1 , » — 2,  etc. , en 
fait  sortir  la  formule  générale  rapportée  au-dessous,  et  montre  com- 
meut  elle  doit  se  termiuer. 

N’  43o , page  87,  ligne  7 en  remontant. 

Même  observation  par  rapport  à cet  exemple , pour  lequel  on  a 

/x"d.r x™*1  . m-f-  i r .r"dx 

(Ur  “ “ («  — 0(1*)-'  J (fip-  * 

formule  qui  peut  s'obtenir  par  le  renversement  de  l’expression  précé- 
dente de  fxmdx(  1 x)*,  dans  laquelle  l'intégrale  du  second  membre  de- 
vient la  plus  élevée,  lorsque  l'exposant  n est  négatif. 

N‘  44°  > PaSe  97  > ligne  6 en  remontant , ajoutez  : 

O11  peut,  dans  toutes  ces  formules,  substituer  l'arc  binôme  nz- f-»« 
à l’arc  ns;  on  aura  encore 

f dscos  (nz  + m)  = ^ sin(ns  -J-  ni)  -f-  const.  , 

et  ainsi  du  reste. 

Page  98,  ligne  1",  après  fonctions,  mettez  un  point  et  ajoutez: 
Nous  prendrons  pour  exemple 

dssin(ms+«)cos(T>z  +9), 

différentielle  que  l’expression  connue  • 

siu  a cos  l>  = i sin(n  + i)  + j siu(a — 1>) 
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change  en 

î ds{sin[(/»  + /i)z  + n+^]  + sin[(/n — p)z-\-n — 9]}, 
et  dont  l'intégrale  est  par  conséquent 

“ * {df->cosKm  +P) s +»+  q]  4-  ^cos[(m— p)z+n— 9]}  +const. 
Ce  procédé  s'appliquerait  de  même  à toute  aatre  fonction  de  ce  genre  , 
,2V*  44G , page  104  , ligne  5,  au  lieu  de  sur  fdz,  niellez  : 


cos  z , . «n  x . , ..  » . 

sur : — = — cols  et = tang-,  comme  on  le  voit  en  faisant, 

sm  z . cos  x 0 ' 

dans  la  formule  (3),  n — o,  /n=a,  et  dans  la  formule  (4),  m = 0, 

» = aj 

iV*  447,  page  104,  ligne  dernière , ajoutez  : 


Ou  ramène  à cette  formule  les  différentielles  et  - , en  cj>- 

J sm  z J coj  s' 

servant  que 

sin  z = asin  jzcosjs , 1;os  s = sin(4?r — s)=2sin  J ( '-tt — :)cos  ar — z), 

et  par  ce  moyen  on  évite  les  transformations  qui  sont  faites  sur  la 
page  io5. 

N’  45 1,  à la  fui,  page  10g,  ajoutez  : 

Ou  peut  joindre  à ces  différentielles  la  suivante, 

d4 

m‘  cos  4*  + n*  41  * 


qu’on  rencontre  dans  les  recherches  sur  l'attraction  des  sphéroïdes  el- 
liptiques. 

Soit  tang  4 = u ; on  aura  = d«  , 

/f*  — Au 
■ d4  Ç du  1 I m 

m’  cos  4’+  n’sin4'  J m’-f-n’u’  ” mn  I if  * 

%J  ’ ro* 

• = ~ arc  ^tang  = -f-  const.  «. 

On  ramène  aussi  celte  différentielle  à celle  du  n*  44‘J»  eu  lu*  don- 
nant d’abord  la  forme 
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et  en  observant  que  cos  4^*  = ï + r cos vient  alor* 

acty 

m*  co»  4^  *+■  n*  sins^*  m*  -f-  n*  - f-  (ro* rtB)cos  a4<  , 
où  il  n'y  a plus  qua  poser  /n*  4-  «*  = a , »»•— n‘=i. 

A**  47 1 j PnSc  1 36,  ligne  dernière  du  texte , ajoutez  : 

Uue  intégrale  definie  peut  aussi  être  rapportée  à la  valeur  moyenne 
prise  entre  toutes  celles  que  reçoit  la  fonction  X dans  l'intervalle  des 
limites  données;  car  celte  valeur  moyenne  est  égale  à 

.TVJ  .'.-i'  *~'  ( Arithmétique ) ; 

et  en  y mettant  pour  n sa  valeur  ^ ° , on  aura 

^ + ^ fXùx, 

cette  intégrale  ayant  pour  limites  x=a  et  x=i. 

N'  47^ , « la  fin,  page  1 38,  ajoutez  en  note  : 

Il  est  utile  de  connaître  des  limites  entre  lesquelles  soit  comprise  la  quantité  qu'on . 
cherche  , parce  qu’on  peut  juger  ainsi  du  degré  d’approximation  qu’on  a atteint  ; mais 
il  faut  observer  que  le  milieu  entre  deux  expressions  dont  les  erreurs  sont  de  signes 
Contraires,  n'approche  nécessairement  de  la  vérité  qu'autant  que  la  plus  forte  des 
deux  erreurs  est  moindre  que  trois  fois  la  plus  faible.  Dans  tous  les  autres  cas,  c'est 
pour  éviter  le  hasard  de  tomber  sur  le  plus  grand  écart,  qu'on  est  fondé  à prendre 
le  milieu  entre  deux  valeurs  approchées  d'une  même  grandeur. 

CHAPITRE  II  DU  SECOND  VOLUME. 

N-  498,  à la  fin,  page  171,  ajoutez: 

Tin.  ij  II  n’est  pas  difficile  de  conclure  le  segment  ACQM ,fg.  14  du  tom.  Il,  . 
du  segment  A PM,  dont  l’expressiou  termine  la  page  170.  E11  effet, 
APM  étant  nul  lorsque  j=o,  on  doitsupprimer  la  constante;  et  comme 
ACQM==A  CQP — A PM,  du  aura 

AGQM  — nu:  -f-  a y 'fiaj — -j‘ — 3/îly  \Za aj — -j  %\ 
tnais  en  rapportant  les  arcs  et  les  sinus  au  rayon  a,  on  a aussi 
x — arc  (siu.  ver.  —)  j — \ aiy  — -f-, 
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par  conséquent 

^CÇjl/=a«.arc(sîn.  ver.=j‘) — an  \/ 2aj — -y* 

-+-  V V — 3/d/  s/iay-j'; 

* t • 

or,  ; o.arc(sin.  ver.=j)  exprime  le  secteur  formé  sur  l’arc  rm/,  et  est 

par  conséquent  égal  au  segment  mnq,  puis  au  triangle  formé  par  le  sinus, 
le  cosiuus  et  le  rayon;  ainsi 

2<r.arc(sin.  ver.  =/)==  /ggnn  -f-  a(«— -j)  \/ iaj — y* 

— 4/‘!r  + a(«— y)  ÿ*, 

valeur  qui,  réduisant  celle  de  ACQM  à /d y \/*y— y*,  donne.... 
A CQM  = t/mn. 

N"  5oo,  page  i y 4 , ligne  10 , ajoutez  en  note: 

Descartes  pensait  qu'aucune  courbe  ne  pouvait  être  exactement  rectifiable,  à Causé 
qu’il  n’y  avait  aucun  élément  commun  entre  une  ligne  droite  et  une  ligne  courbe,  asser- 
tion assez  singulière,  et  bientôt  démentie  par  Van  - Heuraet  et  Neil,  qui  trouvèrent 
presqu’en  même  temps,  la  rectification  de  la  parabole  cubique  oy’  = x5,  non  pas 
directement,  comme  On  vient  de  le  voir,  mais  en  la  faisant  dépendre  de  la  quadrature 
de  la  parabole  ordinaire  , connue  depuis  Archimède. 

Cette  réduction , à laquelle  ils  parvinrent,  par  des  considérations  géométriques,  où 
les  petits  arcs  de  courbe  sont  pris  pour  des  lignes  droites,  résulte  bien  simplement  do  la 
formcle  \/ dx‘  + dy*;  car  si  l’on  représente  par  z la  normale  à la  courbe  proposée , 
l’équation  • 

s — ^ dv_  c]oncan(  j/ _j_  dy*  = , 

conduit  à 

f \/àx‘  + ty  =J'~, 

par  où  l’on  voit  que  l’arc  d’üne  courbe  quelconque  est  proportionnel  au  segment  de 
celle  qui  aurait  pour  ordonnée  le  quotient  de  la  normale  divisée  par  1 ordonnée  pri— ’ 
mi  rive.  ( t'oy.  dans  l’édition  latine  de  la  Géométrie  d Descartes  donnée  par  Scbooten, 
la  préface,  et  à la  fin,  la  Lettre  de  Van-Heuract,  datée  de  i65q;  voy.  aussi  Hugenil 
Opéra  varia,  tons.  I,  pag.  loi,  et  IVallisii  Opéra,  tom.  I,  pag.  55*). 

N‘  5 ta,  à lafm , page  184 , ajoutez: 

Les  cycloïdes  alongées  et  accourcies  se  rectifient  par  des  arcs  d’el- 
lipse. Cela  se  voit  en  prenant  les  formules  du  premier  alinéa  do  la 
page  498  du  premier  volume.  On  en  tire 

Vdx*  + <1/*  = + i*  — cos  î. 
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Pour  la  cycloïde  ordinaire,  A = a,  d'où  il  résulte 


S/d-c*  J?  * = ds\/ 2^1  — cos 

• 

Celle  remarque  a élé  faite  par  Pascal;  mais  il  n’a  pas  cependant  trouvé 
la  rectification  de  la  cycloïde;  c’est  Wrçnqui  y est  parvenu  le  pre- 
mier, et  sa  decouverte  a été  connue  avant  celle  de  Van-Heuraet;  niais 
elle  ne  comptait  pas,  contre  l'opinion  de  Descartes,  rapportée  plus  haut, 
parce  que  la  base  de  la  cycloïde  dépend  du  cercle.  ( Voyez  les  Opéra 
varia  de  Fermât,  pag.  8g.  ) 

N'  5i8j  page  189,  ligne  5 en  remontant , après  ar-f-A,  ajoutes  : 

Le  fréquent  usage  qu’on  fait  de  la  considération  du  corps 

M’m'N'n'nMmJV , auquel  la  dénomination  de  prisme  ne  convient  qu'im- 
par  fa  item  eut , semblerait  demander  qu'on  lui  assignât  uu  nom  particu- 
lier, et  je  proposerais  alors  celui  de  colonne. 

N’  5ao  j à la  fin,  page  ig/j , ajoutez  : 

11  y a des  cas  où  un  changement  d'ordre  dans  les  intégrations  con- 
duit à des  résultats  divers.  Voyez  le  troisième  volume  , page  49®- 

Lagrange,  en  s’occupant  d’un  cas  singulier  tic  l’attraction  des  sphé- 
roïdes elliptiques,  ^remarqué  un  paradoxe  qui  consiste  en  ce  qu'une 
fonction  toujours  nulle , acquiert  par  l’intégration  uue  valeur  assignable  ; 
et  cela  arrive  par  l’introduction  d’un  diviseur  égal  au  facteur  qui  anéan- 
tirait la  formulé  dans  la  seconde  intégration.  ( Voy . à ce  sujet  le  t5* 
cahier  du  Journal  de  l’Jivole  Po lyteclyi ir/ue,  p.  67.) 

JY"  5a  1,  page  ig5,  UgAe  ja,  ajoutez  : 

Dans  le  mode  d’intégration  suivi  plus  haut,  le  cône  est  décomposé 
en  tranches  hyperboliques  parallèles  au  plan  des  xz. 

Ibid. , ligne  i5. 

Ici , le  calcul  serait  un  peu  plus  simple,  si  l’on  posait  \Zz%+-r'=^tc; 
le  cône  serait  décomposé  en  tranches  circulaires  parallèles  au  plan  desj's. 

-Y*  522,  page  196,  ligne  7,  ajoutez  : 

Quand  on  traite  les  courbes  par  la  considération  des  infiniment  pe- 
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tits,  On  est  tenu,  ainsi  que  cela  a été  dit  n*  a5 7,  de  justifier  de  l’ordre 
des  quantités  qu’on  néglige.  Ici,  sur  chaque  trapèze  curviligne  PEep, 
on  négligé  un  petit  triangle  qui  n'est  qu’une  partie  du  rectangle  dxdy, 
dy  étant  la  différence  des  ordonnées  PE  et  pc.  Ce  produit,  intégré 
par  rapporta^',  depuis  J — b jusqu a yz=  b\  donne  (i1  — è)dx,  ce 
qui  ne  forme  qu’un  infiniment  petit  du  premier  ordre  et  représente  le 
rectangle  MQSN  de  la  figure  2,  n*  47$,  page  i3f). 

Ibid.,  ligne  7 en  remontant,  ajoutez  : 

Ici , on  néglige  sur  le  prisme  (ou  colonne)  ayant  pour  base  M'm'N'n', 
nn  corps  moindre  que  le  parallélépipède  dxd_yds  (ce  de  étant  celui  de 
la  surface) , terme  du  troisième  ordre , tandis  que  adxdy  n'est  que  du 
second.  En  intégrant  le  produit  dxdyds  par  rapporta  z,  depuis  z—c 
jusqu’à  z = c',  il  viendrait  âxily(c' — e)  prisme  qui  répond  au  rectangle 
MQSN  cité  plus  haut,  et  qui  surpasse  la  somme  des  volumes  négligés 
dans  l'évaluation  de  la  tranche  dont  les  deux  ordonnées  extrêmes  sont 
£=  c,  s=c't  et  comprise  entre  deux  plans  dont  l'un  passe  par  ces  or- 
données, et  l’autre  leur  est  parallèle. 

Si  l'on  intégrait  ensuite  le  produit  dxd/(c’ — c)  dans  le  sens  de  l’épais- 
seur de  cette  tranche,  c’est-à-dire  par  rapport  à x ou  à y seulement , 
on  n’arriverait  encore  qu’à  un  résultat  du  premier  ordre,  qui  devrait 
par  conséquent  se  négliger  vis-à-vis  des  quantités  finies. 

JY*  5a3,  à la  fin , page  198. 

Pour  s'assurer,  par  la  considération  -des  infiniment  petits,  que  le 
quadrilatère  MXZY , placé  sur  le  plan  tangent,  est  le  seul  dont  il  faille 
tenir  compte,  il  suffit  de  remarquer  qu’il  est  Je  seul  dont  l'expression 
soit  du  deuxième  ordre  ; les  deux  autres  quadrilatères  et  les  deux  triangles 
ayant  une  de  leurs  dimensions  du  premier  ordre  et  l’autre  du  deuxième, 
sont  nécessairement  du  troisième.  Comparant  ensuite  les  triangles  YMZ 
et  nMN , le  premier  formé  par  des  tangentes  et  le  second  par  des  cordes, 
qui  11e  diffèrent  que  dans  les  quantités  du  second  ordre,  on  voit,  sans 
calcul , que  leurs  aires  ne  peuvent  différer  que  dans  le  troisième  ordre. 

Il  manque  ici  un  exemple  de  l’usage  de  la  formule 

s = fifAxdy  \/  i +p'-Y</'  : 

la  sphère  en  fournit  un  très-simple.  Comme  on  a 

• * 

='•*,  x+pz—o,  J+Ç2=0 
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- _ \/v  + y-  _ 


V'i  +/>'+</'  = 
on  obtient  ensuite 

/ràx  / . x \ 

..  . — ~-=^  = rare!  sin  = — ): 

l / r‘  — je'  — v*  \ V r*  — v*'  ’ 


V r* — x* — y'  *' 
.r  * 

V^y- 


en  prenant  cette  inte'grale  depuis  .r=o  jusqu’à  •r=\'V* — j‘,on  trouve 
a- , et  l’on  a , par  la  seconde  intégration  >J'~  dy  — Ceci  n’est  eu- 

iu'i  il  corc  fIue  l’express>on  de  BDIIF,-  fg+  18  du  tom.  II;  c’est-à-dire  le 
quart  de  la  zone  entière,  qui  est  donc  égale  à 27 rry,  résultat  qui  s’accorde 
avec  les  élémens  de  Géométrie,  et  qui,  étant  pris  depuis  y — — r jus- 
qu’à donne  Içrt*  pour  la  sphère  ^entière.  % 


iV*  5a6,  page  a°3,  après  la  ligne  10. 

La  figure  citée  à cet  article , ne  représente  pas  le  cône  dans  la  si- 
tuation la  plus  ordinaire  et  la  plus  aisée  à concevoir;  on  trouvera  peut- 
être  ce  qui  suit  plus  simple. 

riG.  as  Le  cerc!e  AM,fg.  aG,  représente  la  base  placée  sur  un  plan  hori- 
zontal, la  hauteur  du  cône  est  SS'  ; ST  est  la  perpendiculaire  abaissée 
du  sommet  sur  la  tangente  menée  au  point  AI  de  la  base,  et  par  con- 
séquent la  hauteur  du  triangle  mSM,  qui  est  l’élément  de  Taire  de- 
mandée. Posant,  en  conséquence, 

SS'=a,  OS'  — b,  OM=r,  A O AI  — <p, 
et  meuant  S'E  parallèle  à AIT  f on  a 

EO  = OS'  cos S'OE  = icos$,  S'T  = OM  — EO  — r — êcos$, 

ST  = y/s7s+'srf  = Va'  + (/■—  bcosç)', 

mSAI  = 3 Mm  xiT  = ; rd:p  \ a'  -f-  (r  — b cos  <p)*. 

N‘  529,  à la  fin , page  206,  ajoutez  : 

I.  La  transformation  des  variables  de  l’équation 


a'  T t>‘^  c'  ’ •• 
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■par  les  formules  de  M.  Yvory  (addit.  au  n*  807)  , donne  lien  à une  ap- 
plication fort  simple  des  précédentes.  Quand  on  fait 


x — a sint  cosu,  y = isin  t sina  , z=c  cosf, 

il  vient 


P = a cos  t cos  u,  Q = — asinlsinu, 

P = £ cos  z sina,  Q'  — èsiazcosa, 

PQ'  — P’Q  — ab  sin  Z COS  Z, 
et 

fjsdxdy  zxsabcjjfdldu  sia  t cosZ*  = abcfduf — d(cos  z)ros  Z* 

*=  — ^ fducosi3; 


mais  coszJ  pris  entre  les  limites  t—  o et  t—x  donnant  — • a , on  a pour 
dernier  résultat 


lorsqu’on  intègre  entre  les  limites  « = o et  b = 3t. 

Cette  expression  du  volume  d’un  ellipsoïde  quelconque,  devient  celle 
du  volume  delà  sphère,  quand  a = ô = c. 

II.  L’aire  de  l’ellipsoïde  dépend  de  l’expression 


ffdxdy  V 1 ■+-/>*  4- <?*  = ffdxdy  \J \ + ^ + £•£ , 
que  la  transformation  ci-dessus  change  en 

ï /iri  1 • . / « c*sin/*ccwu*  , c*  sin  t*  sin  u* 

abjfdldu  sin  t cos  t \J  1 -J 4- 


6‘  cos  t’ 


= f du  fdt  sin  t \f a’ b’  cos  t'  -f-  b'c'  sin  Z*  cos  u'  4-  aV*  sin  Z‘ sin  a*. 


On  ne  peut  effectuer  en  termes  finis  qu’une  seule  de  ces  intégrations. 
Si  l’on  commence  par  la  variable  Z,  qu’on  fasse 


. b’  cosn*  -f"  a*  sin  u*  = a*,  cosz  = s, 

et  qu’on  chasse  sinZ*,  il  viendra,  pour  la  première  intégration. 


— fds  V/  e‘®*4-  {u'b' — a.'c‘)s't 

qui  dépend  des  logarithmes,  parce  que  a‘b 1 surpasse  toujours  «V*, 
quand  on  a soin  de  prendre  pour  c la  plus  petite  des  trois  quantités 
a,  b , c : cela  se  voit  en  cherchant  le  maximum  de  la  foncliou  et*. 

3.  87 
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La  seconde  intégration  surpassant  les  forces  actuelles  de  l'Analyse  , 
il  est  plus  commode  de  commencer  par  réduire  le  radical  en  série; 
mais  afin  de  ne  pas  avoir  la  fonction  et  au  dénominateur,  reprenons 
la  formule 


abfflàtdu  sin  t cos  l \J i 


c*  sin  cou  u * 
a*  coi 


, c*  sin  t*  ïin  u*  . 
' b • cos  * 


en  faisant  passer  cosl  sons  le  radical,  et  mettant  pour  cosC  sa  valeur 
i — sin;*,  nous  aurons 


abffAtàutml  y i — ^ cos  u‘  — sin  u*^sin^; 

mettant  dans  la  parenthèse  sin  u'  -f-eosu*,  au  lien  de  t,  nous  trouverons 
abffitdus'int  \J  1 — r-  cos  tt*  ~ - sin  uÿ sin  <*, 
expression  où  le  Tadical  prendra  la  forme 

\/ 1 — (fi' coi  u'  -f-  B'  siu  u‘)siu  t'=\é 1 — jS*sin 

si  l'on  fait 

° ~ c-  «==  A',  ^ ~ r-  = B\  et  ,^*cosu*-f-2?‘sinti*  = /3’. 

Le  reste  du  calcul  n’est  pas  difficile,  et  d'ailleurs  on  peut  consulter 
les  Exercices  de  Calcul  intégral  (tom.  I,  p.  182);  on  y trouvera  en 
outre  la  solution  du  même  problème,  en  prenant  pour  élément  de  l’aire 
un  quadrilatère  compris  entre  les  lignes  consécutives  de  plus  grande 
et  de  moindre  courbure.  M.  Legendre  est  parvenu  de  celle  manière  à 
ramener  aux  transcendantes  elliptiques  la  dernière  intégrale. 

CHAPITRE  III  DU  SECOND  VOLUME. 

N‘  546,  à la  fin , page  227,  ajoutez  : 

Toute  fonction  différentielle  qui  ne  satisfera  pas  à celle  condition  , 
ne  pourra  pas  résulter  d'une  différentiation,  et  ne  sera  par  conséqueul 
pas  une  différentielle  exacte. 

J’ai  employé  quelquefois  le  mot  complète , au  lieu  d 'exacte;  mais  ce 
dernier,  qui  est  le  plus  en  usage,  me  parait  aussi  le  plus  convenable, 
parce  que  complète  est  plutôt  opposé  à partielle,  et  synonyme  de  totale , 
et  que  les  différentielles  partielles  doivent  cire  exactes  par  rapport  aux 
quantités  qu’oo  y a regardées  comme  variables. 


1 
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N'  548,  page  a3o,  ligne  17,  ajoutez  en  note  : 


.On  s’assure  aisément  qv'aurtme  de  ces  équations  n'ftit  la  conséquence  des  deux  autres, 
et  qu'elles  sont  toutes  nécessaires.  En  difTérentiaut  la  première  par  rapport  à a,  la 
seconde  par  rapport  à y , on  arrive  à 


à-if 


d-.V 
dxdc  ’ 


d*.lf 


d'P 


d«iy  dxcly  ’ 


d ’N  _ d'P 
dxd»  dxdy ’ 


équation  qui  semble  d'abord  la  différentielle  de  la  troisième,  par  rapport  à x;  mais  elle 
est  plus  générale  que  celle-ci,  car  on  la  déduirait  aussi  de  l'équation 


d N d P , , - 

dl=  dy+*y'  *>' 


dans  laquelle  p(y,  »)  désigne  une  fonction  quelconque  des  variables  y et  a. 


CHAPITRE  IV  DU  SECOND  VOLUME. 

N*  56g,  à la  fin,  page  a'G3,  ajoutez  : 

Il  suit  de  là  que  si  l’on  parvenait  à découvrir  deux  facteurs  distincts, 
propres  à rendre  intégrable  l'équation  différentielle  proposée  , on  aurait 
sur-le-champ  son  intégrale.  Eu  effet,  l'un  de  ces  facteurs  étant  pris 

pour  2,  Pautre  serait  sf(n)j  et  en  faisant  — const.  f on  aurait... 
$(u)  = const.,  ce  qui  revient  àa=c. 

A'*  57a  , a la  fn,  page  367,  ajoutez  : 

On  a remarqué  qu’une  équation  différentielle  homogène  11’a  pas  tou- 
jours pour  intégrale  une  équation  primitive  homogène  ; ou  a cité  en 
exemple 

J-*dx  4-  (•*■/  H-  or*)dj  = o , 
dont  le  facteur  est  — -L — — : voici  le  calcul. 

axy  + x’y 

y’dx  , (xy4-x’)dy  __  ydx  , ( y + x)dy 

:>  ry‘  x’y  ' uxy*  -f-  x‘y  axy  -f-  x‘  ~ ay*  + xy  ‘ 

En  iulégraut  la  différentielle  par  rapport  à x,  on  trouve 


- J-  ' (%) 

„ . = *[!*— 1 1 (■*+&)], 

d ou  il  suit 


1 d[lx  — 1 (x  -f-  n \ )~]  àY V -f^5 y-f-x 

à dÿ  <iy  ay’  + xy  yOy  x)  » 
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et  en  effectuant  la  différentiation  indiquée, 

| jy—  (.y+*)<r  (.y+g)dy  , ày  __dy.. 

x + a>~  j(ay+x)  ’ y'(x  + «y)  *+*y  y ' 

on  a donc 

r==]j— le,  et  i[Lr— I(x  + a7)]  + Ij  = lc,  ou  jr\/Z*I-  — c. 

N’  58a,  page  a8o,  ligne  u,  après  facteurs,  ajoutez: 

En  représentant  une  équation  primitive  quelconque  par  ((x,y,  c)  = oy. 
la  supposant  résolue  par  rapport  à la  constante  c,  et  désignant  par 
l’une  des  expressions  de  cette  constante,  on  aura 

<■(•*■,  J,  «)  = [c  — <p(x,  j)]F(x,y,  c)-, 

et  passant  aux  différentielles, 

— d<p(x,  y).F(x,  y,  c)  + [c  — ?(.r,  ^)]dF(.r,  y,  e)  s=  o ; 

ce  résultat  sera  vérifié  par  le  concours  des  deux  équations 

c—  <p(x,  y)  = o,  àtp(x,  y)  = o r 

c’est-à-dire  en  mettant  les  valeurs  qu’elles  donnent  pour  y et  ày.  Ou 
voit  par  celte  notation  ce  que  représentent  les  lettres  M et  3f. 

L’équation  f(x , y,  c)—o,  étant  résolue  par  rapport  h y,  donnera 
des  valeurs  de  la  forme 

y = f(x,  c),  y = f„(x,  c),  y = fjx,  c),  etc.,  . 
qui , ayant  la  propriété  de  vérifier  l’équation 

[c  — <p(x,  y)]  F(x,  y,  c)  — o, 

identique  avec  la  première,  annulleront  séparément  l’un  des  facteurs 
de  la  forme  c — ç(x,  y)  ; ainsi  le  concours  des  équations 

y = f,(x,  e),  ày  = f,'(x,  c) dx 


vérifiera  l'équation  d<p(x,  y)  = o,  qui  est  identique  avec  l’un  de» 
facteurs 


etc. 


A ce  qui  précède  nous  ajouterons  que  les  équations  primitives  où 
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la  constante  arbitraire  est  isolée,  oui  ce  caractère,  que  leuf*  différen- 
tielle immédiate  suffit  seule  pour  satisfaire  à l’équation  différentielle 
proposée,  c’est-à-dire  que  la  substitution  de  la  valeur  de  dj  'en  x et  y, 
tirée  de  la  différentielle  immédiate,  suffit,  et  il  ne  faut  pas  y faire 
concourir  celle  de  y,  tirée  de  la  primitive,  avec  laquelle  rentrerait  né- 
cessairement la  constante  c,  qui  a été  éliminée. 

Par  exemple,  si  on  développe  l’équation 

(jr  — c)'  = a'x'. 


qui  est,  comme  on  le  voit  dans  la  suite  de  l’article  cité,  l’intégrale 
complète  de  dy%  — a*dx*  = o , on  aura 

y'  — C*  = a‘x‘,  (y  — c)dy  = n\rd.r , dy  = , 


et  la  valeur  de  dy,  substituée  dans  l’équation  différentielle  proposée , 
la  change  en 

afr’Ar*  , . , 

=3  n*dx*, 

(y— O* 


qui  ne  devient  identique  qu’après  qu’on  a mis  pour  y — c sa  valeur, 
tandis  que  si  lcquation  primitive  était  différentiée  sous  la  forme 


y — c s=  ax,  d’ou  dy  = ^zadx, 

la  valeur  de  dy  rendrait  identique  sur-le-champ  l’équation  différentielle 
proposée. 

JV*  5g  1 , page  aç)5,  ligne  io,  ajoutez  en  note  : 

M.  Ampère,  dans  le  17*  cahier  du  Journal  de  l'École  Polytechnique  (p.  554)  > con“ 
dut  de  cette  remarque,  le  nombre  de  constantes  arbitraires  que  doit  renfermer  l'in- 
tégrale complète.  Après  avoir  difîérentié  m fois , en  partant  des  quantités  primitives , 
on  aura  m-f-i  équations  ; mais  si  l'équation  différentielle  proposée  est  de  l'ordre  n , 
et  qu'on  la  différentie  fusqu'à  l'ordre  m inclusivement,  m étant  supposé  > n,  on  se 
procurera  m—  n -f-  1 nouvelles  équations,  auxquelles  devraient  se  réduire,  après  l'éli- 
mination des  constantes  arbitraires , les  m -f-  1 différentielles  déduites  de  l'intégrale 
primitive  : il  faudra  donc , en  désignant  par  r le  nombre  de  ces  constantes , que 

r = m + 1 — (m — n-t- 1)  =s  n. 


Page  2 96,  ligne  ta,  après  différentiels,  ajoutez  : 

11  faut  d’abord  observer  que  les  expressions  des  constantes  arbitraires 
contenant  la  quantité  a,  en  même  temps  que  les  nouvelles  constantes 
données,  ces  dernières  quantités,  quoiqu’en  nombre  n-t-i,  ne  for- 
meraient encore  dans  l'iutégrale  que  n groupes,  et  se  comporteraient 
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par  conséquent  comme  n constantes  distinctes.  Cela  se  voit  bien  par 

les  équations 

A = {(a,  C,  C,,  C„  etc.),  A,  =f .(*,  C,  C„  C,,  etc.)  , 
qui  se  présentent  pour  déterminer  les  constantes  arbitraires,  lorsque 

y = Kxt  C>  C*>  elc0- 

Quand  l’expression  dey,  qui  termine  la  page  ap5  du  volume  cité,' 
s’arrête,  on  opère  immédiatement  ce  partage,  et  par  suite  la  réduction 
des  constantes. 

L’équation  ^ , par  exemple , conduit  à 


J — A A,  + A . 


(x— o)* 


A, 


(x— e)1 
i .a. 3 


etc. 


ce  qui  revient  à 

y = A — A,  4-  Afi'~‘  = C+  Ce ', 

en  faisant 

A — A,  = C et  A,e—  ==  C. 


N°  604,  à la  fin , page  ai  6,  ajoutez  : 

I,e  nombre  des  constantes  arbitraires  qui  entrent  dans  l’intégrale 
primitive  d’une  équation  différentielle  quelconque,  étant  toujours  égal 
à celui  qui  marque  l’ordre  de  cette  équation,  cela  suffit  pour  montrer 
qu’il  ne  peut  y avoir  plus  de  n termes  irréductibles  dans  l’intégrale 
de  l’équation  différentielle  du  premier  degré  de  l’ordre  n , et  que  par 
conséquent  la  fonction  déterminée  par  une  telle  équation  ne  doit  avoir 
qu’un  pareil  nombre  de  valeurs  particulières  essentiellement  distinctes 
par  rapport  à l’intégration  ; cependant , il  n’est  peut-être  pas  tout-i- 
fait  inutile  de  connaître  les  relations  nécessaires  qui  lieraient  entr’elles 
ces  valeurs,  si  leur  nombre  surpassait  celui  qu’on  vient  d’indiquer. 

Le  procédé  par  lequel  on  a prouvé,  à la  page  617  du  présent  volume, 
que  deux  valeurs  qui  satisfont  à une  équation  différentielle  du  premier 
degré  et  du  premier  ordre  11e  peuvent  être  que  de  simples  multiples 
l’une  de  l’autre,  s’étend  sans  peine  aux  ordres  supérieurs.  Si, .par  exemple, 
il  existait  pour  le  second  ordre  trois  valeurs  f , y",  y"',  satisfaisant  aux 
équations 

d*r'  -4-  Pdr’dx  4-  Qv'dx*  = o , 
dy"  4-  Pdfdx  4-  Qf’dx'  = o , 
dÿ"4-  Pdj  "'tLr-f-  Qf" dx*=  o,  . 
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ci  qu'on  prit  dans  les  deux  premières  équations  les  valeurs  de  Pdx 
et  de  Qdx‘,  pour  les  substituer  dans  la  troisième , on  obtiendrait 

d'ïXy'df-fdf) + dy''(/'dy-^'dy')-f-/"'(Vdy'-^"dy) = o , 

résultat  qu’on  peut  mettre  sous  la  forme  • 

y(dy,dy''^y',dyy^'xdyndy—âydy^+y'Xdfiy—dy'iy')x=o, 

et  qui  n'est  autre  chose  que  celui  de  l'élimination  des  oonstaotes  a'  et  a", 
entre  l’équation  primitive 

f"  + «y  + «y  = O , 

et  ses  différentielles  première  et  seconde;  en  sorte  que  celte  équation 
est  l'intégrale  complète  de  la  précédente. 

Cela  posé,  il  est  évident  que  l'intégrale 

x =>  cy  + cy  ■+■  cy  = (c — a’C")/ + {C"—a"c,n)y 

n'est  pas  plus  générale  que 

y = cy  + cy. 

N’  606,  à la  fin,  page  319.,  ajoutez  : 

Le  raisonnement  employé  par  d’Alembert,  pour  compléter  l’inté- 
grale de  l’équation  proposée,  lorsque  l'équation  en  m a des  racines 
égales,  est  trop  ingénieux  pour  le  passer  sous  silence,  et  ne  doit,  ce 
me  semble,  présenter  aucune  difficulté,  quand  on  s'est  familiarisé  avec 
la  théorie  des  limites,  appliquée  aux  grandeurs  assujéties  à la  loi  de 
continuité;  cependant  comme,  au  premier  coup-d’œil,  on  pourrait 
croire  que  quelques-unes  des  constantes  primitives  doivent  être  suppo- 
sées infinies  pour  que  les  nouvelles  ne  soient  pas  nulles  , on  a paru 
désirer  une  autre  manière  d'arriver  à ce  résultat;  et  déjà  je  ferai  ob- 
server qu’un  simple  changement  de  constantes , comme  on  peut  le  voir 
au  n*  607,  ramenant  l’état  de  la  question  à déterminer  la  vraie  valeur 
d’une  fraction  qui  se  présente  sous  la  forme  £,  suffit  pour  lever  toute 
difficulté.  On  atteint  aussi  le  même  but,  en  renvoyant  l'examen  des  cas 
particuliers  de  l’équation,  qui  n’a  pas  de  terme  indépendant  de_y,  à la 
discussion  de  l’équation  complète  qui  les  comprend  tous,  ainsi  que  je 
l'ai  fait  voir  dans  les  n°*  Giaet  6i3,  et  qui  donne  à celui  des  racines 
égales,  la  forme  de  f.  Ou  revient  de  là  à l'équation  incomplète,  ca 
faisant  V = o. 
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Mais  pour  ne  rien  laisser  à desirer  sur  ce  sujet , j exposerai  une  ma- 
nière directe  d'obtenir  l’intégrale  de  l’équation 

d’j  4.  jPd,-l/d.r  + Qd— jdx* 4-  VydxT  = o , 

lorsque  lcquation  en  m a des  racines  égales. 

On  donne  d’abord  à l’expression  dey  la  forme 

j ==  Xe"“  + Cer"  + CV*  -f-  etc. , 

dans  laquelle  m\  m",  etc.,  désignent  des  racines  inégales,  et  on  rem- 
place par  le  terme  XeT*  celui  que  fournissent  les  racines  égales.  On  tira 

de  k dj  = d . Xe”  -f-  (C'<r'‘m'  4-  CV'm"  4-  etc.)dr, 
d*/=  d* . XeT*  4-  elc.)dx% 

d^  =L’  d* . xèr*  4-  ( à<r'‘m'- 4-  C',èr'*m"’+  etc. )dr"; 

or,  par  le  n°  91, 

d" . Xcr*  = XtT*nfdx'  4-  " é-m—'&xr-'àX 

«(«,-0  c«,„— dx— d‘X. . . .4-  e'*d'X, 

1 1 .a 

formule  d’après  laquelle  on  exprimera  les  différentielles  de  tous  les 
ordres  du  terme  Xemt,  pour  les  substituer  dans  l’équation  proposée,  et 
où  il  suffira  d'avoir  égard  aux  termes  qu’elles  produisent,  puisque  ceux 
qui  proviennent  des  racines  inégales  se  détruisent  entr  eux.  De  cette 
manière  on  aura 

X {m*  4-  Pm—'  4-  Qm— + U ) 

4.  i ~ 4-  (n — 1 )Pm’~‘  4*  (n — 2 4“  etc-} 

+ 7^  + «tc-  } 

4-  etc. 

Les  quantités  comprises  entre  les  accolades  sont,  dans  la  première 
ligne,  le  premier  membre  de  l’équation  qui  détermine  m;  dans  la  secoade 
ligne,  la  fonction  qui  devient  égale  à zéro  quand  cette  équation  a deux 
racines  égales;  en  troisième  ligue,  la  fonction  qui  devient  égale  à zéro 
quand  celte  même  équation  a trois  racines  égales,  et  ainsi  de  suite.  Ne 
supposons  d’abord  que  deux  racines  égales,  la  première  et  la  seconde 
ligne  seules  s’évanouiront;  mais  pour  faire  disparaître  le  reste  déféqua- 
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lion  précédente,,  il  suffira  de  poser  ~=o,  ce  qui  donnera  Xz=.D-\-D'xt 
et  par  conséquent 

y = em'(D-{-D'x)  -f-  Ce-”’  -J-  etc. , 

comme  dans  le  n*  606. 

Si  l’équation  qui  détermine  m a troisTacines  égales,  la  troisième  ligne 
se  détruira  aussi , et  on  satisfera  au  reste  en  posant  = 0,  d’où.. 
X = D + D'x  -{-  Z?"x*,  ce  qui  est  le  second  résultat  du  numéro  cité, 
et  fait  voir  que  les  deux  méthodes  s’accorderont  toujours.  La  dernière 
est  celle  que  M.  Maurice  a donnée  dans  le  tonie  lll  des  Annales  de 
Mathématiques , page  46. 

N"  6i5,  à la  fin,  page  35g,  ajoutez  : 

Il  est  à propos  de  remarquer  qu’il  suffit  d’obtenir  l’intégrale  primi- 
tive de  l’équation  finale  à deux  variables , pour  arriver  à m équations 
primitives  entre  toutes  les  variables;  puisque  les  équations  subsidiaires 
dont  on  s’est  servi  pour  chasser,  comme  des  inconnues  distinctes, 
m — 1 variables  et  leurs  coefficiens  différentiels,  donneront  les  valeurs 
de  ces  variables,  au  moyen  de  la  variable  indépendante,  de  la  variable 
dépendante  conservée,  et  de  scs  coefficicns  différentiels,  qui  se  dédui- 
ront de  l’intégrale  obtenue  et  de  ses  différentielles. 

Dans  l’exemple  du  n*  73,  on  tirera  des  équations  (1)  et  (a)  une  va- 
leur de_y  en  <,xet^,  et  l'on  chassera  x et  ^ , au  moyen  de  l’inté- 
grale complète  de  l’équation  finale  du  second  ordre  en  1 et  t.  . 

On  voit  par  là  que  le  nombre  des  constantes  arbitraires  introduites 
dans  les  équations  primitives  qui  répondent  à un  système  d’équations 
différentielles  simultanées,  est  égal  à l’exposant  de  l’ordre  de  l’équalion 
finale  entre  deûx  variables,  c’est-à-dire  au  nombre  des  équations,  mul- 
tiplié par  l’exposant  de  leur  ordre,  lorsqu’il  est  le  même  pour  toutes. 

N°  633 , page  370  , ligne  8 en  remontant , ajoutez  : 

Quand  l’ellipsoide  est  de  révolution  autour  de  l’axe  des  s,  on  a Az=z r, 
B— o (3a7);  et  pour  déterminer  la  constante  qui  est  de  trop,  il  vient 
l’équation  C,(C,  -f- 1)  = o,  à laquelle  on. satisfait  en  posant  C,—' o,  ou 
C,  -f-  1 = o,  ce  qui  donne  deux  intégrales  distinctes, 

y'  — C,x •,  y'  + x*  = C„ 

dont  la  première  indique  une  ligne  droite,  et  la  seconde  un  cercle. 

8S 
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N‘  634,  à la  Jin,  page  Z-ji , ajouta  : 

Monge  a calculé  l'équation  différentielle  qui  résulte  de  l’élimination 
des  cinq  constantes  A,  Bt  C,  D,  E,  dans  l'équation 

Ay'  iBxy-\-  Cx'-\-  tiDy  -f-  lEx  -f-  1=0 ( A ) , 

comprenant  toutes  les  lignes  du  second  degré;  et  il  a trouvé  pour 
résultat  l’équation 


dans  laquelle 


g (j't  — /|5 qrs  4-  40,J  = O • 


•w. 


& . 

àx 


àq 

dl~r> 


dr 

x 


— —t 
dx 


et  qui  est  par  conséquent  du  cinquième  ordre  ( Correspondance  sur 
l’École  Polytechnique,  tom.  Il,  p.  5i). 

Cette  dernière' équation  étant  vérifiée  par  toutes  celles  qui  résultent 
des  cas  particuliers  de  la  première , peut  servir  utilement  à l'intégra- 
tion de  celles-ci. 

Pour  en  faire  une  application,  Monge  forme  l’équation  différentielle 
d’un  cercle  quelconque,  en  éliminant  les  constantes  a , b et  c de 
l'équation 

( x — a)'  + {y  — *)*  ==  c*, 

et  cherche  ensuite  à intégrer  le  résultat 

(1  +p')  r ±=  ôpq‘ (C). 

11  le  clifférentie  d’abord  deux  fois,  afin  de  parvenir  au  cinquième  ordre, 
ce  qui  lui  donne  les  équations 

0 +P')'S  — V (1  -4-  5p') , 

( 1 + p')3t  — 1 5/^(3  + 7 p')  ; 

et  prenant  les  valeurs  de  r,  j et  (,  pour  les  substituer  dans  (B),  cette 
dernière  est  satisfaite.  L’intégrale  de  l'équation  (C)  sera  donc  un  cas 
particulier  de  l’équation  (A),  et  s’obtiendra  en  réduisant  à trois  les 
cinq  constantes  que  celle-ci  contient. 

En  la  différcntianl  trois  fois,  pour  en  tirer  les  valeurs  des  coefficicns 
différentiels  p , q,  r,  qui  'entrent  dans  (C)  , et  posant,  pour  abréger. 


Ay  -f-  Bx  + D = AI,  Bj  + Cx  +E  =iY, 
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N~  MS'  — ->fl  MS  4.  CM' 

P . Â/>  ? — W 


3(AN‘  — a BMtT+  CM)(AS  — /!!/) 

r == — 

valeurs  qui  changent  (U)  en 
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M[AN‘—  zBMN  + CM'JB(M'-N')  + MN{C—Aj]  = o. 

Cette  équation  devant  se  vériCer  indépendamment  des  variables  x et  y, 
on  ne  peut  faire  M=  o , ce  qui  donnerait  Aeezo,  B=o,  D—o,  et 
ne  laisserait  que  deux  constantes  arbitraires  au  lieu  de  trois.  Par  la 

même  raison,  il  ne  faut  pas  égaler  à zéro  le  second  factéur 

AN'  — a BMN CM' ; mais  le  troisième  s’évanouissant  quand 


fi=o,  C — A ■=■  o, 
remplit  la  condition  exigée  et  change  l'équation  (A)  en 
A(y'  -f-  x")  + a Dr  -+*  zEx  -f-  t = o , 
qui  est- bien  celle  d’un  cercle  quelconque. 

N'  64 7 j PnSe  3g  1,  ligne  11,  ajoutez:’ 

La  proposition  qui  vient  d'être  démontrée,  parait  avoir  été  remar- 
quée d'abord  par  Trernbley.  Voy.  les  Mémoires  de  l’ Académie  de  Turin, 
tom.  V,  p.  10,  a' pagination.  t ... 

jCHAPITRE  VII  DU  SECOND  VOLUME. 


N'  686,  à la  fin , page  464,  ajoutez  : 

Jean  Bernoulli,  qui  s'est  occupé  aussi  du  développement  successif 
des  courbes  , en  a conclu  que  si  l'on  prend,  sur  une  courbe  quelconque, 
un  arc  terminé  par  deux  tangentes  perpendiculaires,  et  qu’on  en  forme 
les  développées  successives  , mais  en  sens  inverse  l'une  de  l'autre,  elles 
tendront  de  plus  en  plus  vers  la  forme  cycloïdale,  en  sorte  que  cette 
opération,  poussée  à l'infini,  engendrerait  la  cycloïde(voy.  J oh.  Bernoulli, 
opéra,  tom.  IV,  p.  98).  Euler  a donné,  dans  le  tome  X des  Novi  Com- 
ment. Acad.  Pctrop.,  une  démonstration  de  ce  théorème;  on  en  trouve 
de  nouvelles  à la  fin  du  second  volume  dos  Exercices  de  Calcul  intégral 
et  dans  le  tome  IX  des  Annales  de  Mathématiques. 

Au  n°  689,  page  469,  après  la  ligne  34,  ajoutez  : 

Pour  remonter  directement  de  la  développée  à l'équation  de  la 
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développante,  il  semble  d'abord  qu’il  faudrait  intégrer  l'équation 

7+^  = »(*_£î£+i'), 

résultat  de  la  substitution  des  valeurs  de  a.  et  de  fi,  dans  l'équation 
de  la  développée  j3  = $(a).  Or,  si  l’on  fait  d^  = /?dr,  qu’on  ditférentie 
ensuite  l’équation 

v + 

et  qu’on  n’indique  la  fonction  que  par  sa  caractéristique,  on  aura 

• pi*  + iiLSgü  = ,■  x - dSÜ|&], 

qui  se  décompose  dans  les  facteurs 

pdx  -f  d(l  +üpp  )Jxr  =o,  i +p<p'  = o, 

dont  le  premier,  qui  revient  à 

4r  + d('^-)d-  = o,  donne  y + — d~—  = C , 

et  ne  mèoe  qu’à  l’équation  primitive  des  cercles  osculateurs.  En  effet, 
d’après  l’équation  dent  nous  sommes  partis,  on  a simultanément 


X + 


(i  -4-p‘)dx- 

dp 


=,c,  x-E2üÿria=.c-, 


sous  la  condition  <7  = <p(C);  et  si  on  élimine  ^ — , des  expres- 
sions de  C et  de  C',  on  trouve 

(j—  C\p  + x—C  = o,  d’où  (x  — C')'  -+-  (y  — cy  = C\ 
ce  qui  revient  è 

[*  — *]■  + [ X— $(«)]*  = >*, 

équation  d’un  cercle  dont  le  centre  est  sur  la  développée,  et  qui  peut 
passer  par  deux  points  quelconques,  à cause  des  arbitraires  a et  y. 

Le  second  facteur  i-J-^p’  = o,  qui  ne  conduit  qu’à  une  solution 
particulière  du  premier  ordre,  est  précisément  celui  qui  donne  l'équa- 
tion de  la  développante.  On  voit  d’abord  qu’il  revient  à l’équation  (5), 

dxda  + dydfi  = o. 
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du  n*  226,  lorsqu’on  met  pour  1 p'(a)  sa  valeur.  Ensuite,  si  on  le  com- 
bine avec  l’îhtégrale  première, 

{j  — C)p+x—C'=zo,  ou  O—  <p(C')~\p-\-x—  C'  = 0, 

pour  en  e'iiminer  p,  on  obtiendra  une  équation  primitive  ne  contenant 
qu’une  seule  constante  arbitraire,  et  qui  sera  celle  de  toutes  les  dévelop- 
pantes que  fournit  la  même  courbe,  à raison  des  diverses  longueurs 
qu’on  peuladonner  au  fil,  à l'origine  du  développement. 

On  arrive  aussi  à ce  résultat  par  la  combiuaison  des  équations  (4) 
et  (6)  du  0*226,  qui  donnent  les  valeurs  de  x — >&  et  de  y — /3,  au 
moyen  des  quantités  a,  â , y,  et  de  leurs  différentielles;  car  ayant,  par 
une  intégration  , déduit  de 

dy  = \/ d«*  4-  d,S*  = d a\J  i-f -Q'{a.)  , 

la  valeur  de  y en  a,  avec  une  constante  arbitraire,  il  suffira  de  la 
substituer  avec  celle  de  /3  en  ot,  dans  celles  de  x — a.  et  de  j — j8, 
pour  pouvoir  éliminer  a de  ces  dernières  et  parveuir  à l’équation  de  la 
développante  cherchée. 

Lagrange,  à qui  l’on  doit  les  recherches  précédentes , les  a variées 
de  plusieurs  manières,  pour  lesquelles  on  doit  consulter  lesdfem.de 
VAcad.  de  Berlin , année  1779,  p.  123. 

CHAPITRE  IX  DU  SECOND  VOLUME. 
iV*  713,  à la  fin,  page  5o4,  ajoutez : 

Si  l’on  change  le  signe  de  tous  les  termes  de  la  deuxième  équation  ( A ), 
et  qu’on  l’écrive  comme  il  suit , 


il  suffira  de  multiplier  respectivement  chacune  des  équations  ( A ) par 
celle  des  lettres  B,  Q,  R,  qui  n’y  entre  pas,  et  de  faire  là  somme 
des  produits,  ce  qui  est  complètement  symétrique  ;,et  cet  étal  de  choses 
se  reproduira  toujours  quand  on  aura  l’attention  de  mettre  successive- 
ment chacune  des  trois  différentielles  d P,  d Q , d R,  au  premier  terme. 

L’équation  ( B ) est  écrite  plus  élégamment  sous  la  forme 
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parce  qn’on  y retrouve  les  équations  de  condition  qui  seraient  salis-  * 

faites  si  Pdx  -f-  Qdy  -f-  Bdz  était  une  difTéreutielle  exacte* 

J'ai  suivi  dans  cet  article  la  marche  ordinaire  ; mais  on  pourrait  lui 
donner  celle  du  n*  56g,  en  montrant  que  si  l'équation  proposée  dé- 
rive d'une  équation  primitive  u — c , elle  est  nécessairement  suscep- 
tible de  devenir  une  différentielle  exacte,  par  le  moyen  d’un  facteur 
convenable.  En  effet, l’équation  différentielle  proposée  devant  alors  avoir 
lieu  eu  même  temps  que 

du  , . du  , , du  « 

ai^+aÿ^H-  axd-  = °* 

les  valeurs  de  d;  , tirées  de  l'une  et  de  l’autre  de  ces  équations,  doivent 
être  identiques,  indépendamment  des  valeurs  de  du;  et  d [y;  on  aura  donc 
les  équations 


du  du  du  du  du 


Note  de  la  page  , ajoutes  T 

Le  volume  de  VAcad.  de  Berlin,  cité  dans  le  texte,  n’a  para  qu’en  1781. 

N°  755,  page  54i  , ligne  9 en  remontant , après  proposée,  ajoutez  : 

11  n’est  peut-être  pas  inutile  de  montrer  plus  en  détail  comment  l’in- 
tégrale complète  et  primitive  de  l’équation  différentielle  du  troisième 
ordre,  obtenue  par  l’élimination  de  deux  des  quatre  variables  contenues 
dans  les  équations  (2) , cdnduit  aux  trois  intégrales  complètes  du  sys- 
eme  j et  je  suivrai  pour  ce  câlcul  la  marche  générale  tracée  par  M.  Pfaff, 
dans  les  Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin,  années  1814 — 1 8 1 5. 

Les  équations  (a)  étant  mises  sous  la  forme 

dx  = adu,  àjr  — fi  du,  ds  = ydu, 

si  l’on  différence  la  première  , en  prenant  du  pour  constante,  -on  aura 

***.-—  Si  d“‘+  £ dudr  + % AuA*+  Tz  dudz> 

et  mettant  pour  dx,  df  et  ds , leurs  valeurs  tirées  des  équations  pré- 
cédentes, la  résultante  sera  de  la  forme 

i d’x  5=  ot'du*. 
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«'  étant  une  fonction  primitive  de  u,  x,  y et  z.  Différenliant  cette 
dernière  équation,  cl  éliminant  comme  ci-dessus,  dx,  d y et  dz,  ou 
aura  encore  . 

d3x  = a."d/<5. 

Cela  fait,  il  n’y  aura  plus  qu’a  éliminer  y et  z,  entre  les  trois  équations 
dx  = aàiiy  d*x  es  «'du*,  d3x  = a"di45, 

pour  arriver  à l'équation  du  troisième  ordre , qui  doit  donner  la  rela- 
tion entre  x et  u.  De  plus,  comme  on  aura  tiré  de  ces  mêmes  équa- 
tions les  valeurs  dey  et  dez,  en  fonction  des  quantités  «,  x,  ~ , 
g~i,  il  Suffira  de  remplacer  les  trois  dernières  par  leurs  valeurs,  dé- 
duites de  l’intégrale  complète  de  l’équation  du  troisième  ordre  en  x 
et  u,  pour  obtenir  les  équations  primitives  qui  expriment  y et  z par 
la  variable  indépendante  u. 

N°  75g,  à la  fin  , page  547,  ajoutez  : 

Les  équations  âF  = o,  d V = 0,  ne  sont  que  des  combinaisons  des 
équations 

jPdx — Ràx  = o , Qdz  — /?dy  = o (a), 

multipliées  par  des  facteurs;  et  il  suit  de  là  qu’il  existe  au  moins  deux 
systèmes  de  facteurs  au  moyen  desquelson  peut  déduire  des  équations  (a) 
deux  différentielles  exactes  à trois  variables. 

En  effet,  ces  équations  ayant  lieu  eu  même  temps  que  df7=o  et 
d F = o,  ou 

Aàx  -f-  Bdy  Cdz  = o , ^'dx  + B' dp  + C'dz  s=  o , 


si  l’on  met  dans  ces  dernières  les  valeurs  de  d y et  de  dx,  tirées  des 
premières,  elles  deviendront 


AP  . BO  . j-,  A' P B’Q  . 

ir+ir  + c=: °,  -ir  + -jr  + c = °> 


et  seront  rendues  identiques;  on  aura  donc 

r_  AP  BQ  r,_  A!  P i'Ç. 

° ~ H H ’ u ~~  H R \ 

et  par  ces  valeurs  les  équations  àU=o}  d F =0,  prendront  la  forme 
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£ (Pdz  — -Mr)  + ~ (Qdz  — Pd>  ) = o ; 

~ (Pdz  — Rdx)  + ^ (Qd~—  MJ)  — ° » 

d’après  laquelle  on  Toit  que  ces  équations  reviennent  au*  équations  (a) 
multipliées  successivement  par  les  facteurs 

A B A1  , If 

R Ct  fl»  R el  fi  » 

puis  combinées  ensuite  par  addition. 

De  plus,  comme  il  a été  prouvé  dans  le  n’  73a,  qu’il  existait  tou- 
jours des  équations  de  la  forme  a = U,  b— F,  correspondantes  aux 
équations  (a),  l’existence  des  facteurs  indiqués  ci-dessus  est  également 
prouvée. 

Il  ne  serait  pas  difficile  d'étendre  ces  considérations  aux  équations 
analogues  pour  quatre  ou  un  plus  grand  nombre  de  variables. 

N‘  741,  à la  fin,  page  55o,  ajoutez  : 

A l’exemple  donné  dans  cet  article,  d'après  Lagrange,  je  joindrai 
l’équation 

s*(i 

appartenante  à la  surface  dont  toutes  les  normales  sont  égales  à r (334), 
et  dont  l’intégration  présente  quelques  circonstances  remarquables.  Eu 
la  differentiant,  on  en  tire 

sds(i  -+-  p'  + ?*)  + t'pdp+z'qdq  = 0 (1) , 

d’où 

A — O,  B=zo,  C — Z^x+p'+q'),  D=z'p,  E=z'q, 

- pdf  — qdx  = O , 
pàz  — {q%+p')dx  ss  o, 
zpdq  -+•  ç(  1 -\rp'  +q')dx  = o, 

En  vertu  de  la  deuxième  des  équations  (a),  la  dernière  devient 
zpdq  _j_  qdx  + pqdz  = O , OU  zdq  -f-  qdz  -f-  df  = O (3), 

puisque , par  la  première  des  mêmes  équations,  qdx=spàj.  Revenant 
eusuile  à lequalion  (1),  qui  se  divise  par  z et  se  réduit  à' 

ds(i  +p'  + q‘)  + zpdp  + zqdq  = o , 
pour  en  retra'nclier  l’équation  (3) , multipliée  par  q , on  trouvera 
dz  + p'dz  -+-  zpdp  — qdj  — o{ 
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puis  en  observant  que  ds — qdy=pdx,  on  pourra  diviser  par  p,  et 
il  viendra 

ad p -f-  pdz  -j-  dx  = o (4). 

En  intégrant  les  équations  (3)  et  (4)>  on  trouvera 
zq  -+-y  =b,  zp  + x = a, 

dont  on  tirera 


valeurs  qui  changeront  l’équation  proposée  en 

-•  4.  (a  _ x)*  4-  (b— y)'  est  r*, 

d’où,  par  le  moyen  des  constantes  arbitraires  a et  b,  on  passera  h 
l’intégrale  générale 

a*  + [x— a]*  + [>  — = r*, 

x — a -f-  [y  — = o. 

N‘  747,  à la  Jin,  page  567,  ajoutez  : 

M.  Poisson  a inséré  dans  le  Bulletin  des  Sciences  { année  i8t5,  p.  i83) 
et  dans  la  Correspondance  sur  l'École  Polytechnique  ( tom.  III , pag.  agi) 
une  note  ayant  pour  but  de  prouver  que  les  intégrales  déduites  des 
considérations  de  cet  article,  sont  au  fond  les  mêmes  que  celles  qu’on 
trouve  par  le  procédé  de  Charpit,  procédé  qui  a l’avantage  de  dispenser 
de  l’équation  (5).  Les  raisonnemens  sur  lesquels  s’appuie  M.  Poisson 
étant  un  peu  abstraits,  je  les  particulariserai  d’abord  sur  l’équation 

a — pq  — o. 

Dans  ce  cas,  les  équations  auxiliaires  étant 


on  a,  pour  déterminer  q dans  sa  plus  grande  généralité,  l’équation 

*-*=*§>*-$+  . 

qu’on  peut  remplacer  par  le  système  équivalent 

q = a+x,  a = ^--lw,,y--^) («). 

Cela  posé  , en  mettant  la  valeur  de  q dans  l’équation  proposée  1 — pq=o, 
3.  89 
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on  a les  expressions 


P — 


a -j-x 


9 = «+JT, 


qui  ont  la  propriété  de  rendre  possible  l'intégration  de 

. * dz  — pdx—<?dj=o, 

qui  devient  alors 

“>-^-(«+^  = 0,  .. 

En  prenant  la  question  dans  toute  son  étendue,  on  doit  consi- 
dérer ici  a comme  une  fonction  variable,  et  l’on  a par  conséquent  à 
intégrer  une  équation  différentielle  à quatre  variables  x,j,  z et  a,  ce 
quon  peut  faire  par  une  méthode  analogue  à celle  du  n*  716,  en  re- 
gardant d’abord  comme  constante  la  quatrième  variable  a.  On  trou-' 
vera  ainsi 


a-f-x 


-7=  *, 


P désignant  une  arbitraire  qui  sera  fonction  de  a.  Dificrenliant  ce  ré- 
wslera®"  * ^ P°Ur  *C  cornParer  à h proposée,  U 

dC-i;->)d  „ , „ 

* d°  = M,  ou  = " 08), 

qui  est,  à proprement  parler,  une  équation  de  condition,  puisque  le 
premier  membre  doit  se  réduire  à une  fonction  de  n seul,  ou  de  k et 
de  a pour  que  1 intégration  soit  possible,  comme  on  le  suppose  f7i5) , 
condition  que  remplirait  nécessairement  l’expression  de  a donnée  par 

l’equation  (<x).  En  effet,  si  l’on  met  dans  celle-ci,  pour  — r,  sa 

valeur  kf  elle  deviendra  o + s 

° = 

u ou  il  taut  conclure  que 

= n(°>  *) («'), 

tioî'ûï)"»  f°nCli0n  ddpCndarUe  ^ CeUe  Va,eur  logeant  l’équa- 
remplit  la  condition  exigée  pour  l’intégrabililé. 
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Il  suit  de  U que  l'équation  (3)  doit,  par  rapport  à la  délermipation 
de  a en  x,  y et  s,  tenir  lieu  de  l'équation  (*);  et  pour  y satisfaire  de 
la  manière  la  plus  géne'rale,  il  faut  poser  k = p{a)\  d’où  il  résultera 
pour  l'intégrale  de  l'équation  différentielle  partielle  proposée , le  sys- 
tème d’équations 

~ -J  = 


t 


= <?'(«)• 


Il  est  bien  inutile,  d’ailleurs,  de  conserver  l’équation  n(a,  k)  = 
qui,  devenant 


n[«> 


d£(a) 
da  ’ 


d k 
da* 


ne  fait  qu’établir  une  dépendance  entre  les  fonctions  p et  n,  en  sorte 
que  l’une  devant  rester  arbitraire,  rend  l’autre  pareillement  arbitraire, 
dans  les  équations  où  elle  entre  seule , ce  qui  est  le  cas  des  intégrales 
ci-dessus. 

En  général,  si  l’ou  remplace  les  équations 


r = a,  u = b,  v = c,  r = 4(r,  U), 

par  les  symboles  équivalens 

a = f.O*,  J,  z,  7),  b = z,  q),  c = f,(x,  y,  z,  q), 

a = *{b,  c). 


qu’on  tire  de  la  première  une  valeur  de  q,  pour  la  substituer  dans  celles 
de  b et  de  c , et  celles-ci  dans  la  quatrième  équation.  On  aura  un  sys- 
tème d’équations  que  je  désignerai  par 


q = 4(x,  y,  z,  a),  a = •x[4,(x,  y,  z,  a),  4.(x,  y,  s,  a)]... .(«)  , 

et  qui  déterminera  en  x,  y,  z,  les  fonctions  q et  a.  Cela  posé,  l’équa- 
tion proposée  donnera  aussi  en  x ,y,  z et  a,  une  valeur  de  p,  qui, 
conjointement  avec  celle  de  q indiquée  ci-dessus,  rendra 

dz  — pàx  — qày  =0 (y) 

susceptible  d’intégration  , en  y regardant  a comme  constant.  Soit 

Ffo  J,  z,  a)  — k 
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celle  intégrale;  pour  l'étendre  au  cas  où  a serait  variable,  il  faudra, 
d’après  le  procédé  de  l’intégration  des  équations  différentielles  totales  à 
plus  de  deux  variables , que  le  premier  membre  de  l’équation 

dFQv.  y,  t,  a)  d* 

do  da ’ 

se  réduise  b une  fonction  de  a et  de  k seuls,  ou  à n(n,  h);  condi- 
tion qui  serait  remplie  nécessairement  par  la  valeur  de  a tirée  de  l’équa- 
tion (a),  puisque  cette  valeur  doit  conduire  à l'intégrabilité  de  l’équa- 
tion (j,);  et  il  ne  résulterait  de  l’équation  (/3),  réduite  à la  forme 


n(«,  *)  = 


d/< 

do  ’ 


d’autre  détermination  que  k <p  désignant  une  fonction  dépen- 
dante de  n,  et  par  conséquent  arbitraire  comme  celle-ci,  lorsqu’elle 
se  trouverait  seule. 

11  suit  évidemment  de  là  que  l’équation  ((Z) , lorsqu’on  y fait  k=<p(a)  t 
peut  tenir  lieu  de  l’équation  (a) , et  que  par  conséquent  le  système  des 
équations 

f,  s,  n)  = <p(a), 

dK(x,  y. 


da 


-5  = ♦'(«) , 


donne  l'intégrale  de  l’équation  proposée  aussi  généralement  qu’il  est 
possible. 

N’  748,  à la  fin , page  5'}l,  ajoutez  : 


M.  Pfaff,  en  prenant  une  autre  voie  pour  intégrer  les  équations  dif- 
férentielles partielles  du  premier  ordre , a évité  la  difficulté  indiquée 
dans  cet  article.  ( Voy.  l’addition  au  n*  811.) 

N’  769,  page  616,  ligne  9,  après  proposée,  ajoutez: 

ou  bien,  on  posera  les  deux  premières  équations  de  la  page,  et  on  dé- 
terminera les  quantités  m,  n,  K,  L,  par  la  comparaison  de  l’équa- 
tion résultante  de  l’élimination  de  5'  avec  la  proposée. 

A‘  77a,  à la  fin,  page  Ca3,  ajoutez  : 

La  dépendance  qui  lie  les  fonctions  v et  * a conduit  Monge  à con- 
sidérer comme  réciproques  deux  surfaces  qui  ont  pour  coordonnées 
l’une  x , y,  2,  l’autre  p,  ij,  v.  En  effet,  les  équations 
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•>  = px  + qy  — z,  do  = xàp  -+•  yàq , 

z = px  + qj  — V,  ds  = pàx  h-  qày , 

étant  telles  que  si  l’on  change  s,  x etj>'  en  v,  p et  q et  réciproquement, 
dans  la  seconde  ligne , on  obtiendra  la  première , il  s’ensuit  qu’à 
chaque  point  de  la  surface  qui  a pour  coordonnées  x,  y,  s,  répond  , 
sur  la  surlace  ayant  pour  coordonnées  p,  q,  v,  nu  point  duquel  on 
revient  au  premier,  comme  on  a passé  de  celui-ci  à l’autre.  ( Bulletin 
des  Sciences,  par  la  Société  Philomatique  , année  1808,  "p.  2 jo.) 

La  même  relation  a lieu  dans  les  courbes,  au  moyen  des  équations 

v — px  — y,  dv  = xàp , 

y — px  — v,  ày  = pàx, 

dans  lesquelles  p — 

N‘  773,  page  624 .>  ligne  3 en  remontant,  après  la  citation  (58  j),  ajoutez  : 
On  en  tire  ^=a,  d’où 

(1  -h  q‘)a‘  — zpqa  -+-  1 ■+/>*  = o ; 

et  prenant  les  deux  valeurs  de  a pour  les  quantités  qui  doivent  entrer 
sous  les  fonctions  arbitraires  , on  aura  les  expressions 

P<t+  jZ-t  — p'-^q'  , pq  — t /—\—p-  — q' 

a—  1+9»  » ~ i + 9»  » 

annoncées,  mais  non  rapportées  sur  la  page  6a5,  ligne  7. 

Page  6a5,  ligne  dernière.  * 

Ici  il  faut  observer  que  les  deux  valeurs  de  d p sont  regardées  comme 
égales,  en  vertu  d’une  détermination  convenable  des  quantités  a et  h, 
savoir,  celle  que  fournit  l'équation 

aq  + <*.  = bq  — 0 , 

de  laquelle  il  résulte,  en  regardant  q comme  constant, 

(v  + ©da=(?-Sd*’ 

Page  626,  ligne  8 en  remontant,  apiès  — /3,  ajoutez  : 

et  que  dans  l’expression  de  x ou  doit  changer  <p(a)  et  4W  cn  <?  («) 
et  4'(J>),  comme  on  la  fait  pour  arriver  à celle  de  v. 
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N’  792,  à la  fin,  page  667,  ajoutez  : 

M.  Ampère,  dans  le  17*  cahier  du  Journal  de  l'Ecole  Polytechnique 
(p.  55i),  a fait  sur  ce  sujet  des  remarques  dont  voici  l'extrait.  Pour  être 
assez  étendue,  l’intégrale  d'une  équation  différentielle  doit  contenir  un 
nombre  d’arbitraires  tel,  qu’après  un  nombre  quelconque  n de  diffé- 
rentiations, et  l'élimination  de  toutes  les  arbitraires  introduites  jusqu'à 
la  dernière  différentiation,  le  nombre  des  équations  restantes  soit  le 
même  que  celui  qu’on  obtiendrait  en  partant  de  l’équation  différentielle 
proposée  et  s’élevant  jusqu'à  l'ordre  n.  On  a vu  déjà  dans  l'addition 
au  n*  5gi,  comment  ée  principe  s’applique  aux  équations  différentielles 
ordinaires;  je  vais  montrer  ce  qu'il  donne  pour  les  équations  différen- 
tielles partielles  à trois  variables.  En  partant  de  l'intégrale  primitive 
pour  s'élever  à l’ordre  n,  le  nombre  des  équations , y Compris  cette  in- 
tégrale, est  ^ ; et  si  l'équation  différentielle  proposée  est  de 

l’ordre  m,  ni  étant  <n,  en  la  différentianl  jusqu'à  l’ordre  n,  on  aura 

, (n  — — m + a)  . . . 

en  tout  5 ™ équations  ; ainsi 

("  + »)(»  + a) (n—  m4-i)(n  — m+a)  _ , , "»(m  — Q 

î.a  1.3  ' ^ a’ 

marquera  le  nombre  d’arbitraires  que  doivent  contenir  l’intégrale  et  ses 
n différentielles.  Ce  nombre  croissant  avec  n,  fait  voir  que  de  simples 
constantes  ne  sauraient  compléter  les  intégrales  des  équations  différen- 
tielles partielles. 

. Soit,  par  exemple, 

px  -f-  qy  = 3 , d’où  * = ax  -f-  by  ; 

a et  b étant  des  constantes  arbitraires.  En  passant  au  second  ordre,  l’in- 
tégrale donne 

r=o,  r — o,  < = o, 
et  l’équation  différentielle  , ^ 

xr+ys  = o,  xs  +yt  = o, 

équations  plus  générales  qtle  les  trois  précédentes. 

Mais  si  l’on  part  de  l'intégrale  géuérale  z = , on  aura 


j 
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équations  qui  se  réduisent  à deux  quand  on  élimine  la  fonction  arbi- 
traire -vf.''. 

Si  l’on  représente  par  h le  nombre  des  fonctions  arbitraires  conte- 
nues dans  l’intégrale,  quand  on  sera  parvenu  à l’ordre  n,  il  s’en  trouvera 

(n  4-  i)/i  dans  les  1 3)  équations  obtenues,  dont  on  ne  tirera 

par  conséquent  une  résultante  délivrée  de  ces  fonctions,  que  si 


(n  -f  i )(n  + a) 

I .2 


On  ne  peut  prendre  h = n,  dès  que  n>i;  car  n = a conduit,  dans 
cette  hypothèse,  à 6 d’un  côté,  et  à 5 de  l’autre. 

M.  Ampère  examine  ensuite  comment  les  fonctions  soumises  à des 
signes  d’intégration  indéfinie  ou  définie,  se  prêtent  à la  loi  qu’il  a établie. 

A’*  8 1 1 , à la  fin,  page  697,  ajoutez  : 

Dans  le  Mémoire  cité  à la  page  70a  du  présent  volume,  M.  Pfaff 
s’est  proposé  de  ramener  à l'intégration  des  équations  du  genre  de 
celles  qu’on  vient  de  traiter,  l'intégration  des  équations  différentielles 
partielles,  et  voici  de  quelle  mauière. 

Eu  commençant  d’abord  par  cellps  qui  ne  contiennent  que  trois  va- 
riables, il  considère  l’équation 

d*  = pdx-hqdj, 

après  qu’on  y a substitué,  au  lieu  de  q , sa  valeur  en  p,  x,  y et  z , 
tirée  de  l’équation  donnée , comme  étant  entre  quatre  variables  x,j, 
z et  p,  et  comme  il  parvient  alors  à en  obtenir  l'intégrale  par  deux 
équations  primitives  seulement,  l’élimination  de  p entre  ces  dernières 
le  conduit  à l'intégrale  de  la  proposée. 

Ce  n’est  encore  là  qu'une  autre  manière  de  traiter  le  problème  résolu 
d'après  Lagrange,  dans  le  n”  740;  mais  lorsqu’il  s'agit  des  équations 
à quatre  variables,  pour  lesquelles  la  méthode  proposée  par  Charpil  pa- 
raît en  défaut  (748) , si  l'on  considère 

dz  = ndu  + yt>dx  4-  qdf , 

après  l’élimination  de  q , comme  une  équation  différentielle  entre  les 


Digitized  by  Google 


7 u CORRECTIONS  ET  ADDITIONS 

six  variables  «,  x , y , z,  n et  p,  et  qu’on  en  obtienne  l’inle'grale  par 
trois  e'quations  primitives  entre  ces  variables,  lelimination  des  coeffi- 
ciens  différentiels  n cl  p donnera  l’intégrale  de  la  proposée.  C’est  ce 
que  fait  M.  Pfaff,  qui  a reconnu  que  l’intégrale  d'une  équation  diffé- 
rentielle contenant  an  ou  an — i variables  peut  toujours  être  représentée 
par  n équations.  Les  calculs  sur  lesquels  reposent  ce  théorème  et  ses 
applications,  étant  trop  compliqués  pour  trouver  place  ici,  nous  ren- 
voyons le  lecteur  an  Mémoire  de  M.  Pfaff,  dont  la  méthode,  s'étendant 
à tous  les  cas  que  peuvent  présenter  les  équations  différentielles  par- 
tielles du  premier  ordre,  nous  parait  remplir  une  lacune  dans  la  Science. 
Nous  ferons  seulement  observer,  d’après  l’auteur  lui -même,  qu’il  a 
suivi  des  indications  données  par  Monge,  qui  regardait  l’intégration  des 
équations  différentielles  dites  absurdes,  comme  la  clef  de  celle  des  équa- 
tions différentielles  partielles;  mais  cequeM.  Pfaffignoresansdoule, c’est 
que  son  théorème  fondamental  avait  été  présenté  à l’Institut,  eu  i S 1 4 , par 
M.  Binet  aîné,  qui  l'énouçait  ainsi  : n Une  équation  linéaire  (c'est-à-dire 
» où  les  différentielles  ne  passent  pas  le  premier  degré)  aux  différences 
m ordinaires,  qui  ne  satisfait  à aucune  des  conditions  d’intégrabilité,  et  qui 
» renferme  un  nombre  n de  variables,  peut  toujours  être  satisfaite  si  « 

» est  paire  , par  un  nombre  5 d’équations  intégrales  renfermant  une 

» fonction  de  ^ — i quantités,  et  si  n est  impaire,  par  un  nombre 

» — t-i  d'équations  intégrales  renfermant  une  fonction  de  - ' — i 

» quantités.  » Chargés,  M.  Poisson  et  moi,  de  l’examen  de  ce  Mémoire, 
nous  n'en  fîmes  pas  le  rapport,  parce  que  l’auteur  le  retira  pour  le 
perfectionner. 

N'  816,  page  709,  ligne  1,  après  ci-dessus,  ajoutez  ; 

c’est-à-dire  U — <p(a) , ~ 

N‘  820,  à la  fin,  page  71 5,  ajoutez: 

La  détermination  de  la  surface  qui  a dans  chacun  de  ses  points  une 
infinité  de  lignes  de  courbure  (addit.  au  n”  327)  est  un  problème  du 
genre  des  précédées , puisque  celte  surface  doit  satisfaire  en  même 
temps  aux  deux  équations  différentielles  partielles 

( * -+-  ?*)"  — P'/l  = « , (a  + p')s  —rp<jr  ss  o , 
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7»î 


ou  à 


s _ Qt 
p » + <?•  ’ 


s _ pr 

? 1 + p* 


dp  dj  cfy  dp 

dy  ___  "dy  dr  **  àx 

p 1 +<?■’  V • +-p*  * 

ont  pour  intégrales 

p'X  = i + q' , 7T  = i + /J*. 

en  représentant  par  AT  et  par  Y des  fonctions  arbitraires,  l’une  de  x,  et 
l'autre  de  y.  On  tire  de  là 


et  la  condition 


„ _ . / >±j_  _ _ . / x+ 1 . 

P — V xy—  i » Vxr-i’ 


È-&.  •»•■>“ 


dX  i 


dr  ) 


d^-dx’  — dx-(X+i)5  “dr(K+l)i* 

ne. peut  être  remplie,  à moins  que  les  deux  membres  ne  se  re'duisenl 
à une  même  constante.  En  la  désignant  par  iA , on  formera  les  deux 
équations 

■ Adx,  — = Ad y. 


dX 


o(X+>Y 

dont  les  intégrales 


a(K+i)* 


donnent 


— SS  Ax  B , " — — A Y “f-  O , 

t/X+1  * l/t  + 1 J ’ 

y _ t-(Ax+B)'  y _ i-{Ay  + C y 
— (Ax+By  » * — (.Ay  + cy  » 


valeurs  dont  la  substitution  dans  celles  de  p et  de  q,  conduit,  par  le 
mojen  de  dz  = pdx  -f-  qdy , à 

— (^r+  iï)A&x  — {Ày  C)Ady 

* ~ V 1 — {s*x~+W-iAy+cy 
En  intégrant  cette  dernière,  on  parvient  enfin  à 


Az  + D — \A  — (Ax+By — (Ây+  cy, 


qui  revient  à 


t=(Ax+  B)‘  + (Ay  4-  C)'  + {As  + D)'  ; 


5. 


9» 
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il  n'y  a donc  que  la  sphère  qui  satisfasse  ù-la-fois  aux  deux  équations 

proposées. 

JV*8ai,  à la  fin,  page  ajoutez  : 

Voici  deux  questions  fort  simples,  qui  pourront  jeter  quelque  jour 
sur  cet  article  et  sur  le  précédent,  en  le  rattachant  au  n°  8aa.  Soit  pro- 
posé de  déterminer  les  courbes,  où  la  somme  des  soulangenles,  dans 
le  sens  des  x et  dans  celui  desy,  est  constante. 

Les  formules  rapportées  dans  l'addition  au  n*  344  > donnent  l'équation 


zd.r  zdy 

dY  da 


d'où  dx  -f-  dy  = 


adz 


et  par  conséquent 

*-t-r 

x -\-j  = ni  a — a\C,  z— Ce  • . 


Toutes  les  courbes  demandées  peuvent  donc  se  grouper  de  manière  à 
former  des  surfaces  courbes  comprises  dans  l'équation  ci-dessus.  Ces 
surfaces  participent  à deux  lois  de  génération,  qu'on  trouvera  par  la 
considération  des  équations  différentielles  partielles 

z , . , zdx  , zdy 

p = - , p = q , données  par  ds  = — - -( — . 

L'intégrale  de  la  première  est 

x xx 

5 = ^0),  d'où  p = tj  = e:'<p'(y); 

et  pour  satisfaire  à la  seconde,  il  faut  que 

i<p(j)  = <pX?),  ou  bien  et  <f(j)=  d, 

ce  qui  ramène  au  résultat  précédent. 

Supposons  à présent  que  dans  les  courbes  cherchées,  la  somme  des 
soutangentes  considérées  ci-dessus,  soit  égale  au  produit  des  coordon- 
nées x et  y,  divisé  par  une  ligne  constante  a;  l’équation  différentielle 
à iulégrer  sera  alors 


td.r  , zdy  __  xy  ' o(dr  -f-  <ly)  dz 

ciz  ' il;  a * .ry  Z * 

équation  qui  ne  satisfait  pas  à la  condition  d'inlégrabilité,  et  qui,  Irai- 


j,.- J^k)iti7pfl  hy 
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lée  par  le  procède  du  n*  8oy , conduit  à 

"(■*  +/)  = ^ = <P'(a)* 

Ainsi,  voilà  deux  propriétés  du  même  genre  en  apparence,  qui  établissent 
cependant  une  granüe  différence  entre  les  familles  de  courbes  auxquelles 
elles  appartiennent , puisque  les  unes  peuvent  se  grouper  en  surfaces 
courbes  déterminées , et  les  autres  ne  le  peuvent  pas. 

L’équation 


donnant 


dz  = ^(dx+dj), 


/>  = — et  />  = ?, 


exprime  deux  lois  de  génération  qui  ne  sauraient  s’accorder;  car  la 
première  conduit  à 

P='J-M  = îyIhw, 

• a 

7 = — —rf  <PCr)  +*j>'Cr)> 

et  pour  remplir  la  condition  p =z  tj  f il  faudrait  que 

§ *00®*—  j?  <pCj^)  +f'O0»  ou  ~ , 

ce  qui  est  impossible  lorsqu’on  regarde  y comme  indépendant  de  x. 

N ' 82a,  page  7*7 j après  la  ligne  1 1 ajoutez  : 

Les  courbes  NN,  N,....  sont  les  développées  à double  courbure 
de  la  courbe  E'F,  (34g). 

Ibid. , à la  fin,  page  719,  ajoutez  : 

On  peut  joindre  aux  questions  résolues  dans  cet  article  , celles  de 
la  détermination  des  courbes  dans  l’espace,  par  l’équation  de  la  ligne 
suivant  laquelle  les  surfaces  formées  de  leurs  tangentes  rencontrent  un 
des  plans  coordonnés,  celui  des  xy , par  exemple. 

Les  coordonnées  du  point  où  ce  plan  est  rencontré  par  une  tangente 
quelconque,  étant 


zdx 

(U 


— X,  — j (addit.  au  n*  344)  » 
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la  forme  générale  de  l’équalion  proposée  sera 


Prenons  pour  exemple  particulier 


ou 

et  faisons 


(idjr  — xds)*  + (zdy  — jdî)‘  = a'àz* , 


nous  obtiendrons 
qui  revient  à 


x = tz,  y = us; 
s4(dt*  + du*)  = «*ds*, 
d/*  -+-  du*  = ds*. 


lorsque,  pour  abréger,  on  pose 


d'où  s 


a 

X* 


L’éqna  lion  finale  qne  nous  venons  d'obtenir  est,  comprise  dans 

ds*  = ra*(dx* -h  d/*) , intégrée  au  n°  8ia,  et  en  faisant  les  change- 
roeus  convenables,  on  aura,  pour  le  cas  qui  nous  occupe  , 


■=(^'  + (“-=7-)'- 

o = t — b +'[»■*-  40W34W  » 

O = - i-4W  + [-4(*)]W 

CHAPITRE  X DU  SECOND  VOLUME. 

JV*  8a8,  page  736,  ligne  9,  après  la  fonction  y , ajoutes  : 

relatifs  à x. 

N°  834,  page  736,  après  la  ligne  4,  ajoutez  : 

Pour  mettre  une  analogie  plus  exacte  entre  les  formules  du  n*  83.3 , 
et  leurs  correspondantes  dans  les  n™  838  et  848,  il  faudrait  écrire  ai 

à la  place  de  ^7,  et  entendre  par  celui-ci  la  variation  totale  de  y. 


jV»  858,  page  y44  , au  lieu  de  la  première  ligne , écrives: 

, , d»  d(dy — pdx)  d*« d’C^y  — Pdr) 

“ = <ij  — p<ix,  ai-  ==  " dx  » dx‘  d.r*  » e 

en  observant  que  dy  est  ici  ce  que  représente  « dans  le  n*  835 
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N'  861,  à la  fin,  page  780. 

Celte  restriction  a été  levée  par  M.  Poisson  (Bulletin  des  Sciences , 
par  la  Société  Philomatique , année  1816,  p.  8a),  en  changeant  les 
variables  x , y,  en  d’autres,  avant  de  prendre  la  variation.  Soient  u et 
v les  nouvelles  variables;  ou  aura 


ds  àz  dx 

du  " dx  du 

ds dz  dx 

dv  dx  dv 


* 4? 

<ly  du 


= P 


dz  dx  , 

dy  dp  P dv  ' P‘  dv 


- + p*ï 
du  ^ "'du 


y 


y 


ce  qui  donnera 

P = 


dz  dy  dz  dy 

du  de  de  du 

d 1 dy  dx  dy  * 

du  de  de  du 


P, 


dz  dx  dz  d r 
de  du  du  de 
dx  dy  dx  dy’ 
du  de  de  du 


Prenant  alors  la  variation  de  ces  deux  valeurs,  en  regardant  comme 
des  fonctions  de  « et  de  v les  variations  de  je,  y et  a , on  pourra  chan* 
ger  les  expressions 


etc. , en 


d/z  d/> 
du  * de  * 


etc. 


Au  moyen  de  cette  remarque  et  en  faisant,  pour  abréger, 

dx  dy  dx  dy ^ dz  dy  dz  dy  ^ dz  dx  dz  dx 

du  de  de  du  ’ du  de  dv  du  * de  du  du  de 


il  viendra 


où 


S p = 


7tX  — XI Z 

Z' 


$p,  — 


7.ÎY  — YtZ 
Z * 


dv  d/x  , dx  d /y  dy  d/x 

de  du  du  de  du  de 


dx  d/y 
de  du  ’ 


SX  ss 


dy  d/z 
de  du 


j.  y dx  d/z 

du  de 


dz  d/y  dy  d/z  dz  d/y 

du  de  du  de  de  du  ’ 

dz  d/c  dx  d/z  dz  d/c 

de  du  de  du  du  de  ' 


Pour  revenir  ensuite,  de  la  manière  la  plus  simple  , aux  variables  pri- 
mitives, M.  Poisson  pose  u=.r,  e=y,  ce  qui  mène  à 


dx  _ 
du 


I 


> 


dz dz 

du  P*  de  Pt  s 
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J'P  = 

J>,= 


dJi  dêx  _ dJy 

de  P dx  di  ’ 

d <*z  dêle  d/ y 

dy  ^ dy  dy* 


Ce  n'est  d'ailleurs  que  pour  abréger  le  calcul , que  M.  Poisson  a 
formé  l’hypothèse  ci-dessus  ; car  il  observe  qu’ou  parviendrait  au  même 
résultat  en  laissant  indéterminée  la  relation  des  variables  xety  avec 
u et  v,  si  Ton  mettait  dans  Jp  et  J'P,,  les  valeurs 


d/j  d/ï  d.r  d^z,  dy 

du  dx  du  * dy  du  * 

diy  __  d ty  dx  diy  dy 

du  dx  du  ' dy  du  * 

dix  d/x  dx  . dix-  dy 

du  ' dx  du  ~ dy  du  * 


dit.  d<ti  dx  , d iz  dy 

du  dx  du  dy  du ’ 

diy  d/y  dx  , d/y  dy 

Hiv  ~~  dx  du  ' dy  du  ’ 

<Wx  d^x  dx  , dê\r  dy 

du  dx  du  ~ dy  du  ’ 


par  lesquelles  ces  variations,  considérées  d'abord  comme  des  fonctions 
de  x et  de  y,  sont  rapportées  aux  nouvelles  variables  u et  u. 

Pour  passer  aux  variations  des  coeflicicns  différentiels  du  secoud  ordre, 
M.  Poisson  cherche  d’abord  les  valeurs  de 

J p — qjx  — q,  Jy  , Jp,  — q,$X  — qjy  , 

qui  prennent  une  forme  remarquable.  En  effet,  on  a,  par  ce  qui 
précède, 


Sp- 

et  comme 


il  vient 


r n dêx  dix 

■ qà  x q,Jy=  jj  p -JJ 


djlr 


-p^x  —y**—  nJy, 


, _ n d#x  , dp  r d(plx) 

P dT  + x — p dJ  + dl  *x  — ~à7-  » 

Jb’  j,  ^4-^  a y — à(pSyî 

Pf-&+9*r  — P'di  + dids  — ^x  • 

t,  - ,>*  - lir  - «—K-m  ■. 


on  trouvera,  d’une  manière  semblable,  que 


Jp—i.Jx—iJy  = 


d(  — pfx  — p/y') 

3ÿ 


Maintenant , si  l'on  met  ces  équations  sous  la  forme 
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, ,,  d(Va  — ^ Ix  — 

jy=  A_  d*  üyy' 

d.r  d.r1*  d.rdv  *' 


7*9 


/jî  — aSr  *Xm 

ay  dxdy 


dxdy 

à*z 

dy. 


jy= 


4 ('*-£*-£*) 


dy 


•«» 

•(*), 


et  que,  dans  la  première,  on  remplace  a par  on  aura 

■ da  d*a  . d 


àh 


J'x- 


dxdy 


, / . da  d*a  . d’a  . \ 
d’a  j, d ( ^ d 7d> tx  dy*  **  ) 


dz 


dxdy  dx’dy 

ce  qui  revient  ÿ 

- V-  - rjy  = «CXjg-tità  , 

qui,  en  vertu  de  1 équation  (b),  devient 
et  lera  connaître  efÿ(. 

La  difficulté  qui  termine  l’article  cité,  n’a  plus  lieu  ici,  parce  qu’on 
tire  le  même  résultat  de  l’équation  (b),  en  y changeant  s en  , ce  qui 
donne 

A - 'A  - rjjr  = Qi_-ferî£) , 

d’où,  par  l’équation  (a),  on  retombe  sur  ce  qui  vient  d’être  obtenu. 

On  formera  de  même  les  variations  des  autres  coefficiens  différen- 
tiels du  second  ordre  et  des  ordres  supérieurs.  La  loi  est  comprise 
dans  la  formule 

. /,d"+’a\  d“+,+*a  « d”+"+la  jv  d'"‘,"’(fz — ptc — p/y)  _ 

\dx”dyV  dx’","dy"  X dx"‘  **  ‘ ? dx"dy*  ’ 

eu  sorte  que  si  l’on  pose 

tfa  — pS'x  — pfiy  = a» , 

on  aura 

Sz=  pS'x  + p.Sy  + «, 

Sp  = qSx  + <pfy  + g£,  * Sp'  — qjx+qjy  + 
etc. 
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La  substitution  de  ces  valeurs , dans  l’expression  générale 


% *T  + £ A + f + • «c . ; 


dounera 


. d/'  . dr  , AV  , , \ . 

éf  — (dé  +~ÂzP  + dp  ? + dp,  Il  + c cv  Sx 
, fdv  , dr  , d v , d r . , \ . 
+ (dj-  •+■  dé  P-  + dp  9-+  47  *•  + elc-  ) 


df'  , dVdm  , dr  d» 
•-'"+dp“d*+dp-,  ÿ +etC'> 


d* 


* ce  qui  revient  à 

^ **+  ^ <r  + £- + f £ + 3p"  g 

d/r  d”*"«  . 

•+  — — “ + c,c-  j 


d.i-"dy 


en  représentant  par  — ^p,  ^es  coc®'c'cns  différentiels  de  V,  pris 

en  faisant  varier  tout  ce  qui  dépend  des  quantités  xet^,  implicitement 
comme  explicitement, et  posant  = r^.j.  M.  Poisson  représente  par 

cfoi,  ce  que  je  désigne  ici  par  an,  pour  conserver  l’analogie  avec  les  for- 
mules de  l’ancien  texte;  et  d'ailleurs  cette  quantité  u n’étant  pas  une  dif- 
férentielle exacte,  suivant  la  caractéristique  /,  semble  n'en  pas  devoir 
porter  le  signe. 

N‘  86a,  page  780,  ligne  6 en  remontant , à ce  qui  suit  celte  ligne  substituez  : 

Quand  on  change  les  variables  x et  jr  en  « et  v , le  produit  AxAjr 
doit  changer,  et  la  formule  du  n*  5ag , donnant 

àxdj  = (^*_^^)d«d,-, 

conduit  à 

^dxdrWÿ  ^ + jf  d-£  - f - Jï  p)dude, 

K •*  ' \d^  du  du  d»'  du  dv  dv  du  / J 

en  regardant  du  et  de  comme  constantes  par  rapport  à la  caractéris- 
tique J.  Quand  ou  fait  ensuite  u—x,  v=zjr,  on  réduit  la  valeur  ci- 
dessus  à 

«f(dxd7)  =*Ç]£  + ^dxdr, 

la  meme  qu’on  obtiendrait  sans  celte  supposition,  si  l'oo  mettait,  au 


0 
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lieu  de  ' 

dite  d/j:  dJ y àty 

du  ’ dv  * du  * dû” * 

leurs  expressions  rapportées  dans  1 addition  au  numéro  precedent  j car 
il  résulterait  de  cette  substitution, 

erçdxdj)  = ( j-jj  — j£)  (ÿ~  4-  ^)dude , 

et  Ton  a déjà  vu  que 

Ô = «Mr- 

11  faut  encore  remarquer  que 

(S  + = ijJ'àx  + dxj'dy , 

comme  on  1 a trouvé  dans  l’ancien  texte,  en  différen liant,  par  rapport 
à la  caractéristique  /,  le  produit  dxdy. 

Avec  cette  valeur  et  celle  de  SVt  indiquée  dans  l'addition  au  numére 
précédent,  on  trouve  ensuite 

SjJVdxdy  = ÏÏÏVàxdy  4-  fÇV»{dxdy) 

= ^{^-+^«•  + ^.+^  + ^^  + «0.1 

+'£+''£}*»&■  ' r 

mais  il  est  visible  que 

J(?&**+r%)ix-rtx,  ffîptr+r%)*mr*, 

on  a donc  enfin 

SfjVdxày  = fVixdy+  fFJydx 

-hffdxdjr  |^*  + — ai  + __  + etc,}, 

formule  dont  la  seconde  ligne  est  le  développement  de 

IJ**{ ]. 

rapporté  sur  la  page  782  du  second  volume,  et  se  traitera  de  même. 
Ceci  correspond  bien  d’ailleurs  avec  la  formule  du  n*  848,  trouvée  par 
Euler  pour  l’intégrale  simple  fVdx. 

3*  01 
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CORRECTIONS  ET  ADDITIONS 

PO  LU  LE  TROISIÈME  VOLUME. 


CHAPITRE  PREMIER. 

A'  887,  à la  fui , page  10,  ajoutez  en  note: 

I.  La  formule  principale  de  cet  article  peut  être  appliquée  utilement  à la  théorie 
des  nombres  ; et  M.  Laplace  , dans  un  petit  Mémoire  imprimé  à la  suite  d’une  édition  de 
\ Algèbre  de  Bos»ut  (ci  Ile  de  1776),  en  a tiré  des  démonstrations  fort  simples  de  quelques 
théorèmes  sur  les  nombres  premiers , parmi  lesquelles  se  trouve  celle  du  théorème  de 
'Wilson , énoncé  à la  fin  du  Complément  de  mes  Élément  d Algèbre;  voici  comment 
on  y parvient. 

On  fait  d'alu  rd  u=x” — 1,  n — m,  h = t,  dans  l’expression  générale  de  d’u  (883), 
et,  en  observant  que 

A”(x”— t)  = A“.i"  =:  1 . a.3. . . .m , 

on  a l’équation  . 

C(x  + m)’— 0—  "[( r+m— 1 )"— t ]+  — ~ - [(x  -+-  m — a)"  — 1 ] 

— 3 - [(x  + m — 3)"— t]  + etc.  = t.a.3. ..  ,m  , 

qui  dévient 

pr-<  ^ Pjpl  [(/>-  tp-'— 0 + [(p_  *y-<  _ 0 

fe— - ^C(p-5)-,-o+etc.  = ,.a.3...(P-i)  + ,1 

Cn  faisant  x = 1 , m~p — 1 , et  en  ajoutant  l’unité  à chaque  membre.  Cela  posé, 
lorsque  p désigne  un  nombre  premier,  tout  le  premier  membre  est  divisible  par  p , 
parce  que  le  théorème  de  Fermât,  démontré  dans  le  Complément  des  Élément  d‘ Al- 
gèbre, et  par  lequel  le  nombre  af~' — 1 est  divisible  par  p lorsque  a ne  l’est  pas, 
fait  voir  que  les  nombres 

(p — 0'—  — , , (p_2)r*>—  (p  — 3y-'-x,  etc., 

sont  tous  divisibles  par  p ; le  second  membre  de  l’équation  sera  donc  aussi  divisible 
par  p : c’est  là  le  théorème  de  Wilson. 

II.  Celui  de  Fermât  peut  aussi  se  démontrer  par  les  calculs  suivant. 

arr'  = ^-'i  {(«—  O + 'R 

= {(«- , 

, p(p—  0(p— 

^ i.a.3....(p  — 1)  ^ ^ "I"  j* 
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développement  dans  lequel  les  numérateurs  des  coefllciens  des  puissance» 

(a  — i/-',  (jt  — î)'-* , (a—  i). 

ont  tous  un  facteur  commun  p , puisque  les  dénominateurs  ne  sont  pas  divisibles  par 
ce  nombre,  qu'on  supposa  Être  premier.  On  peut  donc  donner  à ce  résultat  la  forme 

= 'à  {(“->)'  + Ep{a  — t)  + 1}  , 

dans  laquelle  E désigne  un  nombre  entier. 

On  conclut  de  U que 

af-'  — 1=  i {(a — t)'+£p(a  — 1)  -f- 1 } — 1 

= j {(«  — ip  + Ep{a—  i)+  1 — = i)t-'4-Ep— 1}; 

mais  a étant  supposé  d’abord  <p,  si  0*“' — 1 est  divisible  par  ce  nombre  , il  faudra 
que  -f-Æp— ■ 1 le  soit  aussi,  et  réciproquement;  d’où  il  suit  que  (a — iy~'— i 

doit  être  divisible  par  p ou  nul. 

Or,  en  allant  de  proche  en  proche , on  trouve  que  jî 

a = a , (û — iy~'  — 1 = ip~'  — 1 = o , 


et  que  par  conséquent  a*”"1  — 1 est  divisible  par  p;  puis  faisant  a = 3,  il  vient 
— i=|  {a'-*— 1 

5e-' — 1 est  donc  encore  divisible  par  p,  et  ainsi  de  suite , tant  que  a <p. 


Lorsque  n^>p,  on  pose  a^rznp-f-q,  d’où 

a'-‘ — 1 — (np  + gPr1—  t ==  — t + (ÿ  + npY~' 
= - . +qr~‘  + 


■ S-—!,  qt-'np  -f 


<f->n‘p'  -H  etc. , 


résultat  dont  tous  les  fermes,  à partir  du  troisième,  ont  p pour  facteur,  et  les  deux 
premiers  , fermant  l’expression  qr~'i — i , donnent  un  nombre  divisible  par  p,  puisque 
q < p ; donc  (np  -f-  qY~‘  — 1 est  divisible  par  p. 

Ei. fin , quand  a est  divisible  par  p,  comme  alors  a*~l  l'est  pareillement,  si  l'on 
désigne  ce  quotient'  par  fC,  il  vient  • ; .1 


équation  qui  montre  pourquoi  le  théorème  n’a  plo*  lieu. 

f—' 

III.  Si  a est  un  factenr  de  p — 1 , il  existe  un  nombre  x ,■  tel  que  x ■ — 1 n’est 
pas  divisible  par  p,  x étant  < ; car  si  cette  valeur  et  toutes  celles  qui  la  pré- 

p — 1 • u 

cèdent,  rendaient  x “ —1  divisible  par  p,  toute»  les  expressions 
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etc. 


feraient  divisibles  par  p , et  par  conséquent  aussi  la  fonction 


y~»  p — i 


g-i  p— i ç-r!  (p— <yp—'  A e=i 

='('?)  ' -r(e?-')  V"  -(?-)  ‘ (. 


4-  etc. 


or,  si  l’on  fait  A =i , m=£ , dans  l'expression  de  qui  termine  le  n°  887, 


on  verra  que  la  remière  ligne  du  développement  ci-dessus , revenant  à 

1.9.3 ^ a “ ‘ n e,t  Pas  divisible  par  p,  puisque  ?-■  ^ ' </>  ; quant  à la  seconde 

r — 1 

ligne,  ce  n’est  autre  chose  que  — (1 — 1)  * =0. 

C’est  ainsi  que  M.  Laplace , dans  une  note  qu'il  a bien  voulu  me  communiquer, 
démontrait  le  théorème  précédent , sur  lequel  s'appuie  la  résolution  des  équations  à 
deux  termes,  découverte  par  M.  Gauss. 


N‘  8g3 , page  16,  après  la  dernière  ligne. 

M.  J.  Binet  m’a  fait  observer  qu’on  pouvait  arriver  tout  de  suite  à 
ce  résultat , en  partant  de  l'équation 

. A*  sia  x = — 4(**u  ï A)*sin(x+A), 

démontrée  dans  le  numéro  précédent;  car  si  on  l’écrit  ainsi  ; 

A'sinx  = — (asin-j  A)*{Asin.r -f-  sin-r), 

et  qu’on  prenne  la  différence  de  l'ordre  b*— a daus  les  deux  membres, 
il  viendra 

A*sinx  = — (asini  A)*{ A*- ’ sinx+A*-*sin  jr}. 


CHAPITRE  II  DU  TROISIÈME  VOLUME. 

N-  962,  ô la  fin,  page  g6j  ajoutât  en  note  : ■ 

La  considération  des  sommes  successives  a été  employée  par  M.  Budan,  pour  donner 
i un  polynôme 

*■  -+•  ax*tt'  -f-  ijr*-*  + px'  + q i*  -f  rx-f-s. 


> 
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+ + /?(*_,)■- 4-/J(x— ,)  + 5, 

(Nouvelle  Méthode  pour  résoudre  les  Équations  numériques , p.  i3),  ce  qui  s’opère 
sa  is  difficulté  en  posant  x=.y  4 i , et  ordonnant  le  résultat  suivant  les  puissances  de  y\ 
mais  pour  plus  de  symétrie,  je  mettrai  un  coefficient  au  premier  terme  du  polynôme. 
En  récrivant  ainsi, 

ax*  4-  bx*~l  4 ci""1 4*  pjc*  4 Q*1 4“  rx*  4 sx  4- 1 , 

la  substitution  de  y 4 * * au  lieu  de  x,  donne  pour  résultat,  en  commençant  par  les 
termes  sans  y , et  prenant  ceux-ci  dans  l’ordre  inverse  de  ceux  du  polynôme  en  x , 

*4  **+■  r "f*  9 *4"  p....  4<* 

+ (t  + *r  + 3g  + 4p. . . .+  " a') y 

+ (»-  + 3<7  + «)>* 

4 etc. 

La  première  ligne  est  la  somme  des  coefïlciens  du  polynôme;  le  coefficient  de  y, 
dans  la. seconde  , se  compose  des  termes  de  la  première,  à partir  de  s comme  le  déve- 
loppement A~*u  rapporté  ci-dessus  se  forme  avec  les  u,  à partir  de  le  coefficient  de 

y*  se  compose  à partir  de  r,  comme  &~*u , se  formerait  à partir  de  u_3 , et  ainsi  de  suite. 

Si  l’on  prend  les  coefficient  du  polynôme  en  x dans  leur  ordre  primitif,  le  coef- 
ficient de  y est  alors  la  somme  des  sommes , ou  la  somme  seconde  des  termes  de  la 
première  ligne , jusqu’à  s inclusivement  ; le  coefficient  de  y*  la  somme  troisième , jus- 
qu'à r inclusivement,  et  ainsi  des  autres. 

En  considérant  les  sommes  successives  de  la  série 


on  trouvera  le  tableau 
Sommes  irM. 

a 

a 4 b 

a 4-  h 4*  c 

a 4 b 4*  c 4 d 
etc.  « 


c,  b,  c,  d,  e,  etc.  y 

Sommes  a*V 
a 

aa  4 b 
3a  4 *b  4 c 
4a  4 ^ 4 ac  4 d 

etc. 


Sommes  J*\ 
a 

3a  4 b 
6a  4 4 e 

îoa  4 Gb  4 3c  4 & 
etc. 


d'après  lequel  on  voit  que  si  m désigne  le  nombre  des  termes  de  la  série,  la  somme 
deuxième  sera 


ï!+î»iiî2*+î-iJ2c....  + 

• . 1 * 1 
Ja  somme  troisième 

?<m+_0n  ■ "("-Ofr  ■(■"  — Q(m-^p  , 

l O * • n 1 » O 


et  ainsi  de  «vite.  Mai)  si  le  nombre  de  termes  de  la  suite  diminue  d’une  unité  à 
mesure  que  le  rang  de  la  somme  augmente , en  sorte  qu'il  passe  de  n + i à » , i 
n — î,  etc.,  dans  ce  oas  on  fera  m—n  pour  obtenir  la  somme  seconde 
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et  leurs  analogues,  par  rapport  aux  différentielles,  ne  sont  <]ue  des  cas 
particuliers  de  cette  autre  : 

F(«  -f-  v)  = Fu  -f-  Fr, 

dans  laquelle  F désigne  une  fonction  telle , qu’appliquée  à la  somme 
de  deux  qnanlilés,  elle  donne  pour  résultat  la  somme  des  fonctions 
pareilles  de  chacune  de  ces  quantités:  mais  elle  peut  être  d'ailleurs  quel- 
conque. C’est  là  ce  que  M.  Servois  nomme  une  fonction  distributive  (*). 

Si  l’on  y fait  « = r-(-s,  comme 

F(r-(-s)  = Fr -(-Fs, 

îl  en  résultera 

F(r-(-  s -(-  v)  — Fr  -(-  Fs  + Fi', 
et  ainsi  de  suite.  . 

De  plus,  si  F,  désigne  la  caractéristique  d’une  autre  fonction  distri- 
butive, on  aura  évidemment 

F,F(u  + v)  ==  F,(F u -b  Fv)  = F.Fu  -f-  F, Fr. 

Si  l’on  prenait,  au  lieu  de  F,,  la  caractéristique  F,  on  simplifierait 
le  symbole  FFu,  comme  les  différentielles  , en  écrivant  F *« , F*  dési- 
gnant alors  un  second  degré  de  fonction,  ou  une  fonction  du  second 
ordre,  par  rapport  à la  fonction  F;  et  puisqu’alors 

F*(«  -+•  v)  ==  F*u  -f-  Fv  , 

on  voit  que  les  différens  ordres  d’une  fonction  distributive  sont  aussi 
des  fonctions  distributives. 

Par  analogie  avec  les  équations 

Alu  z=  AA~'u  ss  u , A”2V  ==  A*A ~’u  = u, 

M.  Servois  indique  les  fonctions  inverses  par  des  exposans  négatifs , 
ainsi  qu’il  suit , 

FF-‘w  = «,  F"F_*/i  = «; 

en  sorte  que  F-’  et  F-"  sont  des  caractéristiques  inverses  de  F et  de  F‘. 
111.  Les  équations 

dAu  = Adu,  d2«  = 2du, 


(*)  Pour  abréger , j’ai  supprimé , comme  M.  Servois  , les  parenthèses  dans  les  fonc- 
tions de  moiîoaiei  ; ainsi  Tu  est  la  même  chose  que  F(u),  F,Fu  la  même  chose  que 

W03- 
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peuvent  egalement  être  généralisées  dans  la  suivaute , 

F iu  = IF  u, 

où  les  caractéristiques  F et  f ne  sont  assujéties  qu’a  la  seule  condition 
de  donner  le  racme  résultat,  dans  quelqu’ordre  qu’on  les  applique  à la 
quantité  «;  et  M.  Servois  nomme  fonctions  commutaùi-es  celles  qui 
jouissent  de  cette  propriété. 

Toutes  les  combinaisons  qu’on  peut  faire  des  foncüons  qui  sont  com- 
mutatives deux  à deux,  donnent  aussi  des  fonctions  commutatives.  Ainsi 
les  équations 

, — 4 (pu,  <p<wu  = nsripu,  <a'4«  = 4'®r“  » 

emportent 

Ç'I'BTU  = (p'BT'yU  = , 

= ^*8 rçu  = ; ■ 

car  on  peut  d’abord  permuter  entr’elles  les  deux  caractéristiques  con- 
tiguës 4 et  «•  dans  le  terme  ce  qui  donnera  (p«’4“:  et  Posant 

ensuite  4«  = t,  permuter  dans  part  les  caractéristiques  <p  et  ■»-,  d’où 
il  résultera  ®-<pt  = •anp4“  t el  k caractéristique  <zr  aura  passé  par  toutes 
]es  places  de  l’expression. 

Les  fonctions  commutatives  entr’elles  le  sont  aussi  avec  leurs  inverses, 
el  celles-ci  le  sont  également  entr’elles,  c’est-à-dire  que,  de 

Ff«  = fFu,  il  suit  Ff-'u  = f-'F«,  et  F—f— « = f-F-ei. 

En  effet,  d’après  l’article  II,  on  a 

Fff~'u=Fu,  ff-,F«=Fu,  d’où  Fff-,«  = ff^'Fu  ; 

mais  si  l'on  échange  entr’elles  les  caractéristiques  F et  f,  dans  le  pre- 
mier membre  de  la  dernière  équation , elle  devient 

fFf-,«  = ff-,Fu,  d’où  Ff_,«  = f-'Fu, 

en  supprimant  la  caractéristique  f placée  à la  tête  de  chaque  membre; 
et  comme  rien  n’empêche  qu’on  n’écrive  f au  lieu  de  F , et  récipro- 
quement, on  aura  aussi 

H fF-u  = F-f«. 

Enfin,  puisque  «=FF~'«,  on  a l'équation  f-,u=  f-'FF_,u,  daos 
le  second  membre  de  laquelle  on  peut , d'après  ce  qui  précède , échan- 
ger entr’elles  les  caractéristiques  f-1  et  F , et  il  viendra 

f-«  = Ff-F-n,  d’où  F- 'f— '«  x=  f~'F-'u, 
en  prenant  la  fonction  F-1  de  chaque  membre. 
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IV.  Considérons  maintenant  deux  fonctions  F et  F,,  definies  par  les 
équations 

Fu  = <pu  4*  4“  4~  ®‘«,  F, « = <p,u  4-4-“  + '®’i «» 

dans  lesquelles  les  caractéristiques  <p,  4>  9.»  4'>  , désignent  des 

fonctions  quelconques;  si  l'on  veut  prendre  la  fonction  F,  de  la  fonc- 
tion Fu,  on  posera  d’abord  F u = u,,  et  on  aura 


ce  qui  revient  à 


F,u,  = <P."«  4-  4.«.  + » 

F,Fu  = ç,  (< pu  4-  4“  ■+*  'sru) 
4-  4,(<pu  4*  4“  “H  'lfu) 
4-  <3 r,(?u  4"  4“  ■+*  '®*0 


Si  les  fonctions  p, , 4>  > '®’u  sont  distributives,  on  pourra  séparer  le* 
termes  renfermés  dans  les  parenthèses,  et  il  viendra  l’équation 


F,Fu  = <p,/pu  4-  <p,4«  4-  p.'&tt 

4-  4 ‘9U  *+“  4>4U  ■+■  4 

4- '3 r,pu  -f-  <s,-\u  -t-w 


,«•«  ) 

.«■«  > » 
\<a ru  J 


dont  le  second  membre,  quand  on  en  a ôté  la  lettre  u,  n’est  autre 
chose  que 

0p.  4-  4-  4-  '»■.)(?>  -t-  4-f"!!r)  ! 

en  faisant  la  même  opération  sur  Fu  et  F.u,  on  pourra  donc  écrire 

Fu  = (<p  4"  4 "f"  rar)u»  F, u = (< p,  4" 4*  ■+•  '*’•)“ * 

F.Fu  = (ç,  -+-  4.4"'°ri)(P  4*  4 “f"  w)u> 


puis 


F.F.Fu  = (<P.4-4.+  'ar.)(lP'  4- 4>  ■+"».)(?  4-  4 4"®'}“ > 


en  observant  de  placer  dans  le  même  ordre  les  indices  dans  les  deux 
mcmhroj^ 

On  ne  seraij  pas  assujéti  à cette  condition , si  les  fonctions  p,  4 , • • • , 
etc.,  étaient  commutatives  deux  à deux,  puisqu’alors  <p,pu  = pp,u, 
et  ainsi  des  autres.  De  plus,  comme  on  pourrait  ranger  dans  tel  ordre 
qu'on  voudrait  les  indices  du  premier  membre,  il  s’ensuit  que  les  fonc- 
tions F,  F,,  F,,  seraient  commutatives  entr’elles. 

Dans  ce  cas,  si  les  caractéristiques  du  premier  membre  étaient  les 

3.  92 
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mîmes,  les  lettres  p , 4,  «■  et  F,  ne  portant  plus  d’indices,  on  aurait 

F *u  = (p  4-  4,  <ar)*u,  F’u  = (p  -+■  4 + ,w)sb,  etc.  » 

et  en  général 

F"u  = (p  -f-  4*  -f-  <or  -f-  u>  -f-  . • • . )"u, 

en  quelque  nombre  que  fussent  les  fonctions  p,  4.,  «•,  etc. 

V.  La  caractéristique  A indiquant  une  fonction  distributive  (II)  et 
en  même  temps  commutative  avec  les  facteurs  constans  ; puisque.... 
A.au=  «Au,  si  l’on  représente,  avec  Arbogast,  par  Eu,  l’état  varié 
désigné  ordinairement  par  il  suit  de  la  théorie  exposée  dans  les  ar- 
ticles précédeus,  que 

Eu  ==  u -f-  Au  = (i  A)u  donne  E”«  = (i  -|-A)<,  • 

où  il  faut  observer  que  t , multiplicateur  de  u,  tient  la  place  d’une  ca- 
ractéristique de  fonction  commutative  avec  celle  que  marque  la  carac- 
téristique A,  puisque  i.Au=A.iu. 

Par  les  iqèmes  raisons. 

Au  = Eu — u=(E  — i)u,  conduit  à A*u  = (E — i)*u. 

Les  différentielles  étant  aussi  des  fonctions  distributives  et  commuta- 
tives entr’ellcs  et  avec  les  facteurs  constans,  on  doit,  en  écrivant , comme 

le  fait  M.  Servois,  du  au  lieu  de  ~ , cl  faisant  A=t  , passer  de 


4b=(c'—i)«  à A*u=(e< — i)*u; 
de 

I 

du  = (A — r A*-{-AA3 — etc.)  u =r  [(E — t) — -î(E-rt)*-j-etc.]u 

à 

d*u=  (A— i A‘-fi  A’— ele.)*u  = [(E — t)  — ;(E — i)*-f-etc.]*u, 
ou  bien  à 


d'u  = [1  (i  + A)]*u  = (1  E)"u. 


N’ayant  voulu  que  donner  une  légère  idée  de  la  théorie  proposée  par 
M.  Servois,  je  m’arrêterai  ici,  et  je  renveqrai  à son  Mémoire  (p.  117), 
pour  les  applications  qu’il  fait  de  ses  principes  aux  différences  ou  aux  dif- 
férentielles, soit  totales  ou  partielles,  aux  états  variés,  aux  intégrales,  etc., 
toutes  fonctions  qui  sont  distributives  etcommutalives,soit  entr’ellcs,  soit 
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avec  les  facteurs  conslans , ainsi  que  beaucoup  d’autres  fonctions  où 
celles-ci  ue  monteraient  qu'au  premier  degré  et  seraient  multipliées  par 
des  coefliciens  constans,  comme,  par  exemple  , 

. au  -f-  bEu  4-  cE'u  , adu  + bd'u  4*  cdJu  -f-. . . . 

L’auteur,  ne  voulant  rien  emprunter  des  théories  antérieures  à la 
sienne,  a établi,  à priori,  les  développemens 

Ex  = e P + £=*  (frpfcerjo  a.F/, 

+ **r  + «*.  ( P-  *05). 

= Y p 4-  àEp  4-  à'Ep 

4-  d3F p 4-  etc.  (p.  no) , 

qui  ne  sont  que  la  formule  du  n*  88a  et  le  théorème  de  Taylor,  et 
qui  ne  diffèrent  l'un  de  l’autre  que  par  la  manière  dont  ils  sont  ordon- 
nés, le  premier  l'étaut  suivant  les  factorielles,  et  le  second  suivant  les 
puissances;  il  donne  le  détail  du  calcul,  dans  une  note  a la  page  i56. 
C’est  de  ce  théorème  dont  il  part  pour  construire  un  grand  nombre  de 
forq^ales  propres  à développer  les  fonctions,  qui  font,  ainsi  que  je  l’ai 
dit  ( p.  628),  une -partie  considérable  de  son  travail. 

Il  s’était  proposé,  en  même  temps,  de  dégager  les  principes  du  Cal- 
cul différentiel,  de  la  notion  de  l'infini;  c'est  delà  comparaison  mémo 
des  deux  développemens  de  F x,  rapportés  ci-dessus  , qu’il  tire  la  dé- 
finition de  la  différentielle,  eu  posant 

A;  — j A*z  4-  i A5z  — etc.  = ds  ( p.  108)  , 

d'où  il  déduit  ensuite  les  différentielles  des  ordres  supérieurs,  et  les 
règles  pour  différeutier  les  fonctions. 

Mais  quelqu’iiigénieuse  que  soit  cette  manière  d’amener  le  Calcul 
différentiel,  comme  plie  est  uniquement  fondée  sur  une  forme  do  cal- 
cul, ainsi  que  les  théories  de  MM.  Gruson  et  Kramp  (83) , et  de  Lagrange 
même,  elle  ne  semble  pas  présenter  des  principes  assez  spéciaux  pour 
être  généralement  adoptés.  Il  est  évident  que  si  l'on  ne  voulait  envisa- 
ger le  Calcul  différentiel  que  sous  un  poiut  de  vue  puremeut  analytique  , 
on  en  pourrait  former  autant  de  définitions,  qu'on  imaginerait  de  pro- 
cédés pour  parveuir  aux  expressions  qui  le  constituent  ; mais  ses  appli- 
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cations  à la  Géométrie  et  à la  Mécanique , sur  lesquelles  se  fonde 
presque  toute  sou  importance,  exigeant  toujours  des  considérations  qui 
tiennent  toutes  plus  ou  moins  de  celle  des  limites,  demanderaient  qu'on 
ajoutât  de  nouveaux  principes  à ceux  qui  auraient  été  posés  d’abord. 
Il  semble  donc  plus  court  de  commencer  par  les  principes  mêmes  qui 
conviennent  à tous  les  cas,  parce  qu’ils  sont  réellement  tirés  de  la 
* nature  du  sujet,  c’est-à-dire  de  la  formation  des  grandeurs  assujélies 

à la  loi  de  continuité  dont  les  limites  sont  l’expression  (page  xxiv  et 
suiv.  de  la  Préface  du  premier  volume). 

jy*  977,  à la  fin,  page  116,  ajoutez  : 

M.  Brinlley,  dans  le  volume  des  Transactions  philosophiques  de 
l'année  1807,  ièr*  part. , est  parvenu  à une  expression  du  terme  général' 
de  l’u,  et  M.  John  W.  Ilerscliel , dans  le  même  recueil  (année  1816, 
impart.),  a donné  les  formules  pour  développer  l’équation 

f(i-f-A)«.  = f(eA-rD)tt», 

où  Dm  représente 

N*  iooG,  à la  fin , page  i5i,  ajoutez  : * 

Ce  résultat , obtenu  d’après  Euler  ( Institut . Cale,  dififcrcntial. , paçj  II, 
n*  1 53),  vient  bien  à l’appui  des  remarques  insérées  dans  les  n°*  898  et 
ga8;  puisqu’il  a été  prouvé  au  11°  974,  que  les  nombres  de  Bernoulli, 
considérés  dans  le  développement  de  lu,  doivent  être  nuis  pour  les- 
indices  pairs,  tandis  qu’ici  on  leur  trouve  des  râleurs  assignables. 


FIN  DES  CORRECTIONS  ET  ADDITIONS. 
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qpi  doivent  entrer  dans  les  intégrales 
complètes,  5g  1 a.  — Ses  remarques  sur 
le  nombre  des  fonctions  arbitraires  con- 
tenues dans  les  intégrales  des  équations 
différentielles  partielles,  792  a. 

Analogie  àe*  puissances  avec  les  différences, 
97° , 970  a. 

Analyse  combinatoire,  ce  que  ccst,  Intr. 
20  ; 122. 

Angle  : multiplication  des  angles  par  New- 
ton, 7^)  et  la  Note. 

Appareil  des  voûtes  elliptiques , 633. 

^ mnoroximation  - réflexions  sur  l’incertitude 
méthode»  d’approximation , dont  on 


fait  usage  dans  la  solution  des  problèmes 
géométriques  et  mécaniques , 1157. 

Arbogast  : ses  notations , 83  Note.  — Ses 
procédés  pour  développer  une  fonction 
quelconque  de  polynômes,  122.  — Sou 
Calcul  des  dérivations,  122,  i3c. — Sa 
manière  d’appliquer  le  Calcul  différentiel 
à la  recherche  des  tangentes , so5  , 206. 
— prouve  que  les  fonctions  arbitraires 
des  intégrales  des  équations  différentielles 
partielles  peuvent  être  discontinues,  804, 

1 io3.  — Son  calcul  sur  le*  Echelles  de.  dé- 
rivation, 97 o a.  — donne  aux  produits 
de  facteurs  équidifférens  le  nom  de  Fflr- 
toriellcs , 981 . — Forme  qu’il  assigne  pour 
les  équations  aux  différences  partielles  du 
premier  degré,  1084  Note.  — remarque 
une  faute  de  calcul  échappée  à Lagrange, 
1121. 

Arcs  de  cercle  : analogie  qui  existe  entre  les 
arcs  de  cercle  et  les  logarithmes,  Intr.  4*  i 
58g,  38g  0,4.95.  — Leur  expression  par  les 
sinus,  au  moyen  des  exponentielles  imagi- 
naires, Intr.  43;  38g,  58g  a.  — Leur  déve- 
loppement par  la  tangente,  Intr.  43, 53;  8g, 
4> 5.  — Par  les  sinus  et  cosinus,  Intr.  5a. 
— Par  les  sinus  et  sinus  verses,  Intr.  58; 
88,  8g  Note , 4*7  > 4*. 9*  — Leur  expres- 
sion numérique  en  parties  du  rayon,  Intr. 
4 5.  — Arc  égal  au  rayon,  ibid.  — Moyen 
pour  obtenir  les  sinus  et  les  cosinus  d’arcs 
ilfhltiples,  Intr.  47-5 1.  — Expression  des 
puissances  du  sinus  et  du  cosinus  de  l’arc 
Mtuple,  par  les  sinus  et  cosinus  de  ses  mul- 
tiples. Voy.  Sinus  et  Cosinus. — Dévelop- 
pement des  arcs  de  cercle  par  les  sinus  oc 
leurs  multiples,  Intr.  56.  — Expression  de 
l’arc  par  des  produits  indéfinis  de  cosinus 
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ou  de  sécantes  d’arcs  continuellement 
sous-doubles,  fntr.  5y.  — Expression  de 
la  différentielle  première  d’un  arc , 58  ; 
de  celle  d'un  ordre  quelconque,  88;  dé- 
duite du  Calcul  aux  différences,  ic54*  — 
Expression  de  l’arc  de  3o degrés  en  série  , 
88.  — Usage  de  la  division  des  arcs  en  par- 
ties égales,  pour  résoudre  les  équation» , 
fntr.  67-74  » 76-80.  — Expression  d'un 
arc,  en  fraction  continue,  au  moyen  de  sa 
tangente , 670.  — - Inconvénient  de  l’intro- 
duction des  arcs  de  cercle  dans  les  inté— 
•grales  en  séries  des  équations  différen- 
tielles, 673.  — Leurs  propriétés  déduites 
de  la  comparaison  de  deux  différentielles 
circulaires,  691.  — Leur  expression  en 
produits  indélinis,  1188.  — Séries  des 
arcs  dont  les  tangentes  procèdent  suivant 
une  loi  donnée,  1269. 

Arc  d’une  courbe  ; son  rapport  avec  sa 
cordc  a pour  limite  l'unité,  ai5.  — Li- 
mites entre  lesquelles  est  compris  un  arc 
de  courbe,  ai 3 seconda  Note,  et  p.  634 
du  3*  volume.  — Sa  différentielle  en 
coordonnées  rectangles,  ai6j  en  coor- 
données polaires , flot  *,  par  les  infiniment 
petits , 237 , a5q. 

Arc  d’une  courbe  à double  courbure  : sa  dif- 
férentielle, 347- 

Arcs  elliptiques  : leur  expression  en  série, 
5ûa.  — T ransformatious  de  leur  différen- 


tielle, 5o4,  5o8. — Leurs  propriétés,  re- 
lativement à leur  addition  , a leur  mul- 
tiplication, à leur  division,  698-708. — 
Leur  détermination  par  la  bissection  , 
703.  — Moyens  de  trouver  deux  arcs  el- 
liptiques , dont  la  différence  soit  égale  à 
une  ligne  droite  , 708.  — Construction  de 
leur  relation  par  les  triangles  sphériques, 
709, 71°. 

Arc  hyperbolique  : transformations  de  sa 
différentielle,  5o4  » 5jq.  — lJeut  s’expri- 
mer par  deux  arcs  d ellipse,  009. 

Archimède  : son  style  comparé  à celui  de 
Leibnitz,  a56  Note.  — découvre  les  prin- 
cipales propriétés  de  la  spirale  de  Co- 
non , 248 , 248  a , a5o  ; quarre  cette 
spirale,  499*  quarre  la  parabole, 
5c  o a.  — Rectification  de  la  spirale  , 
5i3. 

Arêtes  de  rebroussement,  33$,  344 > 348. 
— Leur  \iaison  avec  la  correspondance 
qui  règne  entre  le>  équations  difiï rentielks 
partielles  du  premier  ordre,  et  les  équa- 
tions différentielles  qui  ne  satisfont  pas 
aux  conditions  d’intégrabilité , 8a3. 

Asymptotes  droites,  198.  — I*eur  détermi- 
nation par  le  Calcul  différentiel,  214.  — 
courbes,  ao3.  — des  surfaces,  3ia. 

Axes  principaux  des  surfaces  courbes , 307, 
307  a. 


B 


Babbage  ; procédé  qu’il  nomme  Calcul  des 
Jonctions , 1266. 

U a je  des  logarithmes  Népériens  , Intr.  U7  , 
27.  — Propriété  remarquable  de  ce  nom- 
bre , 162. 

Beaune  ( de ) .•  son  problème  sur  la  méthode 
inverse  des  tangentes,  678. 

Birard  .*  sa  méthode  pour  discuter  les  lignes 
et  les  surfaces  du  second  ordre,  307  a , et 
la  Note. 

Bernoulli  (Jacques)  : résout  le  problème  de 
Beaune , 678.  — résout  le  problème  des 
isopérimètres  qui  a conduit  à la  méthode 
des  Variai  ions,  873.— Nombres  qu’il  a re- 
marqués le  premier,  $5 1 . Voyez  Nombre. 

Bernoulli  ( Jean  ) .*  s'occupe  le  premier  des 
exponentielles,  fntr.  ni.  — a démontré 
le  théorème  de  Côtes  , Intr.  76.  — Euh  r 
lui  attribue  les  expressions  exponentielles 
des  sinus  et  cosinus,  ïntr.  4»  a.  — Sa  con- 
troverse avec  Leibnitz  sur  les  logarithmes 

% 


des  nombres  négatifs,  fntr.  8a. — Expres- 
sion de  la  circonférence  du  cercle  qu’on 
lui  attribue,  Intr.  85.  {Voyez  se*  CÊuvrcs, 
t.  l,p.  4°°0  — relève  une  méprise  échap- 
pée à Newton,  258  a.  —Son  développe- 
ment général  des  intégrales , 482.  — Exa- 
men de  son  assertion  sur  les  logarithmes 
des  nombres  négatifs,  492.  — Sa  quadra- 
ture d'une  courbe  du  3*  degré , 4.96*  — 
s’occupe  de  la  recherche  des  courbes  auar- 
rables  , etc. , 534*  — résout  le  problème 
de  la  courbe  rectifiable  sur  une  surface 
donnée,  539.  — a remarqué  que  par  le 
développement  successif  d’une  courbe 
quelconque,  on  approchait  sans  cesse  de 
la  cycloïde , 686  a. 

Bernoulli  (les)  ne  connaissaient  pas  bien  la 
nature  et  l’étendue  des  intégrale^es  équa- 
tions différentielles,  688.  — Leur  rui^_ 
thode  pour  trouver  les  maximums  et 
w.ums  des  intégrales  définies,  ue  dondHP 
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pas  les  équations  relatives  aux  limites  , 
838.  — s’occupent  du  problème  des  Tra- 
jectoires réciproques , ia63. 

Bernoulli  (Daniel)  : discussion  entre  lui  et 
Euler  sur  les  limites  des  séries  de  sinus  et 
de  cosinus , ici 4* 

Bertrand  (de  Genève)  rapporte  des  for- 
mules de  Machin,  /'oyez  Machin . 

rà  r 

Basse!  : ses  recherches  sur  l’intégrale  / ^ » 
iq3i  , ia3â. 

Bezout  : sa  méthode  d’élimination  par  les 
polynômes  multiplicateurs  , io3a.  — Son 
théorème  sur  le  degré  auquel  peut  monter 
l’équation  iinale  résultante  de  plusieurs 
équations  algébriques , io33.  * 

B i do  ne  (Georges)  : ses  travaux  Sur  les  inté- 
grales définies,  iai5,  1317. 

Binet  (aîné)  : démontre  un  théorème  sur  les 
limites,  81  Ab/e.  — Son  théorème  sur 
les  intégrales  des  équations  différentielles 
du  premier  ordre,  qui  ne  satisfont  pas  aux 
conditions  d'integrabilité  , 81 1 a. 

Binet  (J.)  : sa  remarque  sur  les  différences 
du  sinus  , 8tp  g. 

Binôme  ; convergence  du  développement 
des  puissances  d’un  binôme , Intr.  5-7. 
— Développement  de  la  puissance  m du 
binôme,  Intr.  i5  et  suiv.,  p.  b’o4  du  3* 
volume.  — Preuve  que  les  Jeux  premiers 
termes  du  développement  de  la  puissance 
n du  binôme  1 -f-  x sont  1 -f-  nx,  lors 
même  que  n est  irrationnelle  ou  imagi- 
naire, Jntr.  35.  — Sa  démonstration  par 
le  Calcul  différentiel,  19.  — Son  dévelop- 
pement en  fraction  continue  , 669.  — 
Démonstration  de  la  formule  du  binôme , 
par  le  Calcul  intégral  aux  différences  , 961 
Note.-—  Formule  du  binôme  exprimée  par 
les  factorielles,  o83.  — Développement 
d’une  factorielle  à base  binôme,  987.  — 
Expression  approchée  du  coefficient  d’un 
ternie  quelconque  d’une  très  haute  puis- 
sance du  binôme,  1010. — Du  rapport  de 


ce  coefficient  à la  somme  de  tous  les  autres, 
ihid.  — Expression  approchée  du  terme 
moyen  d’une  puissance  paire,  ibid.  — 
Son  développement  en  série , 11 5*  Note. 

Biot  : démontre  la  transformation  de  l’équa- 
tion des  surfaces  du  second  ordre,  opérée 
par  Euler,  3oi.  — Son  mémoire  sur  les  in- 
tégrales indirectes  des  équations  aux  dif- 
férences, 1 073.  — s’occupe  des  équations 
aux  différences  mêlées,  i_t56,  1564. 

Bissection  des  arcs  elliptiques,  703. 

Borda  : sa  formule  pour  calculer  les  loga- 
èfphnies,  Intr.  3a.  — Ses  remarques  sur  là 

. méthode  des  Variations  , 838. 

Bossut  : ses  recherches  sur  le  problème  de 
la  voûte  quarrable  , 54a,  543. 

Bouguer  détermine  les  courbes  de  poursuite , 
609. 

Brachyslochrone , 83 o Note. 

Branches  d’une  courbe  : leur  correspon- 
dance avec  les  diverses  racines  de  sou 
équation,  175,  176. 

Branches  infinies  : leur  détermination  par  la 
transformation  des  coordonnées,  19a- 
196.  — Moyen  de  reconnaître  si  elles  sont 
hyperboliques  ou  paraboliques,  ao3,  204. 

Brandies  paraboliques,  ac5.  — hyperbo- 
lique», tbid. 

Bribes  : son  système  de  logarithmes , Intr. 

97.  — connaissait  la  dérivation  suc- 
, cessive  des  termes  des  puissances  du  bi- 
nôme, p.  604  du  5*  volume.  — a le  pre- 
mier eu  l’idée  de  l’interpolation,  910. 

Brinhley  : ses  remarques  sur  l’expression 
exponentielle  de  A"u,  g3o,  93a;  de  1nut 

,977  _ , . 

Brîsson . forme  un  nouveau  genre  de  séries 
pour  développer  les  intégrales  des  équa- 
tions différentielles  partielles,  789. 

Bndan  : emploie  les  sommes  successives 
pour  transformer  les  équations  algébri- 
ques , 96a  a. 

Burnwnn  .■  son  théorème  pour  développer 
les  fonctions  en  séries , ujû. 


c 

Calcul  différentiel  : fa  définition,  5.  — 
Réflexions  sur  sa  métaphysique  et  sa  no- 
tation, 80 -83.  — Inconvénient  qu’il  y 
aurait  à changer  sa  notation  , 8a , 83.  — 
Comparaison  de  celles  qu’a  proposées  La- 
grange, avec  celles  de  Waring,  d’Enîer, 
de  Fontaine , etc. , 8a  , 83.  — Son  mage 
pour  trouver  les  tangentes  des  courbes, 


oo5-ai4*  — Son  application  A la  théorie 
des  courbes,  à la  manière  d’Arbogast , 
2c6  ; par  les  limites  , seaq  ; à la  ma- 
nière de  Leibnitz,  ou  par  la  considéra- 
tion des  infiniment  petits , a56.  — Son 
application  aux  surfaces  courbes,  3i3et 
suiv.  — appliqué  aux  courbes  à double 
courbure,  044  et  suiv.  — Comment  i!  se 
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déduit  du  calcul  d«  dilTércnccs  , 92g 
A ote,  g4a-  ~ Son  exactitude  envisagée 
connue  la  eompensation  de  deux  erreurs, 
p.  du  3*  volume.  — (Pour  l 'histoire  du 
Calcul  différentiel,  voyez  la  Préface  du  1" 
vol.  et  les  Additions fp.  6oi-6o3  du  3e). 

Calcul  intégral  : sa  définition , 5,  3àS. 

Calcul  intégral  indéterminé,  534-544'  — ' 
comprend  l'intégration  des  équations  dif- 
férentielles à plus  de  deux  variables , qui 
ne  satisfont  pas  aux  conditions  d'intégra- 
kilité,  810. 

•Calcul  intégral  des  différentielles  partîmes, 
ou  Calcul  intégral  aux  différences  par- 
tielles : sa  déliait  ion,  728. 

♦ Calcul  des  variations , 8a3.  — Questions 
géométriques  qui  lui  ont  donné  lieu,  sa 
définition  analytique,  ibid.  — Manière  do 
le  déduire  des  principes  du  Calcul  diffé- 
rentiel exposés  dans  cet  outrage,  8o3- 

843. 

Calcul  direct  des  différences  : sa  définition , 
879.  — Ses  rapports  avec  le  Calcul  diffé- 
rentiel , 929  rVotc,  94a. 

Calcul  direct  des  fonctions  génératrices , 
calcul  inverse , 1 109. 

Calcul  inverse  des  différences  : sa  définition, 
943.  — Comment  ce  calcul  se  distingue 
du  Calcul  différentiel,  par  rapport  aux 
équations,  1 c S7.  * 

Cal/ct  ■ sesreniatques  sur  la  série  1 — 1 -f-  1 
— l-f-etc. , toi 4Aote. 


Caluso  : ses  recherches  sur  l’in 


iQOt  Note. 

Caractéristiques  : l’ordre  de*  caractéris- 
tique* d,/,/*,A,X,  appliquée*  les  unes  sur 
les  autres,  peut  être  interverti,  a8,  3g, 
546  A ote  y 844  -845,  q53  Note. 

Caractéristiques  des  surfaces  limite*  , 336  , 
8o3.  — Leur  liaison  avec  la  correspon- 
dance de*  équations  différentielles  par- 
tielles du  premier  ordre , et  de*  équations 
différentielles  qui  ne  satisfont  pas  aux 
conditions  d’intégrabilité,  8a3. 

Carnot  : propose  pour  le*  courbes  une  forme 
d’équation  indépendante  de  leur  situa- 
tion, a55.  — propose  une  notation  pour 
les  angles,  et  donne  une  relation  entre  les 
côtés  d’un  polygone  plan  ou  gauche,  294 
Arof<?. 


Cauchy  .*  «es  recherches  sur  les  intégrales 
définies , 1216,  1217,  1 248. 


Centre  des  courbes,  i83. 

Centre  des  surfaces  du  second  ordre , 299  a , 
3o2.  — des  surfaces  en  général,  3ia. 

Centres  absolus  de  courbure  d’une  courbe 
à double  courbure  ne  sont  pas  sur  ses  dé- 
veloppées, 35o,  353. 

Cercle  / comment  il  peut  se  déterminer 
dans  l'espace  , 285.  — peut  avoir  une  in- 
finité de  centres  , 34q  Note. — Son  aire, 
4j)3.  — Analogie  entre  le  cercle  et  l'Hy- 
pcrbolc  équilatire,  4,94»  4*p.  — Sa  recti- 
fication , 901.  — Son  équation  différen- 
tielle générale , 634  «•  — ■ - renferme  sous 
un  périmètre  donné  le  plus  grand  espace  , 
874. 

Cerclf  touchant , 22 1 . 

Cercle  osculateur,  221,  222.  — Ses  pro- 
priétés, 224 , 224  at  2a5 , 226.  — Quand 
il  a un  contact  du  troisième  ordre,  23c. 
— Son  centre  déterminé  comme  étant  à 
égale  distance  de  trois  points  consécutifs 
de  la  courbe  proposée,  261.  — déduit  de 
l’intersection  de  deux  normales  consécu- 
tives, ibid.  — sert  à construire  les  équa- 
tions différentielles  du  fécond  ordre,  680. 

Charles : sa  Formule  d'interpolation  parles 
ainus  et  les  exponentielles,  908.  — Sa 
méprise  sur  1rs  solutions  particulières  des 
équations  différentielles,  1078. — s’oc- 
cupe des  équations  aux  différences  mê- 
lées, 1267. 

Charpit  : réduit  l’intégration  des  équations 
différentielles  partielles  du  premier  ordre 
à trois  variables , où  les  coefficiens  diffé- 
rentiels passent  le  premier  degré,  à celle 
détruis  équations  différentielles  simulta- 
nées, à quatre  variables,  741-745,  7 47 
— applique  son  procédé  aux  équations  à 
quatre  variables , 748 , 748  a , 749- 

Circonférence  du  cercle  : son  expression  en 
décimales,  Intr.  /{*> , 43  a.  — Séries  pour 
l’obtenir  , Intr.  43,  44*  — Expression 
de  la  circonférence  du  cercle  par  les  ima- 
ginaires, Intr.  85.  — Celle  de  ses  expres- 
sions que  l’on  doit  à Wallis,  obtenue  par 
lef  factorielles,  989  ; par  les  intégrales 
definies , 1166.  — Usage  de  celte  expres- 
sion dans  la  détermination  d'une  constante 
arbitraire,  1008;  dans  l’interpolation  de 
certaines  suites  , 1024.  — Ses  expressions 
en  produits  indéfinis , celles  de  son  loga- 
rithme, 1188,  1 197. 

Clairaut  a donné  un  moyen  pour  décrire 
des  spirales  par  un  mouvement  continu, 
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»<8  a.  — emploie  les  sons-tangentes  dans 

les  courbes  à double  courbure,  3 44  a. 

•'occupe  du  développement  de  la  fonc- 
tion ( t -f  ncos  s)",  463.  — Sa  théorie 
des  courbes  à double  courbure , tom.  I , 
p.  5oi.  — remarque  les  équations  qui 
•'intègrent  après  une  différentiation,  587. 
— Ses  remarques  sur  la  tractoire,  679 
Note. 

Coefficient  différentiel  : sa  définition,  4. — 
Crftfficiens  différentiels  de  tous  les  ordres, 
leur  définition,  ai.— Les  fonctions  de 
deux  variables  en  ont  plusieurs  dans 
chaque  ordre,  3i. — iis  demeurent  les 
mêmes  dans  quelqu'ordre  qu’on  effectue 
les  difFérentiations  partielles  d'où  ils  ré- 
sultent, 28,  3g.  — Méthode  pour  trou- 
ver ceux  d'une  fonction  implicite  donnée 
par  une  équation  tflitre  deux  variables , 
4>  , 44 i en,re  plusieurs  variables  , 74- 
76.  — Ils  ont  chacun  autant  de  va- 
leurs que  la  fonction  dont  ils  dérivent , 
45,  4?'  — Transformation  des  coefficient 
différentiels  relatifs  à y,  dans  ceux  qui  se 
rapportent  à x , lorsque  les  variables  x 
et  y sont  liées  entr'elles  par  une  équation, 
5q  — 61.  — ■ sont  les  limites  du  rapport 
des  accroissemen»  de  la  fonction  et  de  sa 
variable,  81.— Manière  de  les  représen- 
ter, 82,  83.  — Expression  des  coefficient 
différentiels  de  f (y),  y étant  fonction  de 
x,  iag. — Les  coefficient  différentiels  de- 
viennent infinis  dans  certains  cas,  86,  i3i  ; 
pourquoi , i3a,  i38.  — La  même  fonc- 
tion peut-on  avoir  dans  certains  cas  de 
finis,  de  nuis  et  d’infinis,  i3i,  t33. — Pa- 
raissent quelquefois  sous  la  forme  £,  1 34. 
— Comment  on  en  trouve  la  vraie  valeur 
pour  les  fonctions  implicites,  i35,  i36. 
— deviennent  quelquefois  imaginaires, 
quoique  la  fonction  primitive  soit  réelle  , 
1 3g . — Cas  où  celui  du  premier  ordre  a 
le  même  signe  que  la  fonction , 170. 

Coefficient  indéterminés  (attention  qu'il  faut 
avoir  dans  la  méthode  des) , Jntr.  21. 

Combinatoire  (analyse)  , Intr.  20;  12a. 

Condorcet  .*  comment  il  présente  la  forma- 
tion des  équations  différentielles , 4a  o. 
— Sa  théorie  des  équations  de  condition, 
55i-557.  — propose  une  méthdBe  gé- 
nérale d’intégration,  58i.  — Sou  éloge 
d'Euler,  cité  , 838  Note.  — Forme  qu  il 
donne  à l’intégrale  aux  différences  du 
produit  de  deux  facteurs , gôg.  — Ses  re-. 

3.  * 
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marques  sur  la  détermination  des  fonc- 
tions arbitraires , qnt  entrent  dans  les 
intégrales  des  équations  différentielles  par- 
tielles, 1061,  1 io3.  — détermine  les 
équations  de  condition  relatives  à l'inté- 
grabilité  des  fonctions  différentielles  et 

des  fonctions  aux  différences , 1104. 

Ses  recherches  sur  le»  équations  aux  dif- 
férencea  mêlées,  ia56. 

C°ne  tangent  aux  surfaces  du  second  degré, 

3i6o.  0 

Cône  droit  : son  volume,  5a  1 , 5a  1 a,  5a5. 
— Son  aire  a des  portious  quarrables’  544  • 

Cône  oblique  : expression  de’  son  aire , 5a6, 
5a6a. 

Conon  (spirale  imaginée  par) , a48. 

Constantes des  quantités  regardées  comme 
constantes,  1 . — disparaissent  par  la  diffé- 
rentiation , 8,  4 j , et  lorsqu'on  prend  les 
différences, 88t. 

Constantes  d une  équation  : ce  qui  arrive 
lorsqu'on  les  fait  varier,  262. 

Constantes  arbitraires  : leur  introduction 
dansas  intégrales  et  leur  détermination, 
— Ceur  nombre,  5qo  , 5qi , 
5.9 1 u , 61 5 a,  — Cas  où  on  les  fait  varier, 
610,  617,  636,  638,  63g , 674,  738, 
740,  1 o3q  , r 064 ■ io73,  1262. —Usage 
de  leur  variation  dans  les  gestions  de 
maximums  et  de  minimums  des  inté- 
grales définies , 838. 

Contact  des  courbes  : condition  du  contact 
de  deux  courbes,  218.  — Distinction 

entre  le  contact  et  l'osculation , 023.  

considéré  comme  la  réunion  d'un  certain 
nombre  de  points  d'intersection  , 2*9  ; 
par  les  infiniment  petits , 260. 

Contact  des  surfaces , 3 1 5 , 3r8,  8ai. 

Continuité  t la  loi  de  continuité  se  mani- 
feste par  la  considération  des  limites,  239. 
— Expression  do  1a  continuité  des  sur- 
faces, 3i3.  — N'existe  pas  dans  certains 
passages  des  aires  des  courbes  du  positif 
au  négatif,  492  ; et  des  volumes,  317. 

Coordonnées  1 leur  transformation  et  ses 
principaux  usages  dans  la  théorie  des  li- 
gnes courbes,  18a. 

Coordonnées  dans  l’espace  (les)  , sont  au 
nombre  de  trois  ponrun  même  point,  a66. 

— Interprétation  de  leurs  signes , ibid. 

Leur  transformation , ago  - 297 , ag4  a , 
ag5  a. 

Coordonnées  polaires , 248.  — Paisage  des 


Digitized  by  Google 


TABLE  DES  MATIERES. 


738 

coordonnée!  rectangles  aux  coordonnées 
polaires,  a4g-aS3  ;.dans  l'espace , 397. 
Cordes  vibrantes  (problème  des),  804, 1101, 

1 to3. 

Cosécante  d'un  arc  de  cercle  : ses  dévelop- 

pemcns  en  produits  indéfinis , 1188. 

Cosinus  ■■  développement  du  cosinus  suivant 
les  puissances  ae  l’arc , Jntr.  Zy , 3g  ; 
par  les  limites,  lntr.  5a.  — Son  expres- 
sion en  exponentielles  imaginaires , Jntr. 

4 1 , 4a  a.  — Expression  du  cosinus  d’un 
arc  multiple,  par  les  puissances  du  cosi- 
nus et  du  sinus  de  l'arc  simple , Jntr.  47- 
5i  , 48  a;  99-101.  — Expression  des 
puissances  du  cosinus  par  les  cosinus  des 
multiples,  Jntr.  54i  54  a»  t°a»  10a  a.  — 
Sa  différentiation  , i5.  — Développe- 
ment du  cosinus  par  l’arc  ,87.  — Ses  dé- 
vcloppcmens  en  produits  indéfinis,  1 180, 

1 1 88. « — Celui  de  sou  logarithme,  1181. 
Série  qui  exprime  son  logarithme  sui- 
vant les  puissances  du  sinus,  896  A'ote. 
Cosinus  d'arcs  imaginaires,  Jntr.  86- — hy- 
perboliques, Jntr.  86  Note;  49%! 
Cotangente  d'un  arc  de  cercle  : ses  déve- 
loppemens  en  produits  indéfinis,  1 188. 
Câtes  s sa  définition  des  logarithmes  , Jntr. 
36  Note.  — Son  théorème,  Jntr.  yh.  — 
Usage  de  ce  théorème  pour  décomposer 
les  exponentielles  en  facteurs,  1189. 
Courbes  algébriques,  174. — transcendantes, 
174,  a4'i - 364- — mécaniques , 174. — 
Division  des  courbes  en  genres  , ibid.  — 
Construction  par  points,  177.  — Examen 
du  cours  d'une  courbe  d'après  son  équa- 
tion, 175-181. — Nombre  des  branches 
infinies  des  courbes,  178,  194-  — Leurs 

Îioints  singuliers , leurs  points  multiples , 
eurs  Kmitea,  leurs  points  d'inflexion,  180, 
>qi.  — Leurs  points  de  eerpentement , 
390,  190  a.  — Leurs  points  de  rebrousse- 
ment, 181.  — Nœuds  , ibid.  Feuilles, 
ibid.  — Leurs  points  conjugués , ibid.  — 
Leur  centre  , i83. — Leurs  diamètres, 
• i83-i85.  — Leurs  axes,  184. — Oscu- 
lation des  branches  d’une  courbe  ; leur 
embrassement,  188,  203,  302a.  — Le 
nombre  d'intersections  de  deux  courbes  , 
196  Note.  — Détermination  des  circon- 
stances du  cours  des  courbes  par  les  sé- 
ries , ig7-ao4-  — Préparation  de  leur 
équation  pour  faciliter  leur  construction 
par  points  , au  moyen  des  artifices  de  l'a- 
nalyse indéterminée,  19g  Note.  — Leurs 


branches  hyperboliques  et  paraboliques , 
so3.  — Elles  ont  pour  asymptotes  des 
courbes,  ao3 , 304.  — Les  ordres  de  cour- 
bes se  divisent  en  genres  par  la  considé- 
ration des  branches  infinies,  et  en  espèces 
par  celle  des  points  singuliers,  aoo.  — 
Expressions  générales  ae  leurs  soutar.- 
gentes , tangentes , sounormales  et  nor- 
males, ai3;  moyen  de  trouver  ces  expres- 
sions, lorsque  les  coordonnées  font  un  angle 
quelconque,  ibid.  — Expression  de  R dif- 
férentielle de  l'arc  d'une  courbe.  J'oyez 
arc  ; de  la  différentielle  de  son  aire,  t'oyez 
aire.  — Courbe  contenant  les  centres  des 
cercles  oscillateurs  d’une  courbe  don- 
née, aa5, 336.  — Description  des  courbe» 
planes  par  le  développement,  aa6,  338. 
— Elle*  ont  uriqjuifiuité  de  développées  , 
34g.  — Les  déveWppccs  des  courbes  al- 
gébriques sont  rectifiables , 226.  — Equa- 
tion d'une  courbe  au  moyen  de  son  arc 
et  de  sa  courbure , a55  , 355  a , 686.  — 
Courbe»  osculatrices  déterminées  par  la 
considération  des  polygones  touchans  et 
des  polygones  touchés,  360.  Voyez  ligues 
osculat  rices .— Courbes  e nv  isagées  comme 
des  polygones  , 256-365.  — Distinction 
de  la  courbe  rigoureuse  et  de  la  courbe  po- 
lygone , a58  a.  — Trouver  l'équation  de 
celles  qui  en  touchent  une  infinité  d'autres 
d’une  nature  donnée,  et  assujéties  à se 
succéder  suivant  une  certaine  loi,  363.  — 
Courbe  décrite  par  une  courbe  donnée 
roulant  sur  une  autre  , a63-a65.  — Une 
courbe  quelconque  étant  donnée , on 
peut  toujours  en  trouver  une  qui , roulant 
sur  une  autre  courbe  aussi  donnée , en- 
gendre la  première  par  un  de  ses  points , 
a65.  — Usage  des  courbes  paraboliques , 
pour  évaluer  le»  intégrales  aux  différen- 
tielles, 476.  1035-1028;  pour  l'inter- 
polation des  suites  , 898.  — Quadrature 
des  courbes , 457-499-  — quarrables  , 
487  , 574.  — Leur  rectification  , 5oc- 
5i3.  — ayant  un  nombre  donné  d’es- 

Saces  quarrables , 535.  — engendrant 
es  volumes  dont  l'évaluation  dépend 
dn  cercle,  536.  — rectifiables  , 537 ■ — 
Trouver  deux  courbes  algébriques , telles 
qu^  la  somme  de  leurs  arcs  dépende 
d'une  différentielle  donnée  , 538.  — Dé- 
termination des  courbes  pour  lesquelles  on 
a une  équation  homogène  entre  l'arc  et  les 
coordonnées  rectangles,  586.  — Déter- 
mination des  courbes,  dont  le  rayon  de 
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courbure  est  constant,  5g3;  ou  exprimé 
par  une  fonction  de  l'une  des  coordonnées, 
097.  — Construction  de  la  courbe  dont  la 
poutangeijte  est  une  fonction  donnée  de 
l'abscisse,  677.  — Trouver  une  courbe 
dans  laquelle  la  soutangente  soit  à l'or- 
donnée comme  une  ligne  constante  est  à la 
somme  ou  à 1a  différence  de  l'ordonnée  de 
cette  courbe  et  de  celle  d'une  autre  tracée 
d'une  manière  quelconque,  678-  — Con- 
struction des  courbes  données  par  des 
équations  entre  l'arc  et  le  coefficient  diffé- 
rentiel de  l'ordonnée,  679.  — Trouver  la 
courbe  qui  coupe  toutes  celles  d'une  es- 
pèce donnée  sous  uu  angle  donné,  681.— 
Equation  de  celles  dont  le  rayon  de  cour- 
bure est  égal  à la  normale  prise  avec  le 
signe  -f-  et  avec  le  signe — , 684. — Déter- 
mination des  courbes  qui  sont  semblables 
à leurs  développées  successives,  685,686. 

— Une  courbe  qui  en  touche  une  infi- 
nité d'autres,  représente  la  solution  par- 
ticulière do  l'équation  différentielle  du 

remier  ordre  qui  appartient  i celle-ci , 
87.  — Trouver  une  courbe  telle  que 
toutes  les  perpendiculaires  abaissées  d’un 
point  donné  sur  ses  tangentes  soient  égales 
entre  elles,  ibid.  — Trouver  l'équation 
de  la  courbe  où  la  longueur  de  la  normale 
et  la  distance  de  son  pied  à l'origine  des 
abscisses , ont  entre  elles  une  relation 
donnée  , 688.  — Conrbes  de  poursuite  , 
689.  — Courbe  décrite  par  le  sommet 
d'un  angle  dont  les  eûtes  touchent  conti- 
uuellement  une  courbe  donnée,  ibid.  — 

— Courbe  de  la  plus  vite  descente  , 83o 
Note.  — Trouver  celle  dans  laquelle  la 
tangente  prolongée  de  part  et  d’autre  du 
point  de  contact,  jusqu’à  deux  ordonnées 
correspondantes  à des  abscisses  données , 
détermine  sur  ces  ordonnées  des  parties 
dont  le  produit  soit  un  maximum  ou  un 
minimum , 833.  — Courbe  qui  produit 
par  sa  révolution  la  surface  qui  éprouve 
la  moindre  résistance  de  la  part  d'un 
fluide  , 867  Note.  — Détermination  de 
celle  dans  laquelle  l'espace  compris  entre 
la  courbe , sa  développée  et  deux  de  ses 
rayons  de  courbure,  est  un  maximum  ou 
un  minimum , 868.  — Trouver  celle  le 
long  de  laquelle  doit  descendre  un  corps 
soumis  à l'action  de  la  pesanteur,  et  éprou- 
vant de  la  part  du  milieu  dans  lequel  il  se 
meut,  une  résistance  proportionnelle  à la 
puissance  un  de  la  vitesse , pour  acqué- 
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rir  le  maximum  de  vitesse , 873  Note.  — 
Courbe  élastique;  sa  détermination;  elle 
engendre  par  sa  rotation  un  solide  dont 
le  volnme  est  un  maximum  ou  un  mini- 
mum relatif,  874.  — Courbe  qui,  sous  un 
périmètre  donné  , renferme  le  plus  grand 
espace,  ibid.  — Déterminer  celles  qui,  par 
une  double  réflexion , renvoyent  un  rayon 
lumineux  au  point  d'où  il  est  parti , 1 364 
Note.  — Trouver  celles  dans  lesquelles  le 
carré  de  la  normale  surpasse  celui  de  l'or- 
donnée élevée  par  son  pied  d'une  quantité 
constante,  iao5.  — Trouver  celles  dans 
lesquelles  la  soutangente  est  dans  un  rap- 
port constant  avec  la  sousécante  corres- 
pondante à une  différence  donnée,  1367. 

Courbes  à double  courbure  , 344  et  su'v- 
— Par  l'ensemble  de  leurs  tangentes  for- 
ment une  surface  développable , 344  s 
344  a.  - Equations  de  leurs  projections , 
ibid.  — Equations  de  leur  tangente,  344 . 

345.  — Leurs  soutangentes , 344  a-  — 
Leurs  osculations  , 345. — Leur  contact 
avec  des  surfaces  , leur  plan  osculateur, 

346,  347  , 347  a.  — Considérées  comme 
des  polygones , 347.  — Différentielle  de 
leur  arc , ibid.  — Leur  plan  normal , la 
surface  des  plans  normaux , 048.  — La 
sphère  osculatrice  , 348  , 35'i . — Leurs 
développées , 35o.  — Les  équations  de  ces 
développées,  354- 

Courbes  a double  , triple  courbure  ; ce  que 
c'est,  35o  a.  —Les  courbes  i double  cour- 
bure out  deux  espèces  d'inflexions , 355. 
— Deux  flexions,  ibid. , 355  a.  — Déve- 
loppement ou  applanissementdes  courbes 
tracées  sur  des  surfaces , 357  - 365.  — 
Leur  rectification,  533. 

Courbes  rectifiables  sur  une  surface  donnée, 
sur  la  sphère , 53g.  — qui  déterminent 
sur  une  surface  donnée  des  aires  ou  des 
volumes  exprimables  algébriquement,  sur 
la  sphère  , 54o-543;  sur  les  surfaces 
coniques , 5 44- — Trouver  l’équation  gé- 
nérale de  celles  dont  tontes  les  tangentes 
font  le  même  angle  avec  le  plan  des  xy  , 

833,  8-j3  a;  qui  résultent  d'une  ligne 
droite  tracée  sur  un  plan,  lorsqu'on  aroulé 
ce  plan  sur  un  cylindre  quelconque,  ibid. 
— Intégrale  de  l'équation  de  la  courbe  que 
produit  une  ligne  droite  tracée  dans  un 
plan  qui  enveloppe  une  surface  conique 
quelconque , 814.  — Trouver  celles  dont 
le  rayon  de  courbure  absolu  est  constant, 

834. 
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Courbure  d'une  courbe  : «a  mesure,  aa4, 
224  u y a55  a y p.  645  du  3*  volume.  — 
Ses  variations  , avant  et  après  une  in- 
flexion, ou  un  rebroussement,  334*  f^oyez 

Hayon  rie  courbure. 

Courbure  des  surfaces , 5flo  et  suiv.  337  a, 
3ag  a. 

Cousin  transforme  les  équations  différen- 
tielles  ordinaires  en  équations  différen- 
tielles partielles,  73g. 

Cramer  • sa  méthode  ponr  développer  les 
fonctions  en  série , citée , Jntr.  G5.  — 
Exemples  de  points  singuliers  tirés  de  son 
ouvrage,  igo  a,  aoa  a,  — Sa  division 
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des  conrbes  de  même  ordre  en  genres  et 
en  espèces , 304- 

Créature  des  volumes,  5t4  et  suiv. 

Cycloide,  a44_a47  • a44a-  — Sa  construc- 
tion, a 44  n- — Son  équation  déduite  de 
celledes  roulettes,  364, 264  a.  — Sa  quadra- 
ture, 498,  49®  a-  — S*  rectification,  346, 
5ia,  5ia  a. — est  elle-même  sa  dévelop- 
pée, a 46 , G85.  — est  la  brachystochrone, 
83o , 86$.  — renferme  entre  sa  dévelop- 
pée et  ses  rayons  de  courbure  un  espace 
maximum  ou  minimum,  868.  — accour- 
cie, 564,  5ta  a.  — alongée,  ibid. 

Cylindres,  ao3  — paraboliques,  5io.  — 
projetai»,  344- 
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DaLtMBERT  : ses  remarques  sur  la  con- 
vergence du  développement  des  puissances 
du  binôme,  Intr.  5,  6,  7.-  000  théo- 
rème sur  les  quantités  imaginaires  , Jntr. 
00.  — prend  part  à la  contestation  sur  les 
logarithmes  des  nombres  négatifs,  Intr.  8a. 
— Sa  manière  d'envisager  le  Calcul  dif- 
férentiel par  les  limites , 80  , 81  , a56 
A'ote.  — développe  par  parties  la  série 
de  Taylor , 170,  n54,  n55;  Con- 
dorcet" lui  attribue  mal  à propos  cette 
série , 1 1 54  iVote.  — confirme  1 existence 
des  points  de  rebroussement  de  la  se- 
conde espèce , a34-  — Caractère  qu'il 
tTOuve  pour  reconnaître  si  une  courbe  est 
plane , 3 44  a-  ■ — Ce  qu'il  entendait  par 
courbes  à double,  triple,  quadruple  cour- 
bure , 35o  a.  — Sa  méthode  pour  com- 
pléter les  intégrales  des  équations  diffé- 
rentielles du  premier  degré , dans  certains 
cas , 606  a.  — Sa  méthode  pour  intégrer 
conjointement  plusieurs  équations  diffé- 
rentielles du  premier  degré,  6aa.  — Com- 
ment il  intègre  l'équation  du  premier 
degré  d'un  ordre  quelconque,  à deux  va- 
. riablra , 6a3.  — Sa  dispute  avec  Euler 
sur  1a  continuité  des  fonctions  arbitraires 
(les  intégrales  des  équations  différentielles 
partielles,  8o4-  — Sa  manière  de  pré- 
senter les  équations  différentielles  par- 
tielles , 843  A'ote.  — La  méthode  qu’il 
a donnée  ponr  intégrer  les  équations  dif- 
férentielles du  premier  degré,  s'applique 
aussi  aux  équations  aux  différences,  1 009. 

Définitions  : bat  des  définitions  , tom.  I , 

p.  140. 

Dejlers  1 ses  remarques  sur  le  développe- 


ment des  puissances  du  cosinus  par  les 
sinus  et  cosinus  multiples,  10a  a. 

Degua  son  triangle  analytique,  Jntr.  60.  — 
conteste  l'existence  des  rebroussemens  de 
la  seconde  espèce,  n34- 

Delambre  ■■  ses  formules  pour  calculer  les 
logarithmes,  Jntr.  3a.  — Ses  expressions 
des  différences  de  logarithmes,  8g 0 ; do 
celles  des  sinus , 89a , 894  ',  des  loga- 
rithmes des  sinns  et  des  cosinus , 096 
et  la  Note. 

Descartes  ■■  ne  croyait  pas  qu'il  fût  possible 
de  rectifier  une  courbe , aaS , Soo  a. 

Développante , aa6.  — Recherche  de  la  dé- 
veloppante par  la  connaissance  de  sa  dé- 
veloppée , fl65 , 689  a. 

Développée  d'une  courbe,  aa6,  aa6  a.  — Ce 
qn’elle  devient  pour  les  points  singuliers  , 
Û34-  — La  développée  de  la  cycloide  est 
une  autre  cycloide  inverse  de  la  première, 
046 , 685.  — La  développée  de  la  spirale 
logarithmique  est  nne  spirale  semblable , 
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lieu  pour  qu'une  des  variables  y soit  fonc- 
tion des  deux  autres,  714. — dites  absur- 
des , ont  une  signification  réelle , ibid.  — 
à trois  variables  homogènes , leur  intégra- 
tion, 719,  730.  — à trois  variables  où  les 
différentielles  passent  le  premier  degré  , 
condition  de  leur  iutégrabilité , 731.  — 
totales  à quatre  variables , leur  intégra- 
tion , 733-734.  — du  premier  ordre  à m 
variables , et  nombre  des  conditions  né- 
cessaires pour  qu’on  puisse  y regarder  une 
variable  comme  fonction  de  toutes  les 
autres,  ou  qu'elle  ait  pour  intégrale  une 
seule  équation  primitive,  ibid.  — à trois 
variables  , des  ordres  supérieurs , leur 
transformation  par  Iss  coeflidens  différen- 
tiels , leur  décomposition  en  équations 
différentielles  partielles , et  leur  intégra- 
tion par  ce  moyen  ; nombre  de  constantes 

?ju'on  peut  faire  disparaître , quand  on  ne 
ait  pas  varier  d.r  et  dv , 735.  — totales  à 
trois  variables  d'un  ordre  quelconque , re- 
cherche des  conditions  qui  doivent  avoir 
lieu  pour  qu'elles  puissent  s'intégrer  une 
ou  plusieurs  fois  de  suite , 736 , 737. 
Equations  différentielles  partielles  : lenr 
usage  pour  développer  les  fonctions,  104- 
109.  — partielles  an  premier  ordre  à froij 
variables,  dans  lesquelles  les  coefficien» 
différentiels  ne  montent  qu'au  premier  de- 
gré, leur  intégration,  739-734.  — à quatre 
ou  un  plus  grand  nombre  de  variables  , 
735,  7*6.  — partielles  du  premier  ordre 
à quatre  variables,  conditions  de  l'inté- 
gration simultanée  de  deux  éauations  de 
ce  genre  , 737,  748.  — partielles  à trois 
variables  du  premier  ordre,  leur  intégral* 
générale  déduite  de  l'intégrale  complète, 
renfermant  deux  constantes  arbitraires , 
738.  — partielles  du  premier  ordre  à trois  • 
variables  qui  passent  le  premier  degré  par 
rapport  auxcocificiens  différentiels,  leur 
intégration , 740-747 , 74'  <*•  — Examen 
d'un  paradoxe  que  présente  ce  sujet , 
747, 747  a.  — partielles  du  premier  ordr* 
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à quatre  variables  qui  paient  le  premier 
degré  par  rapport  aux  coeflicicns  différen- 
tiel-» f 748,  749.  — partielles  du  premier 
ordre,  leur  correspondance  avec  des  équa- 
tions différentielles  à trois  variables , qui 
ne  satisfont  pas  aux  conditions  d'intégra- 
bilité , 8 1 5 , 8a3. 

Equation*  di  (Térentielics  partielles  des  ordres 
supérieurs  qui  s abaissent  ou  30  ramènent 
immédiatement  à des  équations  différen- 
tielles, 750, 75 1 . — du  second  ordre  et  du 
premier  degré,  par  rapport  aux  coeffi- 
ciens  différentiels  de  cet  ordre  : leur  inté- 
gration ramenée  à celle  de  deux  équa- 
tions différentielles  du  premier  orore , 
752-707  ; leur  intégration  lorsqu'elles 
peuvent  avoir  une  intégrale  du  premier 
ordre,  70$,  767.  — partielles  à trois  varia- 
bles qui  n'ont  point  d’intégrale  de  l’ordre 
immédiatement  inférieur,  787,  790.  — 
partielles  du  troisième  ordre  ou  de  l'ordre  n 
et  du  prem  ier  degré  par  rapport  aux  coef- 
ficient différentiels  ae  cet  ordre  : leur  in- 
tégration ramenée  à celle  de  deux  équa- 
tions différentielles  du  premier  ordre , 
758-761.  — partielles  du  troisième  ordre 
ou  de  l’ordre  n,  ne  contenant  que  les  coef- 
ficiens  différentiels  de  cet  ordre  au  premier 
degrm^t  multipliés  par  des  constantes  : 
leur  ■Kgration,  759,760. — partielles  du 
second  ordre  à quatre  variables,  et  du  pre- 
mier degré  par  rapport  aux  coeflicicns  dif- 
férentiels de  cet  ordre  : leur  intégration 
ramenée  à celle  de  trois  équations  diffé- 
rentielles du  premier  ordre , et  condition 
sans  laquelle  cela  ne  se  peut , 76a,  763.  — 
partielles  du  second  ordre  et  du  premier 
degré  à trois  variables  : leur  transformation 
par  rapport  aux  quantités  qui  entrent 
dans  les  fonctions  arbitraires  , 764 , 765 , 
jfo,  769  a ; leur  intégration  par  ce  moyen, 
760-768  ; condition  d’où  elle  dépend  , 
766  et  la  Noté.  — partielles  du  pre- 
mier degré  à coeflicicns  variables  généra- 
lement intégrables,  771.  — ne  contenant 
que  les  coefficient  différentiels  de  cet  ordre 
multipliés  par  des  fonctions  de  ceux  du 
premier , ou  une  fonction  quelconque  de 
ceux  du  second  ordre  ; transformations  qui 
conduisent  à les  intégrer,  773-775, 77a  a, 
773  a — partielles  du  second  ordre  à trois 
variables,  qui  passent  le  premier  degré 
par  rapport  aux  coeflicicns  de  cet  ordre  ; 
remarques snr  leur  intégration,  775-777. 
—partielles  auxquelles  on  satisfait  par  des 
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séries  d'exponentielles , de  sinus  oo  de 
cosinus,  778.  — partielles  : leur  intégra- 
tion par  les  séries,  778-787 , 789.  — Dé- 
veloppement des  intégrales  par  le  théo- 
rème de  Taylor,  779  ; par  la  méthode  des 
coelficiens  indéterminés,  780,781 , 783; 
par  des  intégrations  successives  , 782.  — 
partielles , nombre  des  fonctions  arbi- 
traires qui  entrent  dans  leurs  intégrales  , 
781 , 782 , 79a  a ; il  ne  doit  rester  sous  lo 
signe /qu’une  seule  des  fonctions  arbitrai- 
res , 787.  — partielles  du  premier  degré  , 
du  second  ordre  et  à trois  variables , qui 
n'admettent  point  d'intégrale  générale  en 
termes  finis , 786.  — partielles  du  se- 
cond ordre  à trois  variables  : examen  des 
formes  et  de  l'étendue  de  leurs  intégrales, 
788,  790-792,  79a  a.  — partielles  à 
trois  variables  , dans  l'intégrale  des- 
quelles on  11c  peut  faire  disparaitre  qu'en 
même  temps  les  deux  fonctions  arbitraires, 
790.  — partielles  : leurs  intégrales  com- 
plètes , leurs  intégrales  générales  ,791-  — 
parlielles  : leurs  solutions  particulières  , 
7g3-7q5.  — partielles  du  premier  ordre  ï 
leur  construction  géométrique  par  les 
surfaces  courbes  , 7gS.  — ■ Construction 
géométrique  des  intégrales  de  quelques 
unes  de  ce»  équations , 798-802  , 8o4 , 
806.  — Interprétation  géométrique  des 
intégrales  de  celles  du  premier  ordre  , 
8o3.  — parlielles  du  premier  degré,  du 
second  ordre  et  à trois  variables  : déter- 
mination des  fonctions  arbitraires  qui 
entrent  dans  leur  intégrale  , 807.  — par- 
tielles : manière  dont  d'Alembert  écrivait 
ces  équations , 843  A'ofe.  — partielles  à 
trois  variables,  leur  résolution  par  les  in- 
tégrales définies,  1 2^2- 1 a5o.  — partielles 
auxquelles  on  satisfait  par  des  intégrali  s 
définies,  dont  les  limites  sont  arbitraires  , 
1248.  — partielles  à quatre  variables , qui 
se  rapportent  à la  propagation  du  son, 
780,  1248,  1248. 

Equations  dilfércutiellcs  à trois  variables  , 
qui  ne  satisfont  pas  aux  conditions  d'in- 
tégrabilité  : leur  intégration,  808-819. 
— du  premier  ordre,  dans  lesquelles  les 
différentielles  no  passent  pas  le  premier 
degré,  808—811  , 811  a.  — Trouver 
parmi  le  nombre  infini  d'équations  pri- 
mitives qui  répondent  à une  de  ces  équa- 
tion», celles  qui  sont  algébriques,  810.  — 
où  los  différentielles  passent  le  premier 
degré  : leur  intégration,  812, 81G  a,  817. 
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— du  premier  ordre  : leur»  intégrale#  dé- 
duite» de  la  variation  des  constante»  arbi- 
traires et  leurs  solutions  particulières  , 
8i3,  8i4-  — du  premier  ordre  oorres- 
pondentàdcs  équations  différentielles  par- 
tielles du  premier  ordre,  816,  8loa. 
— du  premier  ordre  : leur  construction 
par  les  courbes  à double  courbure , 8ao , 
8ao  a , 8a  i a,  8aa , 8aa  a ; leur  cor- 
respondance avec  les  équations  différen- 
tielle» partielles,  prouvée  par  la  considé- 
ration des  caractéristiques  et  des  arêtes 
de  rebroussement  des  surfaces,  8a3.  — du 
second  ordre  : remarque  sur  leurs  inté- 
grales, 8 1 8,  819. — du  second  ordre  ré- 
pondent à des  questions  géométriques  , 

804. 

Equations  aux  différences  à deux  variables  : 
de  quelle  manière  elles  font  connaître  la 
fonction  cherche»  ; combien  la  série  qu’on 
en  déduit  doit  renfermer  de  termes  arbi- 
traires , io3S  — Cas  où  on  peut  les  trans- 
former en  équations  différentielles  d'un 
nombre  fini  de  termes  ; elles  peuvent  tou- 
jours être  transformée»  en  une  équa- 
tion d'un  nombre  infini  de  tenues , 1037, 
1067.— aux  différence»  du  premier  de- 
gré à deux  variables , considérées  en  gé- 
néral , to38 , io3q,  to65;  lorsque  le» 
coeflicicn»  sont  constata  , 1 Otjo  - 1 o<(4  ; 
lorsque  les  cocfliciens  sont  variables  , 
>c4â-tc5a.  — Equations  périodique»  aux 
différences  : leur  intégration  , ic5i.  — 
liquations  aux  différence»  qui  se  ramènent 
au  premier  degré  , par  le  moyen  des  lo- 
garithmes , ibui.  — Intégration  des  équa- 
tions aux  différences  par  le»  coeflîciens 
indéterminés,  ic5a.  — équation  du  se- 
cond ordre  aux  différences  , convertie  en 
fraction  continue,  to55.  — Intégration  de» 
équation»  où  les  différences  de  la  variable 
indépendante  ne  sont  pas  constantes,  1 06G  ; 
intégration  d'nne  équation  de  ce  genre 
par  les  série»,  ibid.  Note.  — Application 
aux  équations  des  ordre»  supérieur»,  1067. 
— Elimination  entre  un  nombre  m d'équa- 
tions aux  différences , contenant  m -f-  1 
variables,  lofifl.  — Equation»  rentrantes 
aux  différence»,  toR3.  — Intégration  si- 
multanée de  plusieurs  équation»  aux  diffé- 
rences , 1084.  — Nature  de»  arbitraires 
qui  entrent  dans  les  intégrales  des  équa- 
tion» airx  différences,  ic6b'-io68;  dÀer- 
minatinn  de  ces  arbitraires,  1069;  leur 
construction  , 1070-1070.  — Détermina- 


tion des  diverses  espèces  d’intégrale»,  dont 
une  même  équation  aux  différence»  est 
susceptible,  1 073-1  o83.  — Intégration 
des  équations  aux  différence»,  par  le» 
fonctions  génératrices , 1116,  1117.  — 
Leur  résolution  par  tes  intégrales  fe~“  etlu 
et  fu‘vàu,  ia5i. 

Equations  du  premier  degré  anx  différences 
partielles  à trois  variable»  et  à coeflicien» 
constans  : leur  intégration,  1084^  1093  ; à 
quatre  variables,  icq3.  — aux  différences 
partielles  du  premier  degré  à trois  varia- 
bles et  à coefficient  variables  : leur  inté- 
gration, 1094-1098.  — du  même  genre, 
dont  l'ordre  dépend  d'une  des  variables , 
1099,  1100.  — aux  différences  partielles 
à trois  variables  et  à coefficient  constat»  : 
leur  intégration  par  les  fonctions  généra- 
trices, 1 134-1 1 38. 

Equations  aux  différences  mêlées  : leur 
théorie , 1 a56.  — aux  différences  succes- 
sives, ibid.\  leur  intégration,  ia57-ta6t  ; 
leurs  diverses  intégrale»,  ta6a.  — Leur 
application  à la  Géométrie,  1363-1367. 
— Leur  usage  dans  l'analyse,  1368.  — 
— aux  'différences  mêlée»  et  partielles , 
ibui. 

Equations  linéaires  ( Eoyez  Equations  du 
premier  degré  ). 

Equations  parcourantes  : lntr.  a* 
Equations  primitives:  leur  définition,  44- 
Equations  de  Rsccati,  voyez  Riecati. 
Equations  singulières,  635  IVo te,  645. 
Euchde  donne  une  proposition  contenant 
le  genue  de  U convergence  des  séries , 
Inir.  9 a. 

Euler  : sa  démonstration  de  la  formule  du 
binôme,  lntr.  >6. — Série  pour  calculer 
l'are  de  45°,  par  deux  tangentes,  lntr. 
44.  — remarque  uu  paradoxe  dans  lea 
formules  de  sinus  et  de  cosinus  Arcs 
multiples.  Issir.  49.  — Rectification  d'une 
erreur  qu'il  a commise  sur  les  dévelop- 
pemens  des  puissances  du  cosinus  et  du 
sinus  d'un  arc  par  les  cosinus , et  les  sinus 
de  ses  multiples  , lntr.  5/fa,  55  a.  — 
üéreloppemens  qn'il  donne  d‘nn  arc  par 
les  sinus  de  ses  multiples  , lntr.  56;  par 
des  produits  indéfini»  de  cosinus  , de 
sécantes,  lntr.  57.  — fait  connaître  la  na- 
ture des  logarithmes  des  nombres  néga- 
tifs, lntr.  8a  ; 4gn.  — Ses  idées  sur  le  Cal- 
cul différentiel , 81. — Ses  notations,  8a, 

83  a.  — Développement  de  d" — ■■  . 
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87.  — Sa  démonstration  du  théorème  de 
Newton,  sur  les  racines  des  équations , 
96.  — Ses  remarques  snr  le  développe- 
ment de  cos  n_r  et  «in  nx,  99  Note. — For- 
mule différentielle  qu’il  donne  pour  ré- 
soudre les  équations  numériques  par  ap- 
proximation , ii  6.  — s’est  occupé  des 
différentielles  correspondantes  à clés  râ- 
leurs particulières  de  la  fonction , 140.  — 
Ce  qu’il  entend  par  fonctions  multiformes, 
164  éVofe.  — n’a  pas  donné  tontes  les 
conditions  des  mavimums  et  minimums 
des  fonctions  de  deux  variables , 166.  — 
Comment  il  discute  les  branches  infinies 
des  courbes,  tg5. — donne  l’explication 
d’une  difficulté  que  présente  l’évaluation 
du  nombre  des  points  qui  déterminent  une 
courbe  d’un  ordre  quelconque,  196  Note. 

— Sa  division  des  courbes  oe  même  ordre 
en  genres  et  en  espèces,  Q04.  — confirme 
l’existence  des  points  de  rebroussement  de 
la  seconde  espèce,  a34-  — Ses  travaux 
sur  les  surfaces  courbes,  tom.  I,  p.  5oi. 

— Sa  transformation  des  coordonnées 

dans  l’espace,  ng4,  99  5.  — Remarques 
sur  sa  transformation  de  l’équation  gene- 
rale des  surfaces  du  second  ordre,  3o  1 . — 
détermine  les  rayons  de  courbure  des  sur- 
faces , 3n4-  — donno  l’équation  des  sur- 
faces développables  , 33q.  — Ses  recher- 
ches sur  l'intégration  des  différentielles 
dans  lesquelles  entre  un  radical  du  second 
degré , contenant  les  quatre  premières 
puissances  de  la  variable,  406  ; sur  le  dé- 
veloppement de  la  fonction  ( t + n cos  1)", 
4G0,  453  A'ofe.  — donne  une  méthode  gé- 
nérale pour  obtenir  les  intégrales  par 
approximation  , 467-  — transforme  le 
p-entier  les  intégrales  doubles,  53i.  — 
s'occupede  la  recherche  des  courbes  quar- 
rables , — résout  le  problème  des 

deux  courbes  conjointement  rectifiables  , 
558  -,  celui  de  la  courbe  rectifiable  sur  une 
surface  donnée , 53q  ; celui  de  la  voûte 
quarrable , 54 n , 543.  — découvre  les 
conditions  générales  d'intégrabilité  des 
fonctions  différentielles,  55 1 , 557,  85 1- 
853. — Sa  méthode  pour  intégrer  les  équa- 
tions différentielles  du  premier  ordre,  en 
les  multipliant  par  un  facteur,  567-574* 
— renverse  le  problème  de  la  détermi- 
nation des  facteurs,  575-58o.  — Equation 
différentielle  du  second  ordre  qu'il  a traitée 
spécialement , 608 , 609.  — s’occupe  de 
l'intégration  des  équations  différentielles 


des  ordres  supérieurs  par  des  facteurs,  604. 
— a donné  nn  procédé  pour  trouver  les 
solutions  particulières,  645-  — remarque 
que  le  facteur  d'une  équation  différen- 
tielle du  premier  ordre,  étant  égalé  à zéro, 
en  donne  une  intégrale  ou  une  solution 
particulière,  655. — Fquatinns  qu’il  in- 
tègre par  approximation,  66t-666.  

construit  une  équation  entre  l’arc  d'nne 
courbe  et  le  coefficient  différentiel  de  son 
ordonnée,  679.  — Sa  solution  du  pro- 
blème des  trajectoires,  681  -883.  — résout 
le  problème  de  la  détermination  des  cour- 
bes qui  sont  semblables  à leurs  dévelop- 
pées, 685,  686.  — démontre  le  théorème 
de  Jean  Bernoulli  sur  le  développement 
successif  des  courbes , 686  a.  — perfec- 
tionne la  méthode  que  Lagrange  avait 
donnée  pour  parvenir  à une  équation  pri- 
mitive entre  les  variables  des  trauscon- 
dantes  elliptiques , 691.  — trouve  uns 
équation  primitive  entre  les  variables  de 
deux  transcendantes  elliptiques,  694. — 
Exemple  des  artifices  qu'il  emploie  pour 
intégrer  les  équations  différentielles  à trois 
variables,  718.  — Idée  de  la  méthode 
u’il  emploie  pour  intégrer  les  équations 
iffércntielles  partielles  du  premier  ordre 
à trois  variables,  746  Note.  — trouve  une 
condition  nécessaire  pour  l'intégration  des 
équations  difft  rentielles  partielles  à quatre 
variables , 76Î.  — transforme  les  équa- 
tions différentielles  partielles,  par  rap- 
port aux  quantités  qui  entrent  sous  les 
fonctions  arbitraires,  764,  7S5.  — satis- 
fait ù des  équations  différentielles  par- 
tielles dn  second  ordre  à trois  variables , 
par  une  infinité  d’équations  primitives  , 
sans  pouvoir  obtenir  l’intégrale  complète , 
778, 1048. — tente  l’intégration  des  équa- 
tions différentielles  partielles  paT  les  sé- 
ries , 783.  — trouve  une  intégrale  com- 
plète , sans  pouvoir  obtenir  d’intégrale 
première,  ibik.  — propose  la  question  des 
surfaces  équivalentes , 801 . — donne  une 
construction  de  celles  qui  répondent  au 
plan,  809.  — Sa  dispute  avec  d’Alenibert, 
sur  la  continuité  des  fonctions  arbitraires 
des  intégrales  des  équations  différentielles 
partielles,  8o4>  > 1 03.  — donno  un*  théorie 
nouvelle  du  calcul  des  variations. 8a5. — 
Sa  méthode  pour  trouver  les  marimumt 
et  minimums  des  intégrales  définies  ne 
donnait  pas  les  équations  relatives  aux 
limites,  638. — se  rend  le  commentateur 
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de  celle  de  Lagrange , ibid.  — Sa  nota- 
tion dans  les  équations  différentielles  par- 
tielles a prévalu , 843  A ’ote.  — s'occupe 
du  problème  des  isopérimètres  qui  a con- 
duit à la  méthode  des  variations,  873.  — 
Formules  d'interpolation  qu’il  donne,  qoG. 

— exprime  les  différentielles  par  les  diffé- 
rences, 937  ; s’en  sert  dans  la  théorie  de 
la  lune,  938  Note.  — fait  dépendre  les  in- 
tégrales aux  différences  des  intégrales  aux 
différentielles,  et  des  coefficiens  différen- 
tiels, 96.3.  — Sa  méthode  pour  déterminer 
les  coefficieus  numériques  du  développe- 
ment de  £<ixy , 965.  — Exilait  de  ce  qu’il 
a donné  daus  son  Calcul  différentiel  sur 
l’intégration  approchée  des  fonctions  aux 
différences,  970,  979.  — Formule  qu’il 
a donnée  pour  la  sommation  des  suites , 
dans  son  Calcul  différentiel,  95P-998.— 
Remarque  sur  son  interpolation  des  nom- 
bres de  Bernoulli,  1006a.  — Ses  re- 
cherches sur  les  produits  de  grands  nom- 
bres , 1010.  — Discussion  entre  lui  et 
Daniel  Bernoulli,  sur  les  limites  des  sé- 
ries de  sinus  et  de  cosinus,  1014.  — Ap- 
plique la  sommation  des  suites  à leur  in- 
terpolation , 1016. — Ce  qu’il  entend  par 
functignes  inexplicabiles,  ibid. — remar- 
que la  forme  des* arbitraires  qui  doivent 
entrer  dans  les  intégrales  des  équations 
aux  différences , 1067. — donne  le  terme 
général  du  développement  de  la  fraction 
rationnelle  dont  le  dénominateur  est  du 
second  degré  et  n’a  que  des  facteurs  ima- 
ginaires , liai.  — trouve  les  limites  de 
quelques  séries  divergentes , 1 ia4,  1 ia5. 

— donne  un  cas  particulier  du  développe- 
ment de  f"'a*ysàxm%  1137.  — détermine 
par  le  Calcul  différentiel  et  le  Calcul  in- 
tégral la  somme  d'un  grand  nombre  de 
suites,  11^0  et  suiv.  — Séries  qu'il  dé- 
signe sous  le  nom  d' hyper-géométriques  , 
114F-  — emploie  une  intégrale  définie 
pour  obtenir  la  limite  de  la  série  diver- 
gente 

1 — i.a-fi.a.3  — etc., 

1 i5o.  — se  sert  aussi  des  fractions  conti- 
nues, 1 i5o  Note,  Intr.  66  a.  — donne  la 
sommation  d'un  genre  de  suites  formées 

par  la  multiplication  des  termes  corres- 
pondans  de  deux  autres,  1 153. — Ses  tra- 
vaux sur  l'interpolation , 1 1 58.  — consi- 


dère les  différentielles  dont  l'ordre  est 
désigné  par  un  exposant  fractionnaire  , 
116a.  — Ses  travaux  sur  la  détermina- 
tion des  valeurs  des  intégrales  définies , 
1 164.  — décompose  les  exponentielles  en 
facteurs,  1189.  — transforme  en  série  le 
produit  d'un  nombre  de  facteurs , soit  fini 
soit  infini  , 119a.—  Ses  recherches  sur 
les  diverses  manières  dont  on  peut  formel' 
un  nombre  par  l'addition  de  plusieurs 
autres,  i»93.  — Notation  qu'il  emploie 
pour  indiquer  les  intégrales  définies,  1 196. 
—Mémoire  inédiUur  ces  intégrales,  1 aoa. 
— applique  ces  intégrales  à la  résolution 
des  équations  différentielles  à deux  va- 
riables , 1 a33.  — cherche  à déterminer 
les  intégrales  définies  qui  répondent  a une 
équation  différentielle  donnée,  ia37.  — a 
résolu  des  problèmes  de  Géométrie  rela- 
tifs aux  équations  aux  différences  mêlées, 
ta63-ia6n. 

Exponentielles  : leur  origine  et  leur  déve- 
loppement, Intr.  ai-a3.  — Leur  déve- 
loppement par  les  limites  , Intr.  36  ; par 
le  Calcul  différentiel,  85.  — Expressions 
des  sinus  et  des  cosinus  par  les  exponen- 
tielles imaginaires,  Intr.  41  • — Exponen- 
tielles imaginaires  : sens  de  ces  expres- 
sions, Intr.  4^.  — Leur  différentiation, 
14.  — Leur  intégration,  — ont 

la  propriété  de  satisfaire  aux  équations 
différentielles,  ou  aux  différences,  du  pre- 
mier degré , à coefficiens  constaus,  et  sans 
second  membre,  de  quelque  ordre  qu’elles 
soient,  6o3 , 604,  611, 6i5, 778,  1040, 

1 067 , 1 o85 , 1 248 , i a56.  — ex  exprimée 
en  fraction  continue  , 669.  — Leurs  dif- 
férences, 891;  leur  intégration  aux  dif- 
férences , 955.  — Leurs  expressions  en 

Produits  indéfinis,  11 8a,  1189-1191.  — 
eur  usage  sous  cette  forme  pour  sommer 
les  séries  des  puissances  négatives,  1 183- 
1186. 

Expressions  qui  deviennent  ^ dans  certains 

cas,  i34-i36,  i43-i 53.  — dont  le  nu- 
mérateur et  le  dénominateur  deviennent 
infinis  en  même  temps,  ou  qui  sont  la 
différence  de  deux  quantités  infinies,  14.9, 

1 5o. — qui  sont  réellement  indéterminées, 

lorsqu'elles  deviennent  ^,  67,  i5a,  i53. 
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FàCTEOKS  t différentiation  d’an  prodait 
composé  d'on  nombre  quelconque  de  fac- 
teurs, g.  — Quels  doivent  être  ceux  qui 
multiplient  les  fonctions  différentielles 
■ pour  former  des  équations  qui  aient  lieu  en 
même  temps,  53,  — propres  à rendre  ra- 
tionnelle une  expression  irrationnelle,  3g3. 
— Facteur  propre  à rendre  intégrable  une 
équation  différentielle  du  premier  ordre  , 
568-586,  56q  a. — Détermination  du  fac- 
teur quand  on  a l'équation  intégrale,  56q  ; 

fiour  les  éqnations  du  premier  ordre , 
orsqu'il  ne  doit  renfermer  qu’une  des  va- 
riables , 670.  — des  équations  du  premier 
ordre  et  du  premier  degré,  ibid.  — d'une 
équation  du  premier  ordre,  composée  de 
deux  parties  dont  on  peut  trouver  sépa- 
rément le  facteur,  571.  — des  équations 
homogènes,  57a,  67a  o,  573.  — Recherche 
de  ceux  qui  rendent  intégrables  simulta- 
nément deux  équations  dtm  ordre  quel- 
conque à trois  varjables , 6a<f-  — propre 
à rendre  intégrable  une  équation  diffé- 
rentielle du  second  ordre,  lorsqu'il  ne  doit 
pas  contenir  le  coefficient  différentiel  du 
premier  ordre,  6a5.  — des  équations 
du  premier  ordre  : moyen  proposé  par 
Trembley,  pour  les  déduire  des  inté- 
grales et  des  solutions  particulières , 656 , 
657.  — Détermination  du  facteur  propre 
à rendre  intégrable  une  équation  diffé- 
rentielle  du  premier  ordre  à trois  variables, 
ti3.  — Equations  qui  doivent  avoir  lieu 
lorsqu’il  existe  un  tel  facteur,  7i3,  71 3 a. 
—propre  à rendre  intégrable  une  équation 
différentielle  à 4 ou  à m variables  : con- 
ditions qui  doivent  avoir  lieu  pour  que  ce 
facteur  existe , 733.  — propre  à rendre 
intégrables  les  équations  différentielles  à 
deux  et  à trois  variables  : cercle  vicieux 
que  présente  sa  détermination , 737.  — 
des  équations  différentielles  simultanées , 
73g  a.  — Leur  emploi  dans  le  Calcul  des 
variations , 870.  — Recherche  dn  facteur 
ni  rend  intégrable  l'équation  du  premier 
egré  d'un  ordre  quelconque  aux  diffé- 
rences , io65.  — Recherche  de  ceux  qui 
rendent  intégrables  les  équations  aux  dif- 
férences ; formation  des  éqnations  dont 
ils  dépendent , tto4- 

Fartorielles  . leur  définition , 981 . — Leur» 
propriétés,  983 , g83.  — Expression  des 
puissances  par  les  factorielles,  984-986. 


— Expression  des  factorielles  par  les  puis- 
sances, g85.  — Factorielles  i base  binôme, 
leur  développement , 987,  — Leur  usage 
dans  l'interpolation  de  quelques  séries  , 
088,  989,  116c.  — Transformation  des 
factorielles  pour  les  interpoler , 988.  — 
donnent  l'expression  de  la  circonférenco 
du  cercle  et  de  quelques  quantités  irration- 
nelles, 989.  — Expression  approchée  de 
leur  logarithme,  toto,  1031  ; de  sa  dif- 
férentielle, îoat . — Expression  de  leur# 
différentielles,  de  leurs  différences,  1 153. 
— Leur  expression  par  des  intégrales  dé- 
finies, 1160.  — Leurs  relations  déduites 
des  intégrales  définie*! , tao3,  1304.  — 
Comment  on  peut  les  évaluer  en  nombres, 

1 3c4- 

Facultes  numériques,  ce  que  c'est,  981 
Note , 1 so3  Note. 

Fagnani . sa  rectification  de  la  lemniicate 
est  l'origine  de  la  comparaison  des  trans- 
cendantes, 711. 

Famille  de  surfaces  courbes  , ee  que  c’est , 
333. 

Fermât  donne  des  limites  entre  lesquelles 
l'arc  d’une  courbe  est  compris , p.  634 
dutoni.  UI, — Son  théorème  stiries  nom- 
bres premiers,  887c. 

Feutl les  d'une  courbe,  181. 

Fluxions  (méthode  des) , voyez  la  Préface 
du  tom.  I. 

Fonctnex  (Davietde)  s'occupe  de  l'équa- 
tion $(r)*=p(ax)-|- 3,  io56  Noie. 

Fonctions  : leur  définition  , Intr.  1 . — se 
divisent  d'abord  en  explicites  ou  impli- 
cites, Intr.  3 ; algébriques , ou  transcen- 
dantes, Intr.  3,  3;  entières,  011  fraction- 
naires,rationnelles  ou  irrationnelles,  Intr. 
3 a.  — Distinction  entre  leur  développe- 
ment et  leur  valeur,  Intr.  4 dans  une 

fonction  ordonnée  par  rapport  aux  puis- 
sances de  x , on  peut  toujours  prendre  x 
assez  grand , pour  que  le  terme  affecté  de 
la  plus  haute  puissance  soit  supérieur  à la 
somme  de  tous  les  antres , Intr.  g.  — sus- 
ceptibles de  limites,  Intr.  1 1 - 1 3.  — Déve- 
loppement des  fonctions  données  par  des 
équations  où  les  inconnues  sont  mêlées  , 
Intr.  6o-65.  — Développement  des  fonc- 
tions en  fractions  continues,  Intr.  66, 660. 
— Changement  d’une  fonction  de  x,  lors- 
que x devient  x -f-  h>  i.  — Recherche  de 
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développement  de  f(x -J- h),  Fonctions  algébriques,  leur  développe- 
a,  108.  |38  a ; fonctions  ment.  Intr.  1 5. 
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la  forme  du 
a,  137,  i37 
qui  eu  dérivent,  3 , formation  générale  de 
ce  développement,  16,  24  ; autre  ma- 
nière d'y  parvenir  ko5  ; ce  qu'il  devient 
dans  certaine  cas  particulier»,  i3l . l36. 
— Moyen  d'obtenir  le»  fonction»  dérivées 
de  la  fonction  primitive , 3.  — Deux  fonc- 
tions égaleront  leur» différentielle»  égale», 
8.  — Différentiation  du  produit  de  deux 
fonction»,  9,  91.  — Développement  de» 
fonction»  de  plusieurs  variable»,  suivant 
• le»  puissance»  de»  accroisse  meus  de  ce» 
variable»,  a5 , 96 , 33  , 34,  38,  3g  ; ana- 
logie de  ce»  développement  avec  ceux  des 
puissances  des  polynôme».  33,  38 , 3g.  — 
Différentiation  de» fonction»  explicite»  de 
deux  variable»,  a5.  — Différentiation  des 
fonctions  explicite»  , renfermant  un  nom- 
bre quelconque  de  variable»,  38.  — Dé- 
veloppement de»  fonction»  en  série» , par 
le  théorème  de  Taylor,  84-g3;  par  le» 
équations  différentielle» , 94-109;  parle» 
équation»  différentielle»  partielle» , io4- 
! og . — Développement  d’une  fonction  de 
fonction , taq  , tag  a — d'une  seule  va- 
riable , leurs  maximums  et  minimums , 

1 54-i64.  — de  deux  variable»,  1 65-1 68, 
«66  a.  — Cas  dan»  lesquel»  une  fonction 
a le  même  signe  que  »on  coefficient  diffé- 
rentiel, 170  — Intégration  de»  fonctions 
d'une  seule  variable,  366  et  suiv.  Voyez, 
pour  le  détail  des  formule»,  le  tableau  de 
la  page  164  du  tome  II.  — Recherche 
dus  t' mctiona  qui  rendent  algébrique»  de» 
intégrale»  donnée» , 534-343.  — Intégra- 
tion des  fonction»  de  plusieurs  variables , 
545  et  suiv,  ; classification  de»  divers.  » 
espèce»  d’équations  différentielle»  qui 
peuveuten  résulter,  71a.  — Formation  de 
ta  table  des  valeur»  d'une  fonction  par  ae» 

différence»,  880,  888 Expression  d'une 

valeur  quelcouque  u.  de  cette  fonction, 
par  sa  valeur  primordiale  u , et  se»  diffé- 
rences successive» , 88a.  — Expression  de 
la  différence  d'un  ordre  quelconque  il"u, 
au  moyen  des  valeur»  successives  u„ , 
u,_, , etc. , 883.  — Analogie  de  ces  for- 
mule» avec  les  puissance»  du  binôme,  884. 
— Autre»  formule»  du  même  genre,  qa3- 
qa8.  — Récapitulation  de»  fonctions  que 
l'on  peut  intégrer  aux  différend»» , 960. 
— que  l'on  ne  peut  exprimer,  ainsi  que 
leur,  différentielle»,  que  par  des  suite» 
infinie»,  ipifi.  . , j.  . 


Font  lions  arbitraire»:  leur  élimination,  77- 
79  » 79  a»  334  » 339 , 34a  a , 343,  344  r 
0,791  ; leur  dé  ter  mi  nation,  33 1 , 338, 
q,  $(1.  — Remarque*  sur  le  nombre 
de  ces  fonctfbns  dans  le*  intégrales  de* 
équation»  différentielles  partielles  , 781  , 
789, 787, 79t.— arbitraires , des  intégrales 
des  équations  différentielles  partielle» , 
peuvent  être  discontinues  , 8c4  , 1 101- 
1 to3.  — Leur  détermination  analytique, 
806.—  Leur  détermination  par  des  équa- 
tions aux  différences , io58-io6i  .quand 
elle»  entrent  d'une  manière  transcendante 
dan»  les  équations  primitives,  1061.  — - 
Nature  des  fonctions  arbitraires , qui 
entrent  dans  les  équations  aux  différences, 
1066-1069.  ~ Leur  construction , 1070- 
107a. 

Fonctions  circulaires  : leur  développement, 
Intr.  37-39  ; par  le  Calcul  différentiel , 
87-93  ; par  le  Calcul  intégral , 4 >5,  4«7, 
41g.  — Leurs  rotation»  avec  les  fonctions 
exponentielle»  ou  logarithmiques , Intr. 
4i-48  ; déduites  du  Calcul  intégral , 38g. 
— i Leur  différentiation,  16  , 58.  — Leur 
intégration,  438-445  , 44°  a > 448  a > 
45 1 a. 

Fonctions  commutatives  : ce  que  c’est,  970  a. 
Fonctions  continues  : ce  sont  celles  dont 
toutes  les  valeurs  sont  liées  par  une  même 
loi,  796. 

Fonctions  différentielles  : toute  fonction 
différentielle  est  nécessairement  homo- 
gène par  rapport  aux  différentielles , 69. 
—Leur  transformation  lorsqu'on  y change 
l'acception  de  la  fonction,  69,  69  a,  71  , 
71  a,  73.— Condition»  auxquelles  doit  »a- 
tisiaire  une  fonction  différentielle , pour 
avoir  une  signification  réelle,  71 , 7fl.  — 
Condition»  qui  les  rendent  des  différen- 
tielles exactes,  pour  le  premier  ordre,  548, 
548;  pour  les  ordres  supérieurs,  54q  , 
55o.  — Conditions  générales  d'inlégrabi- 
lité,  559-557. 

Fonctions  discontinues  sont  celles  dont 
toutes  les  valeur»  ne  sont  pas  liées  par  une 
meme  loi,  796»  1C70. 

Fonctions  distributive’  : ce  que  c'est,  970 u. 
Fonctions  exponentielles.  Voyez  Fxpontn- 
Mies. 

Fonctions  gamma  sont  des  factorielles  , 
1 ao3  i\'ote. 

Fonctions  génératrices  d'une  seule  variable  ; 


* 
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leur  théorie , 1 1 09-  m 3.  — Leur  usage 
pour  l'interpolation  des  séries  et  l'intégra- 
tion des  équations  aux  différences,  1 1 14- 
1 1 1 9 ; pour  th  transformation  des  séries  , 

«ma;  pour  déterminer  les  expression»  gé- 
nérales des  différences,  de» différentielles, 
des  intégrales  d’un  ordre  quelconque  par 
des  formules  analogues  aux  puissances  , 

1 taS-i  1 33.  — génératrice» de  deux  varia- 
ble» : leur  théorie,  u34-  — Leur  usage 
pour  l’interpolation  dea  séries , et  l'inté- 
gration des  équations  aux  différences  par- 
tielle», t i35-t  1 38  ; dan»  la  recherche  des 
expressions  générales  de»  différence»,  des 
intégrales  et  des  différentielles  d'un  ordre 
quelconque,  1 1 39. 

Fonctions  Homogènes  : leur  caractère,  61 

— Propriétés  de  leurs  différentielles,  5: 

— intégration  de  leurs  équations  différi 
tielles  partielles  du  premier  ordre,  y3 
736. 

Fonctions  imaginaire»  : toutes  le»  fonctions 
qui  renferment  de»  quantités  telles  que 
a±b\/ — 1,  peuvent  se  ramener  à la 
forme  A±.B\/~\ , JnJr.  87. 

Fonctions  impaires  (ou  de  degré  impair)  : 
ce  sont  celles  qui  ne  font  crue  changer  de 
signe  quand  leurs  variables  passent  du 
positif  au  négatif,  1349. 

Font  tions  interscendaotes"  : ce  que  c’est,  586. 

Fonctions  invariables.  Voyez  Fonctions 
symétriques. 

Fonctions  irrationnelles  : leur  intégration  , 

385-4 in  . 386  a , 389  a.  — Facteur  par 
lequel  il  faut  multiplier  une  fonction  irra- 
tionnelle, pour  la  rendre  rationnelle  , 

393. 

Fondions  logarithmiques  : leur  développe- 
ment, Intr.ab,  36,  33  , 34  , 36;  parle 
Calcul  différentiel,  86  ; par  le  Calcul  in- 
tégral, 4'4‘  — Leur  différentiation  , i3. 

— Leur  intégration , 437,  43o,  438  a, 

43o  a. 

Fonctions  multiformes  ; ce  que  c'est,  164 
Note. 

Fonctions  paires  (ou  de  degré  pair)  : celles 
qui  conservent  la  même  valeur  et  le  même 
signe,  quand  leurs  variables  changent  de 
signe,  ta4q. 

Fonctions  périodiques  : sont  celles  dont  les 
valeurs  reviennent  successivement  les 
mêmes  à des  intervalles  égaux , 1066. 

Fonctions  primitives  : ce  que  c'est , a , 366. 

Fonctions  rationnelles  et  entières  ; ont , dans 
l'ordre  dont  l'exposant  est  égal  à celui  de 
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leur  degré,  des  différentielle»  constantes, 
aa  ; des  différences  de  même  , 886 , 9^7. 
— Leur  intégration  aux  différentielles  , 
367-370  ; aux  différences,  945.  — Leur 
transformation  eu  produits  de  facteurs 
équidifférens  , ou  en  factorielle»,  984- 
986  ; remarque  sur  celle  des  puissance» 
négatives  d’un  monomc  en  séries  de  frac- 
tion», donnée  par  Stirling,  986  -Voie. 
Fonctions  symétriques  ou  invariables  sont 
celles  qui  ne  changent  point  de  valeurs  , 
quand  on  permute  entre  elles  les  quanti- 
tés dont  elles  dépendent.  Voyez  le  Com- 
plément des  F. Unie  ns  d' Algèbre. 
Fondions  transcendantes  ; leur  développe- 
„ . . ment , Intr.  ai . — Leur  élimination  par 
9 riil—.  *a  différentiation , 5a-56. 
tiértÊÊÊÊfpctinns  uniformes  ; nom  donné  par  Euler 
• relies  qui  ne  sont  susceptibles  que  d*une 
seule  valeur  pour  chaque  valeur  de  leur 
variable,  164  JVote. 

Fondions  qui  paraissent  2.  Voyez  Expres- 
sions. 

Fonctions  de  grands  nombres,  leur  évalua- 
tion approchée,  1009,  1010,  tai8-iaa3. 
Fontaine  1 sa  notation  différentielle  , 8a. — 
indique  une  équation  entre  l'arc  d'une 
courbe  et  sa  courbure,  a55  a.  — Son  théo- 
rème d«s  fonctions  homogènes,  55i.  — - 
propose  une  méthode  générale  d'intégra- 
tion, 681. 

Fontana  (Grégoire):  ees  recherches  su» 

l'intégrale  J'~£i  >aa4. 

Fontenelle  1 ce  qu'il  nomme  développée  im- 
parfaite, a6a. 

Formule  . détermination  de  la  loi  que  suit 
une  formule,  io5a-io54- 
Fourier  : sa  définition  du  plan,  a68  ; de 
^ la  ligne  droite,  a6g  Note.— Ses  remarques 
' sur  les  deux  flexions  dune  courbe  a double 
courbure,  355.  — Ses  recherches  sur  les 
intégrales  définies,  iai7, 1249.  — Ses  re- 
cherche» sur  l'intégration  des  équation» 
différentielles  partielles,  par  les  intégrales 
définie»,  1249,  ia5o.  • 


Fractions  qui  paraissent  -. 


Voyez  Expres- 


sions. 

Fractions  continues  : développement  des 
fonctions  en  fractions  continues,  Intr.  66, 
66  a. — Leur  usage  pour  intégrer  les  équa- 
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lions  différentielles  du  premier  ordre  à 
deux  variables,  668-671.  — Fraction 
continue,  déduite  d'une  équation  du  se- 
cond ordre  aux  différences , t o55. — Usage 
des  fractions  continues  pour  obtenir  la  b- 
mite  de  la  série  divergente 

1 — t .a-|-  1 .a. 3 — etc. , 
ti5o  Note. 

Fractions  rationnelles,  leur  développement 
en  séries  , Intr.  3;  par  le  Calcul  différen- 
tiel, q4,  1118,  1119  («oyea  aussi  dans 
la  table  l'art,  séries  récurrentes , et  dans 
l'ouvrage,  le  n*  io5o);  par  la  somme 
des  puissances  des  racines  du  numérateur 
et  du  dénominateur,  1100  Note  -,  par  le 
procédé  de  Lagrange , 1120,  liai  ; ce 
procédé  appliqué  à la  fraction  dont  le 


facteurs  imaginaires  du  premier,  tt 
— Leurs  limites , Intr.  12-14.  — Li 
décomposition  en  fractions  simples , ou 
dont  le  dénominateur  est  du  premier  de. 


gré,  373,  375-38 1 , 38o  a\  en  fractions 
dont  le  dénominateur  est  réel  et  du  se- 
cond degré,  379;  détermination  des  nu- 
mérateurs des  fractions  simples  par  le  Cal- 
cul différentiel,  38o,  58o  a,  38i.  — Leur 
intégration, 372-384, 3q5  a,  377 a,  378  a. 
— peuvent  toujours  s'intégrer,  soit  algé- 
briquement, soit  par  les  logarithmes,  soit 
par  les  arcs  de  cercle,  379. 

Français  (de  Colmar)  : ses  travaux  sur  l’in- 
tégration des  équations  différentielles  par- 
tielles, 789,  1268.  — emploie  la  sépara- 
tion des  échelles  de  dérivation,  970a. 

Français  ( frère  du  précédent  ) : ses  rcmar- 

3ues  sur  les  maximums  et  les  minimums 
es  fonctions  de  plusieurs  variables,  1 66  a. 
Functionrs  inexplicables  : ce  qu 'Euler  en- 
tend par  U,  1016. 


dénominateur  au  second  degré  n'a  que  des^~  te 

arêsJWuss  éclaircit  un  paradoxe  dans  les  formules 

eur^rdi 


de  sinus  et  de  cosinus  d'arcs  multiples  , 
Intr.  49.  — Scs  remarques  sur  le  problème 
de  la  voûte  quarrable , 543. 


Gamma  (fonctions)  : la  même  chose  que 
les  factorielles  ou  facultés  numériques, 
1 ao3  Note  j 1 

Gauss  : sa  résolution  des  équations  à deux 
termes , Intr.  71  ; 887  a. 

Géométrie  1 motifs  pour  la  séparer  de  l’Ana- 
lyse. Foyer,  la  Préface  du  tom.  I". 
Gergonne  . sa  Notice  des  travaux  dq  l'Aca- 
x demie  du  Gard , citée  , . Intr.  3a. — Ses 

\ 


Annales  de  Mathématiques  pures  et  ap- 
pliquées, citées,  p.  6o4  au  tom.  III,  83  a, 
1 13  a , 16a  a,  3o6  a Note,  606  a,  636  a , 
970  a,  1028. 

Goudin  : Foyer  Dustjour. 

Gregoiy  (Jacques)  s'occupe  le  premier  de  la 
logarithmique,  a 420. 

Gruson  : son  Calcul  d esœpsition  et  sa  no- 
tation différentielle , 83 , 970  a. 

H 


Hachette  et  Poisson  démontrent  la  trans- 
formation de  l'équation  des  surfaces  du 
second  ordre,  par  Euler , 3ot. 

Harmonique  ( série  ),  Intr.  3o. 

Haros  : sa  formule  pour  calculer  ^ea  loga- 
rithmes, Intr.  3a. 

Hermann  s'occupe  de  la  recherche  des  cour- 
bes quarrables , 534- 

Herschell  (John,  F.  W.)  : ses  formules  pour 
développer  les  différences  et  les  intégrales 
des  fonctions , 977  a. 

Hindmburg  : ses  recherches  sur  le  déve- 
loppement des  puissances  des  polynômes, 
'139. 

Iluygens  démontre  plusieurs  propriétés  de  la 
logarithmique,  24*  U- 

Ilyfierbo/es  .•  loufcliaisnn  avec  les  logarithmes, 
Intr.  27  j 49  t.  l'oyez  Secteurs.  — des  de- 


grés supérieurs,  ac4-  — Equation  nouvelle 
de  l'hyperbole , aa8  ; sa  développée , 
228  a.  — Quadrature  des  hyperboles  , 
cas  où  leurs  espaces  asymptotiques  sont 
infinis , 48g.  — Hypeibole  ordinaire  et 
équilatère,  sa  quadrature , 4go.  — Exa- 
men des  cas  où  leurs  segmeus  asympto- 
tiques ne  sont  pas  compris  dans  1a  même 
expression , 4ga.  — Hyperbole  rapportée 
à son  axe  transverse  : son  aire  , 4g3.  — 
Rectification  des  hyperboles,  5oo.  — Hy- 
perbole ordinaire  : sa  rectification,  5o3. 

— Transformation  de  la  différentielle 
deson  arc,  5o4,  Soq.  — Ses  arcs  peuvent 
s'exprimer  par  deux  arcs  d’ellipse , 5og. 

— Hyperbole  qui  engendre  un  volume 
dont  l’expression  offre  un  defaut  de  conti- 
nuité daus  le  passage  des  différentielles 
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aux  intégrale»,  üij.  — Dana  cette  courbe,  Ilyperboldtde  i une  nappe,  3o4î  4 deux 

la  tangente  à un  point  quelconque  coupe,  nappe.,  3o6,  3 07. 

sur  les  perpendiculaires  élevées  aux  ex-  „ . . . , . . 

t remîtes  du  premier  axe,  des  parties  dont  nypergiométnquts  (senes) , 1 146. 

le  produit  est  un  maximum  ou  un  mini-  Hyper-Logarithme,  ce  que  c’est,  13ÎI 

mum,  833.  JNote.  6 


Imaginaires  : expression  des  puissances 
des  biuomes  imaginaires,  par  les  sinus  et 
les  cosinus  des  arcs  multiples,  Intr.  79,  80. 
— Forme  générale  des  expressions  ima- 
Çinaires  , 1 ntr . 87.  — Passage  du  réel 
a 1 imaginaire,  dans  les  intégrales  déGnies, 
asoS,  xac.7,  tsog,  iai6. 

Indices  leur  emploi,  Intr.  31  et  suiv.  — 
Ce  qu'ils  signifient  dans  la  Théorie  des 
suites,  881.  — Une  quantité  étant  don- 
née, trouver  1 indice  auquel  elle  répond 
dans  une  série  donnée,  gia. 

Induction  1 inconvénient  de  cette  méthode 
Intr.  4g. 

I (de  I ) , Intr.  14.  — Le  passage  des 
grandeurs  par  l'inBni  rompt  quelque- 
fois le  lien  de  la  continuité,  4<)3,  317, 
ian9.  3 " 

Infiniment  petit , Intr.  1 4. 

Infiniment  petits  leur  subordination,  80. 
— Comment  il  faut  les  interpréter , a5G , 
et  la  hôte , a58.  {Voyez  aussi  la  Préface 
du  tom.  1.) 

Inflexion  des  courbes  planes.  Voyez  Points 
singuliers.  — de  leurs  développées,  a3,(. 
— des  surfaces  courbes,  3nq.  — des  cour- 
bes à double  courbure,  355  , 355  a. 

Intégrale  d'une  fonction  différentielle  à une 
seule  variable  : sa  définition , 366.  — Cas 

où  l'intégrale  ar"dx  devient  - ; 368.  

o 

Méthode  générale  pour  obtenir  les  inté- 
grales par  approximation,  467-480.  

Développement  des  intégrales  par  les  for- 
jnules  de  Taylor  et  de  Jean  Bernoulli , 
48a.  — Intégrales  successives  des  fonc- 
tions différentielles  des  ordres  supérieurs, 
483 , 484  ; leur  développement , 485.  — 
Les  intégrales  aux  différentielles  revien- 
nent à des  différentielles  où  l'exposant  de 
l'ordre  est  négatif,  966.  — Expression  des 
intégrales  aux  différentielles,  par  les  dif- 
férences et  les  intégrales  aux  différences  , 
967<  1136,  1127.  — Formules  générales 


• de  Bernoulli  : peuvent  se  déduire  du  dé- 
veloppemeut  de  l'intégrale  aux  différen- 
ces, 980. 


Intégrales  définies  : ce  qtae  c’est  qn e prendre 
une  intégrale  depuis  xx=p, jusqu’à  x=ab, 

470  ; sens  de  la  notation 


par  laquelle  Euler  les  indique,  i 196.  — 
Formation  des  intégrales  définies , par  les 
valeurs  successive*  de  la  différentielle, 
471  .—reviennent  à des  valeur»  moyennes, 
47»  a.  — Limites  entre  lesquelles  sont 
comprises  leurs  valeurs,  47Ü  4?5*  — 
considérées  comme  rejwésentant  Taire 
d'une  courbe , et  calculées  par  les  poly- 
gones inscrits  et  circonscrits  à cette  courbe, 
474-476.  — Détermination  de  leurs  mnxf- 
mums  et  de  leurs  minimums  , 8a5-8a8  , 
83g,  84a  , 885,  873  ; caractères  oui  dis- 
tinguent les  uns  des  autres , 876-878.  — 
Leurs  valeurs  approchées  par  les  sommes 
et  les  différences  , iôa5.  — Leur  usage 
pour  calculer  la  limite  de  la  série  diver- 
gente, 


1 — 1 .a-f-  1 .fl. 3 — etc., 

n5o.  — Leur  usage  pour  l'interpolation 
des  séries , 1 1 58-t  1 63.  — peuvent  expri- 
mer les  factorielles,  1160;  leurs  différen- 
tielles et  leurs  différences,  1 163,  et  celles 
d’autres  fonctions , ibid.  — Recherche  de 
• leur  valeur  dans  certain  cas,  i 164-1  179  , 
1196-1317.  — Leur  développement  en 
produits  indéfinis  , 1 18c.  — Auteurs  qui 
ont  donné  des  tables  des  intégrales  dé- 
finies , 1 a 17.  — Fonctions  de  grands  nom- 
bres : leur  évaluation , 1 a 1 8-1  aa3.  — Inté- 
grale /ê— <*df,  îaai  /Vote.  — Usage  des 
intégrales  définies  pour  exprimer  les  fonc- 
tions données  par  des  équations  différen- 
tielles à deux  variables,  ia33-ta41*  — 
Usage  des  intégrales  définies  pour  la  réso- 
lution des  équations  différentielles  par- 
tielles à trois  variables,  ia4^-i&5o.  — 
intégrales  définies  dont  les  limites  sont 
arbitraires,  qui  satisfont  à de?  équation» 

9r> 
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différentielles  partielle»,  r.148  — Tr»ni- 
forniation  remarquable  d'nnc  fonction 
quelconque  en  intégrales  déGnies,  conte- 
nant des  sinus  et  cosinus , 1 a4q. — fe~^v du, 
et  fu’vdu  : leur  usage  pour  résoudre  les 
éçpjations  aux  différences,  et  les  équations 
différentielles,  ia5l-to55,  — L'sage  des 
intégrales  déGnies  pour  exprimer  les  dif- 
férences, les  différentielles  et  les  inté- 
grales d'un  ordre  quelconque  des  fonctions 
données  par  des  éq nations  auxdifférences, 
ou  pardes  équalinns  différentielles,  1955. 
— Expression  en>  intégrales  déGnies  des 
intégrales  de  la  fonction  ar",  tant  aux  dif- 
ferrnlielles  qu'aux  différences,  ibid. 

Intégrales  doubles  d'nne  fonction  différen- 
tielle à deux  variables,  5iq  ; il  n'est  [>as 
toujours  indifférent  d'y  changer  l'ordre 
des  intégrations,  1216.  — Paradoxe  sur 
ces  intégrales , expliqué  par  I.agiangc  , 
5ao  a.  — Leur  interprétation  par  la  con- 

«ïdératiamples  inGniment  petits,  5aa.  

TransfoMntîon  pour  effectuer  une  des  in- 
tégrations, 5a8,  599.  — Intégralrs  triples 
(des  fonctions  à trois  variables),  53a  , 
53a.  — Intégrales  doubles  , fonctions  de 
grands  nombres:  leur  évaluation,  iaaa, 
iaa3. 

Intégrales  aux  différences  : formation  de  ces 
intégrales  par  les  valeurs  successives  de 
leurs  différences,  943.  — Fonctions  arbi- 
traires qu'il  fanj  y ajouter,  ibid.  — Ex- 
pressions générales  de  l'intégrale  d'une 
fonction  par  ses  différences,  945,  946  ; 
passage  deces  formules  à celles  des 'inté- 
grales aux  différentielles  , 980.  — Inté- 
grales aux  différences  des  fonctions  ra- 
tionnelles , 045-954.  — Passage  de  Ex“  à 

/c"dx par  les  limites,  948,  s5a.  aux 

différences  des  fonctions  exponentielles  , 
g55.  — des  fonctions  circulaires,  95$- 
958.  — ■ Expression  générale  de  l'intégrale 
aux  différences  de  "ordre  n d’nn  produit 
de  denx  facteurs , 961 , taaq.  — Les  iu- 
V['ér'^f s aux  différences,  reviennent  à des 
différences  où  l'exposant  de  l'ordre  est 
négatif,  9Ç2,  963  a.  — Leur  expression 
en  sériés  par  les  intégrales  aux  différen- 
tielles et  les  coofliciens  différentiels,  q65- 
370.  876.  978.  979-  — Leur  analogie 
avec  les  puissances,  966.  968,  970,  970a  ; 
déduite  des  fonctions  génératrices,  iia6- 
11 35.  — Expression  générale  des  inté- 
grales aux  différences,  pour  un  ordre 
quelconque , 971  , 977 


980;  elle  conduit  à une  transcen- 
dante analogue  aux  logarithmes,  n43; 
son  expression  par  une  intégrale  définie  , 
ibid.—  Recherche  de  la  variation  des  in- 
tégrales aux  différences,  de  leurs  maxi- 
mums ctde  leurs  minimums  , no5-iic8. 

Intégrales  des  équations  différentielles  : in- 
tégrales premières,  secondes,  etc.,  5qo. 
— Intégrales  particulières  , ce  que  c'est , 
835  ; cette  dénomination  a été  mal  appli- 
quée , 6aa  Astej  moyen  de  déduire  l'in- 
tégrale complète  do  l’intégrale  particu- 
lière , 64a,  65a.  — Intégrale  complète 
des  équations  différentielles  partielles  , 
791.  — Intégrale  générale  des  mêmes 
équations  , ibid.  ; sa  relation  avec  l'inté- 
grale complète , ibid.  ; celle-ci  n'est  pas 
comprise  dans  l’autre,  8o3. 

Intégrales  des  équations  aux  différences: 
intégrale  directe,  particulière,  indirecte, 
IC73-1083.  — des  équations  aux  diffé- 
rences mêlées , I 26a. 

Intégrales  Eulériennes  , 1170  Note,  ’iaq 
Plote. 

Intégrales  indéiïnies,  470. 

Intégrales  Singulières  : ce  qne  c’est,  1216- 

Intégratinn,  3t>6.  —par  parties,  3q4, 3q4  a . 

— par  les  séries,  4 1 3-427. —des  différen- 
tielles du  premier  ordre  à nne  seule  varia- 
ble.  y oyez  le  Tableau  de  la  page  i5 4 du 
tome  11.  — des  différentielles  rfes  ordre» 
supérirurs  , 483-485.  — des  fonctions 
dans  lesquelles  Jj;  e»t  regardée  comme 
variable,  486.  — des  différentielles  du 
premier  ordre  à plusieurs  variable*,  545- 
548;  des  ordre*  supérieurs,  549-55 7.  — 
Règles  et  formule)*  pour  l'intégration  des 
fonctions  rationnelles  aux  différences , 
34^9^4^ — a,,x  différences,  effectuée  par 
parties,  309  ; par  approximation, 978-980. 
— des  équations,  rayez  Equations. 

Interpolation  des  suites  à une  seule  variable, 
par  le  Calcul  des  différences , 897-910. 

— est  un  problème  indéterminé,  8q 8.  — 
Son  interprétation  géométrique,  ibuL  — 
Formulé!  d'interpolation  déduites  de  la 
considération  des  courbes  paraboliques  , 
et  par  les  différences  , lorsque  les  valeur» 
données  sont  équidistantes,  898-903, 
9^9  ; lorsqu  elles  ne  le  sont  pas , 903-907. 

— Comment  la  loi  de  la  suite  peut  varier* 
entre  deux  termes  consécutifs,  898,  908, 
928,  loeGn.  — Il  existe  une  infinité  de 


TABLE  DES 

formule*  d'interpolation  , 908.  — Inter- 
polation par  le»  fonctions  circulaires,  ibid. 

— par  le»  fonction»  exponentielles,  909. 
—par  la  méthode  de  Mouton  , 910,  911. 

— Trouver  l’indice  correspondant  à on 
nombre  contpfi»  cotre  deux  terme»  d’une 
série,  912.  — de»  table»  à double  entrée 
et  de»  série»  à plusieurs  varablr» , 9 1 5 , 
918.— par  le  moyen  de  la  sommation  des 
sériés,  1016-1024.  — par  le»  fonctions  gé- 


Kramp  : ses  idées  sur  le  Calcul  différen- 
tiel et  sa  notation,  83,  970  a.  — Sa  mé- 
thode de  dérivation,  122,  i3o.  — s'oc- 
cupe des  factorielles,  d’abord  sous  le  nom 
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nératiices  d'une  seule  variable,  1114- 
1119.  — par  les  fonction»  génératrice»  à 
deux  variable»,  1 1 3g.  — par  le»  inté- 
grales définies,  n5^i  |63.  — entre  Ica 
différentielles  d'une  même  fonction,  116a. 

Interseendantes  : ce  que  c'e»t,  586. 
Irrationnelles  .-  faire  di»paraîlre  les  irration- 
nelle» des  équations,  5i. 

/sopérimètres  (problème  de»),  873. 


de  facultés  numériques,  981  Noie , u63 
Note.  — le»  évalue  en  nombre» , 1204.  — 
donne  une  table  des  valeurs  numérique» 
de  l'intégrale  ft—t'àt,  taai  Note. 


L 


I.AGNV  calcule  le  rapport  du  diamètre  à la 
circonférence,  Intr.  43.  — mesure  les  pe- 
tit» angles  par  leur  tangente,  Intr.  45. 
Lagrange  : comment  il  rend  convergentes 
les  séries  logarithmiques,  Intr.  25,  aSî  — 
éclaircit  un  paradoxe  dans  les  formules 
" des  sinns  et  cosinus  d'arcs  multiple»,  Intr. 
49-  — Sa  méthode  pour  reconnaître  les 
plus  grands  ternies  d'une  équation  à deux 
variables,  Intr  61.  — Sa  ftiéthode  pour 
développ-r  les  fonctions  en  fractions  con- 
tinues , Intr.  66.  — a donné  u»  procédé 
pour  reconnaître  si  une  série  est  récur- 
rente, Intr.  66  a.  — Sa  méthode  pnurré- 
•oudrel'équationy'"  — Bv’cos  / -f- 1 — o» 
Intr.  73.  — Sa  manière  d’envisager  le  Cal- 
■ cul  différentiel,  3,8t. — Sa  démonstration 
du  théorème  de  Taylor,  16 , 17.  — Sa 
méthode  pour  trouver  toutes  les  différen- 
tielles d’une  fonction,  35  - 37.  — Ré- 
flexions sur  les  changrmens  qu'il  propose 
dans  la  notation  du  Calcul  différentiel , 
82.  — Comparaison  de  celles  qu’il  a em- 
ployées avec  celles  à’Fuler  et  de  fl'u- 
ring,  etc.,  8a,  83.  — Ses  remarques  sur 
le  développement  de  cos  ne  et  sin  ne, 
99-101  ; de  cos  c* , ton.  — Son  théo- 
rème pour  développer  les  fonctions  en 
séries,  109-113.  — Ses  formules  différen- 
tielle» pour  résoudre  par  approximation 
les  équation»  numériques  à deux  incon- 
nues, 117.  — ramène  au  développement 
des  fonctions,  la  recherche  des  différen- 
tielles de  p (y)  , dy  n’élantpas  constante, 
129;  1 29  a.  — Ses  remarques  sur  la  forme 


de  la  série  de  Taylor,  137,  137c,  i38, 
t38a.  — Ce  qu'il  entend  par  puissante 
infinitii'me , i5i.  —donne  les  conditions 
des  maximums  et  minimums  de»  fonc- 
tions de  plusieurs  variables  , 166.  — as- 
signe les  limites  des  reste»  de  la  série 
de  Taylor,  169,  n54,  n55.  — Sa 
manière  d'appliquer  le  Calcul  différen- 
tiel aux  courbes  , aon  , 206.  — indique 
des  limite»  comprenant  l’arc  d'une  cour- 
be, 2i5  seconde  Note,  et  pag.  634  du 
tom.  lit. — envisage  l'exactitude  du  Calcul 
différentiel,  comme  la  compensation  de 
deux  erreurs,  p.  643  du  tom.  III;  discute 
un  reproche  fait  à Newton  par  Jean  Dcr- 
noulh , a58  <1,  — donne  les  formules  de 
la  transformation  des  coordonnées  dans 
l’espace,  aq  1 , 292.  — Formules  qu’il  sup- 
prime dans  la  a*  édition  de  sa  Mécanique 
analytique , 293  a.  — indique  les  moyeiu 
de  déterminer  les  équations  de»  surfaces 
composée* de  lignes  d’une  nature  donnée, 
34a.  — s'occupe  de  la  différentielle  dan» 
laquelle  entre  un  radical  du  second  degré, 
contenant  les  quatre  premières  puissants 
de  la  variable , 4 06.  — réduit  les  intégra- 
tions des  différons  termes  d'une  série  à 
une  seule,  42 1 .—  s'occupe  du  dévelop- 
pement de  la  fonction  (1 -f-n  cos  1)" , 
464.  — explique  un  paradoxe  sur  les  inté- 
grales doubles  définies,  5aoa.  — Sa  trans- 
formation des  intégrales  triples,  53i . — Sa 
démonstration  du  théorème  des  fonctions 
homogènes,  55 1 . — Ses  remarques  sur  une 
démonstration  des  conditions  générales 


?5G  TABLE  DES  MATIERES. 


d’mtégrabilité  des  fonction*  différen- 
tielles, 5*>7  Ab  te.  — prouve  qu'une  équa- 
tion de  l’ordre  n a un  nombre  n d'mté- 
çrales  premières  ,^99.  — Sa  théorie  des 
équations  différentielles  du  premier  degré, 
(il o,  624.  — Sa  théorie  des  solutions  par- 
ticulières, 635-639.  — ' * Nom  qu’il  leur 
donne,  635  Note , 645.  — distingue  les 
solutions  particulières  doubles  et  triples  , 
64*  • — Sa  méthode  pour  trouver  les  plu*? 
grand'  termes  d une  équation,  appliquée 
aux  équations  différentielles,  667.  — a 
do.’né  une  théorie  des  fractions  continues, 
b6q.  — Sa  méthode  de  la  variation  descor.- 
sfanteî arbitrais,  6-?4  et  la  Note.  — Ses 
considérations  géométriques  sur  les  solu- 
tions particulières  , 688,  689. — Ses  re- 
marques sur  le  problème  h:  verse  des  déve- 
loppées, 6800. — dcineune  méthode  pour 
obtenir  une  équation  primitive  entre  les  va- 
riables de  deux  transcendantes  ell  iptiques, 
699-694*  — donne  un  moyen  de  cons- 
truire la  comparaison  des  arcs  elliptiques 
par  les  triangles  sphériques,  709,  71c. 

— ramène  l'intégration  a**s  équations  dif 
ferentielles  partielles  dti  premier  ordre  , 
où  les  coefficiens  différentiel*»  ne  passent 
pas  le  premier  degré , à celle  d autant 
d'équations  différentielles  du  premier 
ordre  , que  les  premières  contiennent  de 
variables,  moins  nne,  73a,  7?5.  — donne 
une  méthode  pour  ramener  les  équations 
différentielles  partielles  du  premier  ordre 
qui  pissent  le  premier  degré  par  rapport 
aux  coefliriens  différentiels,  a celles  de 
ce  degré,  740.  — explique  un  paradoxe 
qne  présente  ce  sujet,  7 $j.  — intègre  en 
séries  une  équation  différentielle  partielle 
à quatre  variables  qui  se  rapporte  au 
mouvement  des  fluide*,  780.  — Ses  re- 
marques sur  la  formation  des  équations 
différentielles  partielles, 7g»,  79a.  — fait 
voir  que  l'intégrale  complète  des  équa- 
tions différentielles  partielles  n'est  pas 
^omprise  dans  Finfégrale  générale,  8o3. 

— Sa  méthode  des  variations , 8a5 , 844- 

— trouve  le  premier  l’équation  de 
la  surface  dont  faire  est  tm  minimum , 
entre  des  limites  données  , 843  Note.  — 
Ses  remarques  sur  Tes  caractères  distinc- 
tifs du  maximum  et  du  minimum  des  in- 
tégrales définies , 877.  — donne  une  for- 
mule d’interpolation,  À laquelle  on  peut 
appliquer  les  logarithmes,  908  ; autre  for- 
mule, ibid.  — réduit  en  calcul  la  méthode 


de  Mouton,  9 1 1 . — Sa  méthode  pour  trou- 
ver toutes  les  différences  d’une  fonction  , 
921 . — remarque  l’analogie  des  puissan- 
ces avec  les  différences  et  les  intégrale*, 
93c , 970.  — Ses  remarques  sur  la  série 

1014  Note. — Ses  travaux  sur  lès  équations 
aux  différences  du  premîerdegré  à deux  va- 
riables , ïo38-io4o.  — .Sa  méthode  pour 
intégrer  les  équations  du  premier  depé 
aux  différences  partielles  à trois  variables, 
1084*1099.  — Séries  qu’il  nomme  récur- 
rentes doubles,  1084*  — donne  les  coef- 
ficiens des  puissances  de  z dans  le  déve- 
loppement du  produit 

(1 — az ) (1  — bz)  (1  — ci)  etc., 
lorsque  les  quantités  a,  b , e,  etc.,  con- 
stituent une  progression  par  différences  , 

1 1 00  Note.  — Son  opinion  sur  la  nature 
des  fonctions  arbitraires  qui  complètent  le* 
intégrales  des  équations  différentielles  par- 
tielles r 1 1 o3.  — Question»  concernant  les 
maximums  et  les  minimums  des  poly- 
gones, qu’il  a résolues  par  les  variations, 
r 1 07  , 1 108.  — donne  une  méthode  pour 
développer  le  tenue  général  d’une  série  æ 
récurrente,  sans  décomposer  son  dénomi-  w 
nateur  en  facteurs  simples  , nai.  — Se» 
remarque*  «ur  les  précautions  qu’il  faut 
apporter  dans  l’emploi  des  méthode» 
d’.ipprû^dmation , 1167. 

La! me  prouve  qu’une  courbe  quelconque 
peut  toujours  être  considérée  comme  une 
roulette,  a65. 

Lambert  s'occupe  de»  «inns  et  des  co»inus 
hyperboliques , 49$*  — Remarque  qu’il 
fait  sur  les  nombre»  premiers,  1 1 9 5 A ote. 

Lamé  : équations  qu’il  donne  de  U para- 
bole et  de  l'hyperbole,  298  a.  — Soo 
équation  du  plan,  270a. 

Lancret . ses  remarques  sur  1»  développe- 
ment des  courbes  à double  couibure  , 
355,  355  a , 356.  — Ce  qu’il  nomme  sur- 
face rectifiante  d’une  courbe  à double 
courbure , 364* 

Landen  donne  un  développement  singulier 
du  logarithme  en  série,  Jntr.  33  a.  — Son 
analyse  des  résidus  citée,  81 . — Sa  nota- 
tion, 83.  — exprime  l’arc  hyperbolique 
par  les  arcs  elliptiques  , 5oq. — Sa  table 
des  intégrale*  définies  , 1217. 

Laplace: 'démonstration  qu’il  donne  du  théo- 
rème de  Lagrange  % 1 07.  — Son  théorème 
pour  développer  en  série  une  fonction  de 
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deu*  quantités  déterminées  par  deux 
éqnations  à trois  variables,  108.  — Son 
théorème  pour  développer  une  fonction 
de  x donnée  par  une  équation  qnelconqne 
entre  x et  y,  tai.  — Ce  qu'il  entend  par 
plan  invariable,  a8q  Note.  — Sa  démons- 
tration du  principe  de  la  composition  des 
forces,  citée,  547.  — Sa  méthode  pour 
intégrer  les  équations  différentielles  du 
premier  degré  , 6at.  — nomme  solutions 
particulières  ce  que  Lagrange  appelle  in- 
tégrales particulières,  635  Ab te.  — Com- 
ment il  détermine  les  solutions  particu- 
lières , 645-  — Ses  recherches  sur  les 
inégalités  de  Jupiter  et  de  Saturne,  citées, 
673.  — Ses  transformations  successives 
des  équations  différentielles  partielles  du 
second  ordre  et  du  premier  degré,  767- 
76q. —Séries  générales  qu’il  emploie  ponr 
intégrer  les  équations  différentielles  par- 
tielles du  second  ordre  et  du  premier  de- 
gré, 784-787.  — prouve  qu’une  seule  des 
fonctions  arbitraires  dort  rester  sous  le 
signe  f,  787.  — donne  une  méthode  pour 
déterminer  les  fonctions  arbitraires  qui 
entrent  dans  l'intégrale  de  l’équation  dif- 
férentielle partielle  du  premier  degré  du 
second  ordre  et  à trois  variables  , 806. 

— Ses  démonstrations  des  théorèmes  de 
Wilson  et  de  Fermât,  sur  les  nombres 
premiers , 887  a.  — Notation  qn'H  em- 
ploie dans  une  formule  générale  d'inter- 
polation, go3.  — donne  I expression  de  la 
différence  d'un  produit,  930.  — prouve 
l'analogie  des  puissances  avec  les  diffé- 
rences et  avec  les  intégrales,  g3i  , 370. 
— -"employé  les  expressions  des  différen- 
tielles par  les  différences,  pour  détermi- 
ner l’orbite  des  comètes , 938  Note.  — 
donne  on  développement  de  ï*ary , 969. 

— trouve  l'expression  générale  des  coefli- 
ciens  numériques  dn  développement  de 
20,973-976.  — Formule  qu’il  donne  pour 
la  quadrature  numérique  des  combe»  , 
loao.  — Sa  méthode  pour  intégrer  les 
éqnations  du  premier  degré  à coefficient 
variables,  io45-io5o.  — convertit  en 
fraction  continue  une  équation  du  se- 
cond ordre  aux  différence» , to65.  — Son 
procédé  pour  intégrer  les  équations  aux 
différences  , dan»  lesquelles  la  différence 
de  la  variable  indépendante  n’est  pas 
constante,  io56.  — s'occupe  des  équa- 
tions rentrantes  , io63.  — intègre  des 
équations  aux  différence!  partielles  à coef- 


ficieni  variables,  tcg4-  — examine  Ig 
nature  des  fonctions  arbitraires  qui  com- 
plètent les  intégrales  des  équations  diffé- 
rentielles partielle»,  1 101  - 1 io3.  — Sa 
théorie  de.»  fonction.»  génératrices , 1 icq. 

— donne  des  formules  pour  exprimer  les 
différences , les  différentielles  et  les  inté- 
grales de  fa  fonction  a1}-,,  1 1 37  -,  de»  pro- 
duit» , Ii38-ii33.  — ArtiGce  d'aoalyie 
par  lequel  il  somme  quelques  séries,  1 1 A 
Note.  — Comment  il  exprime  les  sommes 
des  restes  dq  la  série  de  Taylor  , 1 156  ; 
d’u  ne  aut  re  série  divergente , 1 1 57.  — Ses 
recherches  sur  les  intégrales  définies  , 
t305-i3og,  1311.  — Ses  recherches  sur 
l'évaluation  des  fonctions  de  grands  nom- 
bres, 1318-1333. — applique  les  intégrales 
définies  à la  résolution  des  équations  dif- 
férentielles partielles  à trois  variables  , 

1 24a  -1345,  1247.  — donne  une  méthode 
pour  ramener  à des  intégrales  définies,  de» 
Fonctions  données  par  des  équations  aux 
différence»  et  des  équations  différentielles, 
I25i-ta55.  — donne,  par  des  intégrales 
définies,  les  expressions  des  différentielles 
et  des  différences  de  la  fonction  x",  1 256 . 

— s’occupe  des  équations  aux  différeace» 
mêlées,  1256,  1268. 

Lavemèite  : ses  formules  pour  calculer  les 
logarithmes,  Intr.  3a,  p.  604  du  tom,  111 . 

Ceindre son  opinion  sur  l’emploi  des  frac- 
tions continues , Intr.  66  a.  — omet  1rs 
parenthèses  dans  les  différentielles  par- 
tielles, 82. — rapporte  1a  démonstration 
du  théorème  de  Burmann , 1 13  a.  — s'oc- 
cupe de  la  différentielle  dans  laquelle 
entre  nn  radical  du  second  degré , conte- 
nant les  quatre  premières  puissance»  de  la 
variable,  406, 407-  — Ses  considérations 
sur  les  arcs  d'ellipse  et  d'hyperbole , 507  . 
5og , 5 1 1 , 697-708 ,711.  — ramène  aux 
transcendantes  elliptiques,  la  quadrature 
de  f ellipsoïde,  5aq  a.  — fait  usage  de  la 
transformation  des  intégrales  doubles  et 
triples,  53i.  — Transformation  qu'il 
donne  d’une  équation  du  premier  degye 
d'un  ordre  quelconque,  6 14.  — Remarque 
qu’il  fait  sur  une  solution  particulière, 
646.  — Sa  méthode  pour  trouver  les  so- 
lutions particulières  des  équations  diffé- 
rentielles, 65o,  65 1 . — perfectionna  la 
construction  des  rnurbes  données  par  une 
éqoatior  entre  Tare  et  le  coefficient  diffé- 
rentiel de  l’ordonnée,  679. — donne  une 
mélhcdo  pour  intégrer  les  équations  diffe- 
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rentielles  partielles  du  premier  Ordre  à 
trois  variables  , y fa  Note,  y fa.  — Sa 
méthode  pour  intégrer  les  équations  diffé- 
rentielles partielles  du  prçjnier  degré , 
769,  77°* — Transformation  qu’il  donne 
pour  intégrer  les  équations  différentielle* 
partielles  du  eecond  ordre  qui  passent  le 
premier  degré  par  rapport  aux  coefficiens 
du  premier  ordre,  77a,  773;  ou  qui  ne 

Contiennent  que  ceux  du  second , et  au- 
delà  du  premier  degré,  775.  — Son  mé- 
moire sur  les  caractères  qu»  distinguent  le 
maximum  du  minimum  daus  les  intégrales 
définies,  877.  — donne  une  expression  des 
différences  du  sinus  , 8q3.  — a concouru 
à la  construction  des  grandes  tables  tri— 
Bonoraétriques  du  système  décimal , &)5 
Note.  — Séries  qu’il  a nommées  demi- 
convergentes,  1000.  — Formule  qu'il 
donne  pour  la  quadrature  numérique  des 
courbes,  to3i.  — Traite  les  factorielles 
par  des  intégrales  définies , 1 1 63 , iao3  , 
iao4;  nom  qu’il  leur  donne,  ibtd.  Note. 
— Intégrales  qu’il  nomme  Ku/énennes  , 

1 170  Note,  1 199  Note.  — Ses  recherches 
sur  les  intégrales  définie* , 1171,  1 17^  , 
1219-1317.  — Ses  travaux  sur  les  inté- 
grales définies  qui  sc  ramènent  aux  trans- 
cendantes elliptiques  , 1 17b.  — Intégrale 
définie  dont  il  rapporte  la  découverte  à 
Euler , 1 ao5.  — Ses  remarques  sur  les  in- 
tégrales fonctions  de  grand*  nombres , 
îaai.  — Ses  remarques  sur  l'évaluation 
des  différences  d’un  ordre  élevé,  ifaS. 

Leibnitz  : ses  idées  sur  l'analyse  combina- 
toire, Inlr.  20;  199. — Sa  controverse  avec 
Jean  Bernoulli , sur  les  logarithmes  des 
nombres  négarifs , Inlr.  89.  — Ses  idées 
«tir  le  Calcul  différentiel,  89.  — Sa  nota- 
tion doit  être  conservée , 8a , 83.  — Sa 
manière  d'appliquer  le  Calcul  différen- 
tiel aux  courbes , 956,  957.  — Sa  méta- 
physique sur  cette  application,  956  et  la 
■Note.  — Origine  qu’il  donne  au  Calcul  in- 
tégral , 366.  — Son  théorème  pour  diffé- 
rent 1er  sous  le  signe  ft  546  Note.  — Ce 
qu’il  entend  par  rnterstendanfe , 586. — 
ne  connaissait  pas  bien  l'étendue  et  la  na- 
ture des  intégrales  des  équations  , 688.  — 
Ses  idées  sur  l’analogie  a es  différentielles 
et  des  intégrales  avèc  1rs  puissances,  970. 
•—Ses  remarques  sur  la  série 
! — 1 -|-  1 — 1 -f-  etc. , 

1014  Note. 

Ijeniniscutc  : courbe  dont  la  rectification  a 


conduit  à la  comparaison  des  transcen- 
dantes, 711. 

Lexell*  occupe  des  conditions  générales  d’in- 
tégrabilité  des  fonctions  différentielles, 
5d7  Noté.  — Eclaircit  une  difficulté  agi- 
tée entre  Euler  et  Daniel  Bernoulli,  snr 
les  limites  des  séries  de  sinus  et  de  cosi- 
nus, 1014. 

Ii  Hôpital  reconnaît  l'existence  du  rebrous- 
sement de  la  seconde  espèce,  a34- 

Utuillier : son  équation  du  plan,  969  Note. 
— Sa  méthode  pour  décomposer  les  ex- 
ponentielles en  facteurs,  1189-1191. 

Lignes  : comment  les  diverses  circonstances 
du  cours  d'une  ligne  sont  exprimée*  par 
son  équation,  174.  — Division  des  lignes 
en  ordres  et  en  genres , ihtd.  — De  l'ordre 
r : leur  équation  géuérale,  1 84.  — du  se- 
cond ordre  , leur  équation  générale  , 
iq3  , leur  équation  différentielle  générale, 
634  o.  — du  troisième  ordre  : leur  équa- 
tion générale  ; principes  généraux  de 
leur  énumération,  iq3.  — Difficulté  sur 
le  nombre  de  points  qui  déterminent  une 
courbe  d’un  ordre  quelconque,  198  Note. 
— osculatrices,  918  ; leur  détermination 
par  les  limites,  299,  999  a.  — Relation 
des  augles  qu’une  droite  fait  avec  les  trois 
axes  des  coordonnées , 369  , 269  a.  — 
Définition  de  la  ligne  droite,  etson  équa- 
tion, 969  Note.  — Equations  de  la  ligne 
droite  dans  l’espace , 973 , 978.  — Con- 
ditions auxquelles  on  reconnaît  que  deux 
lignes  droites  se  coupent  dans  l'e>oace  , 
978,  977.  — Equations  de  deux  lignes 
droites  parallèles  entr’elles  dans  l’espace, 

977,  979»  979  a.  — Détermination  des 
équations  de  la  ligne  droite  qui  passe 
par  deux  points  donnés  dans  l’espace  , 

978.  — équations  de  la  ligne  droite  per- 
pendiculaire à un  plan , »8o.  — Détermi- 
nation de  la  droite  perpendiculaire  à un 
plan , par  la  considération  du  minimum , 
28 1 . — Détermination  de  1 angle  que  font 
entr’elles  deux  lignes  droites  dans  l’es- 
pace , 984  » 984  o.  — Angle  d'une  droite 
et  d’un  plan,  986.  — Détermination  de 
la  plus  courte  distance  de  deux  ligne* 
droites  dans  l'espace , 987.  — Lignes  do 

lus  grande  pente  d'une  surface,  319, 
19  a.  — de  courbure,  397.  — de  cour- 
bure des  surfaces  du  second  degré,  ibtd.  ; 
leur  équation,  633  , 633  a.  — Lignes 
singulières,  3ag  , 3ag  o,  34 1.  — Ligne 
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d«  courbure  sphérique , -3ag  a.  — de 
striction , a.  — Ligne  formée  par 
mie  droite  enveloppée  sur  une  surface  co- 
nique quelconque,  son  équation,  35g. 
— La  ligne  formée  par  un  (il  plié  libre- 
ment sur  une  surface,  est  la  plus  courte 
qn’on  puisse  mener  entre  deux  de  ses 

S oints , 3B3,  R 1 4>  — Ligne  géodésique, 
S3  Aote.  — Equations  générales  de  la 
ligne  la  plus  courte  entre  deux  pointa  sur 
une  surface  de  révolution,  834.  —s  Dé- 
termination, parle  calcul  des  variations, 
de  la  ligne  la  plus  courte  , entre  deux 
points  sur  un  plan , 829,  836  , 838  ; entre 
deux  points  de  l’espace,  840  ; entre  deux 
oints  placés  sur  une  surface  courbe,  entre 
eux  courbes  données  sur  une  surface, 

841. 

Limites.-  leur  définition,  Intr.  10. — Examen 
d'une  objection  faite  contre  la  méthode 
des  limites,  Intr.  10,  11.  — Recherche 
des  limites  des  fonctions  algébriques,  Intr. 
11.  — Propositions  qui  servent  de  base  à 
la  théorie  des  limites,  Intr.  11,  40.— 
Une  fonction  peut  avoir  deux  espèces  de 
limites,  les  unes  relatives  h l’accroisse- 
ment de  la  variable  , et  les  autres  à sons 
décroissement,  Intr.  la,  i3.  —Méthode 
des  limites,  4,  81.  — des  courbes,  180; 
leur  détermination  par  le  Calcul  différen- 
tiel, 2 3o,  a3i.  — Application  des  limites 
à la  recherche  des  lignes  osculatrices,  229, 
229  u. — d'une  intégrale , 4? 1 • — Re- 
cherche des  limites  des  séries,  au  moyen 
des  intégrales,  n43,  n44i  1 1 4.9~ 1 1 ^7- 
Linéaire , note  sur  ce  mot,  56a. 
Logarithmes  leur  développement,  Intr.  a5, 
26 , 33 , 33  a , 34  ; par  les  progressions  et 
les  limites , Intr.  56.  — Moyens  de  rendre 
plus  convergent  le  développement  de  la 
fonction  logarithmique,  Intr.  a5,  a6,  ag, 
3 1 , 3a.  — Limite  d un  logarithme , Intr. 
a6.  — Logarithmes  népériens  ; leur  délini- 
tion,  Intr.  27  ; répondent  aux  aires  de 
l'hyperbole  équilatére , 4»o.  — hyperbo- 
liques, Intr.  27.  — Méthode  de  Driggs 
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pour  obtenir  les  logarithmes  des  nombres, 
ihid.  — Pourquoi  le  développement  de 
lu  ne  procède  pas  suivant  les  puissan- 
ces de  i^Hnlr.  33.  — Expression  des  lo- 
garithmes des  quantités  imaginaires,  Intr. 
81 . — Un  même  nombre  a , dans  chaque 
système,  une  infinité  de  logarithmes  dont 
un  seul  est  réel,  ibiil.  — des  nombres  né- 

tatifs  sont  imaginaires , Intr.  Ri  , 8a  , 
an.  — Leur  différentiation  i3.  — Dé- 
veloppement de  1 (a-f-r),  par  le  moyen 
du  Calcul  différentiel,  86;  duCalcul  in- 
tcgral , 4' 4‘,  par  une  fraction  continue  , 
669.  — Maximum  du  rapport  du  loga- 
rithme au  nombre , 162,  lfaa  a.  — Leur 
-intégration,  iflq-^bo.  — Logarithmes 
ordinaires:  répondent  aux  aires  d'une  hy- 
perbole dont  les  asymptotes  font  entr’elfes 
m^angle aigu,  49' • — des  nombres  néga- 
tifs : ne  forment  pas  an  système  continu 
avec  ceux  des  nombres  positifs,  492, 1 aaq. 
— des  nombres  positifs  et  des  nombres  né- 
gatifs : difficulté  de  prouver  leur  existence 
simultanée  par  la  considération  des  cour- 
bes et  des  solides,  517.  — Leur»  proprié- 
tés déduites  de  la  comparaison  ae  deux 
différentielles  logarithmiques  , 690.  — 
Marche  de  lents  différences,  880.  — For- 
mation des  tables  de  logarithmes  , par 
leurs  différence»,  88q.  — Sommation  des 
logarithmes  des  nombres  naturel»,  1008, 
1009.  — Logarithme  intégral  : ce  que 
c'est,  ia3i. 

Logarithmique  .-  son  équation  , 24a.  — 
Moyens  de  la  construire,  04a  a,  677.  — 
Sa  soutangente,  sa  normale,  sa  sotinor- 
niale  et  son  rayon  de  courbure , uq3.  — 
Son  aira , 497- 

Logo-logarithme  ce  que  c'est,  ia3t  Aote. 
Lorgna  : formule  qn'il  donne  pour  obtenir 
les  valeurs  des  intégrales  par  le»  diffé- 
rences , ou  les  aires  de  courbes  par  les 
différences  des  ordonnées  équi-distantet  , 
1039.  — Ses  formules  pour  sommer  les  sé- 
ries des  puissances  négatives  des  nombres, 

1 184. 

M 


MaCBIN  : sa  méthode  pour  calculer  laUm- 
gontc  de  l'arc  de  45° , Intr.  44- 
Maclaurin  1 son  théorème  pour  le  dévelop- 
pement des  fonctions  , .84  , 84  a , 1 o3.  — 
Son  procédé  pour  décomposer  le»  frac- 
tions rationnelles  ,375.  — Expressions  en- 


différences  , analogues  à son  théorème, 

9aG.  ' . 

Malus  sa  théorie  de  la  réfraction  et  de  la 
réflexion  , citée , 3a7. 

Martres  rapporte  des  formules  de  Machin. 
Lroyet  Mai  hin. 
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Mascheroni  : ses  recherches  sur  U transcen- 
dante , 1324-1339,  ia3i  Note, 

J te 

1 a3a.  —donne  une  expression  plus  exacte 
de  la  limite  de  la  série  divergente 
1 — 1 . 2 -f-  1 .3.3  — etc,  1337. 

Mauduit  : rassemble  le»  expression»  de  si- 
nus et  cosinus  des  arcs  multiples,  Intr.  5o. 

Maupertuu  détermine  les  courbes  de  pour- 
suite , 68g. 

Maurice  . sa  méthode  pour  compléter  les 

L intégrales  des  équations  différentielles  du 
premier  degré  dans  certains  cas , 606  a. 

Maximums  et  minimums  des  fonctions 
d]une  variable  , 154-164,  1 54  Note.  — 
Conditions  générales  qui  les  déterminant, 
i55,  1 60.  — des  fonctions  de  plusieurs 
variables,  i65-i68,  166a.  — désor- 
donnée» des  courbes,  a3o.-  — lisage  de 
la  méthode  des  maximums  et  minimums 
pour  déterminer  la  perpendiculaire  à un 
plan,  381;  pour  trouver  la  plus  courte 
distance  de  deux  droites  dans  l'espace, 
087.  — des  rayon»  de  courbure  des  sur- 
faces, 3a  1 ; de  leurs  ordonnées,  3aq, 
3aq  a.  — des  intégrale»  définies.  Voyts. 
Intégrales  definies.  — de»  intégrales  aux 
difffiences,  1106-1108;  analogie  de  leur 
détermination  avec  les  équations  de  con- 
dition relatives  à l’iutégrabilité  des  fonc- 
tions aux  différences,  1 106. 

Métaphysique  1 abus  de  la  métaphysique  en 
Mathématiques , 493- 

Meusnier  / ses  remarmies  sur  la  courbure 
des  surfaces  , 3a4 , 027  a. 

Milieu  entre  deux  expressions  : dans  quel 
cas  il  approche  de  la  vérité , 4 7®  a- 

Module  : ce  que  c'est  qu'un  module  loga- 
rithmique, Intr.  37.  — Propriété  remar- 
quable de  ce  nombre,  162,  163  fit.  — est 
le  sinus  de  l'angle  des  asymptotes  d’une 
hyperbole , 49 1 - 

Motvre  : sa  formule  pour  élever  un  poly- 
nôme à une  puissance  quelconque,  Intr. 
30.  — Lenime  remarquable  qu'il  donne , 
Intr.  48  a.  — donne  la  loi  de  la  formule 
du  retour  des  suites,  Intr.  5g.  — Exten- 
sion qu’il  donne  au  théorème  de  Côtes , 
Intr.  76.  — Relation  qu'il  assigne  aux 
nombres  de  Bernoulli,  g5i. 

Monge  : sa  théorie  des  surfaces  courbes  et 
de»  courbes  à double  courbure , tom.  I , 
p.  5ot.  — Ce  qu'il  nomme  traces  d'un 
plan , 271.  — donne  la  signification  géo- 


métrique des  termes  de  l’expression  d'une 
inconnue  dans  les  équations  du  premier 
degré , 374.  — Formules  qu'if  donne 
pour  la  transformation  des  coordonnées 
dans  l'espace,  390,  ag3,  ag3  a.  — Ce 
qu’il  entend  par  ligne  de  courbure  sphé- 
rique , 3sg  a.  — détermine  les  surfaces 
limites  par  leurs  caractéristiques , 336.  — 
Comment  il  présente  les  surfaces  dévelop- 
able* , 33q  ; en  détermine  l’arête  de  re- 
roussement,  ibid.  — Ce  qu’il  entend  par 
ligne  de  striction,  34n  o.  — Son  procédé 
our  éliminer  les  fonctions  arbitraires  , 
43.  — a donné  une  théorie  des  coorbes  à 
double  courbure  , 346.  — Sa  détermina- 
tion des  surfaces  développables  qui  ont 
pour  arête  de  rebroussement  une  famille 
de  courbe»  liée»  par  une  propriété  com- 
mune, 365  a.  — Ses  remarques  sur  le» 
lignes  de  courbure  des  surfaces  du  second 
degré,  633, 633 o.  — donne  une  méthode 
pour  intégrer  les  équations  où  les  différen- 
tielles passent  le  premier  degré  , 634  » 
634n-  — fait  voir  qu’aucune  des  équations 
à trois  variables  n’est  réellement  absurde, 
714;  quelles  ont  des  solutions  générales, 
• 808.  — ramène  l’intégration  de»  équations 
différentielles  partielles  du  premier  ordre, 
où  les  coefliciens  différentiels  ne  passent 
pas  le  premier  degré , à celle  d'autant  d'é- 
quations différentielles  du  premier  ordre  , 
que  les  premières  contiennent  de  variables, 
moins  une  , 734.  — Leçons  qu'il  donne 
sur  ce  sujet , 734  Wofe  , et  I®  «Vota  indi- 
quée p.  70a  du  tom.  III.  — Son  procédé 
pour  intégrer  les  équations  différentielle» 
partielles  des  ordre»  supérieurs,  762-763. 
— Liaison  des  surfaces  qu'il  nomme  ré- 
ciproques, 772  a.  — Comment  il  a intégré 
l’équation  différentielle  partielle  de  la  sur- 
face dont  l'aire  est  un  minimum , 774.  — 
Ses  constructions  des  intégrales  des  équa- 
tions différentielles  partielle»,  798,  799  , 
Boa , 8c5.  — intègre  l'équation  de»  sur- 
faces équivalentes  au  plan,  801.  — regar- 
dait l'intégration  des  équations  différen- 
tielles , dites  absurdes , comme  la  clef  do 
celle  des  équations  différentielles  par- 
tielles, 811  a. — découvre  une  correspon- 
dance entre  les  équation»  différentielles 
partielles  du  premier  ordre , et  les  équa- 
tions différentielles  de  cet  ordre , qui  ne 
satisfont  pas  aux  conditions  d'intégrabi- 
lité,  81 5.  — Résultat  qu'il  obtient  relati- 
• veinent  aux  équations  différentielles  du 
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second  ordre , qui  ne  satisfont  pas  aux 
conditions  d'intégrabilité , 818.  — Ses 
considérations  sur  les  surfaces  dévelop- 
pables circonscrites  à la  sphère  et  sur 
leurs  arêtes  de  rebroussement,  822.  — 
Comment  il  détermine  les  fonctions  arbi- 
traires , 1 o58- 1061.  — Ses  remarques  sur 
les  diverses  intégrales  dont  est  suscep- 
tible une  meme  équation  aux  différences  , 
1 07$.  — Son  opinion  sur  les  fonctions  ar- 
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bitraires  qui  complètent  les  intégrales  des 
équations  différentielles  partielles,  no3. 
Montucla  : ses  remarques  sur  le  problème 
de  Viviani , 542. 

Mouton  c sa  méthode  d’interpolation,  910- 
91a  ; réduite  en  formule,  par  Lagrange  et 
par  Prony,  91 1 ; au  moyen  de  l'analogie 
des  puissances  avec  les  différences  , 940. 
Muller  donne  una  formule  pour  calculer  les 
logarithmes,  Jnlr.  3a,  p.  604  du  tom.  III. 


N 


Nappes  des  surfaces  courbes  : leur  défini- 
tion , 398. 

AW.  Voyez  Van  Heuraet. 

Neper , inventeur  des  logarithmes,  Intr.  37. 

Newton  : sa  formule  du  binôme,  Intr.  17; 
y arrive  par  induction  , Intr.  49-  — Sa 
méthode  pour  le  retour  des  suites  , Intr. 
58.  — Son  parallélogramme  analytique, 
Intr.  60.  — Sa  méthode  des  substitutions 
successives,  Intr.  64;  appliquée  à l’inté- 
gration des  équations  différentielles  par 
approximation,  673.  — Ses  idées  sur  le 
Calcul  différentiel,  81.  — Sa  notation,  83. 
— Son  théorème  sur  les  racines  des  équa- 
tions, 96,  137.  — divise  les  lignes  en  or- 
dres et  les  courbes  en  genres , 174*  — fait 
l’énumération  des  lignes  du  troisième 
ordre,  204*  — donne  la  limite  du  rapport 
entre  un  arc  et  sa  corde,  3i5  Note.  — in- 
dique mal  les  fluxions  ou  différentielles 
des  ordres  supérieurs,  n58  a.  — donne  une 
construction  pour  la  multiplication  des 
angles , 710  et  la  Note.  — a indiqué  une 
manière  de  résoudre  les  équations  diffé- 
rentielles à plus  de  deux  variables,  808. 
— détermine  la  surface  de  révolution  qui 
éprouve  la  moindre  résistance  de  la  part 
d un  fluide , 867  Note. 

Nœud  d’une  courbe , 181. 


Nombre  exprimé  par  son  logarithme,  Intr. 
38.  — Tout  nombre  exprimé  en  chiffres 
revient  à une  série  ordonnée  suivant  les 
puissances  de  10 , Intr.  60  Note. 

Nombres  entiers  : leur  décomposition  en 
parties  entières , 1 190-1 195. 

Nombres  figurés  (suites  des)  : leur  somma- 
tion , 991. 

Nombres  premiers  : démonstration  des  théo- 
rèmes de  Wilson  et  de  Fermât  sur  ces 
nombres  , 887  a.  — Propriété  de  cea 
nombres , 1195  Note. 

Nombres  de  Bernoulli  : leur  origine,  g5i. 
— Leurs  relations , 952 , 985  Note.  — 
Leur  terme  général,  975,  977  a.  — Va- 
leurs des  huit  premiers  en  décimales , 
1001.  — Leur  liaison  avec  la  somme  des 
suites  des  puissances  négatives  des  nom- 
bres  naturels,  ioo5,  icoé,  1187.  — Leur 

• interpolation,  1006,  1006  a. 

Normale  d’une  courbe  : son  équation,  212. 
— Expression  de  sa  longueur,  ibid.  — des 
surfaces  courbes,  ses  équations,  317, 326. 

Notation  du  Calcul  différentiel  : inconvé- 
nient de  la  changer.  82,  83;  celle  de 
Leibnitz  perfectionnée  par  Fontaine,  8a; 
sa  comparaison  avec  celles  d’Eulcr,  de 
Waring,  de  Lagrange  , etc.,  8a,  83.  — 
Nouvelle  notation  d’Euler,  83  a. 


O 


Ombres  : solution  analytique  des  problèmes 
relatifs  à la  détermination  des  ombres , 
359. 

Ordonnées  : l’ordonnée  d’une  courbe  est  le 
coefficient  différentiel  de  son  aire  , 217. 
— des  polygones  d’un  nombre  infini  de 
côtés;  leurs  différences  successives  repré- 
sentent les  différentielles , a58.  — des 

5. 


paraboles  osculatrices  : leurs  différences 
expriment  les  termes  du  développement 
de  f (x-M),  a>9.  219  a. 

Osculation  des  courbes , 318,  aaa.  Voyez 
Lignes  osculatmces. 

Osculation  des  branches  d’une  courbe , 188, 
232 , 302  a. 
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P A OU  donne  des  formules  différentielles  j Parseval  donne  un  théorème  pour  la  soœ- 
pour  résoudre  les  équations,  118-121.  — mation  de  certaines  suit»  résultantes  de 

Sa  méthode  pour  développer  letfonctions  la  multiplication  de  deux  autres  , terme  H 

de  polynômes,  ia3-ia6.  — Ses  remarques  terme,  1 i5a.  — Comment  il  intègre  cer- 

sur  l'introduction  des  fonctions  arbitraires,  faines  équations  différentielles  partielles 

dans  l’intégrale  d'une  équation  différen-  à trois  et  à quatre  variables,  124».  — - Ses 

• tielle  partielle  dn  second  ordre,  781.  — recherches  sur  des  équations  aux  diffé- 

Ses  remarques  sur  les  équations  différen-  rences  mêlées  , 1268  Note. 

tielles  à trois  variables  qui  ne  satisfont  Partitio  numerorum , ou  décomposition  des 
pas  aux  conditions  d’intégrabilité,  811.  nombres  entiers  en  parties  entières,  iiy3— 
——Ses  Elementi  d’Algebra  cités  , ibid.  1195. 

— Ses  remarques  sur  l'intégration  des  Pascal,  son  triangle  arithmétique  cité,  Intr* 

équations  différentielles  du  second  ordre,  20  Note.  — ses  idées  sur  les  définitions, 

qui  ne  satisfont  pas  aux  conditions  (Tinté-  p.  140  dutom.  I.  — Ses  remarques  sur  la 

grabilité,  8 1 8.  — Ses  remarques  sur  une  rectification  des  cycîoïdes  allongées  et  ae- 

equationdn  premier  degré  aux  différences,  courcies,  5i2  a.  — Loi  des  termes  de 

dans  laquelle  la  différence  de  la  variable  son  triangle  arithmétique , 1086. 

indépendante  n’est  pas  constante,  1067.  Pasquuh  ; sa  notation  différentielle,  83. 

— cherche  le  facteur  propre  à rendre  in-  Pente.  Voyez  Lignes  de  plus  grande  pente. 
tégrablcs  les  équations  du  premier  degré  Perspective  . solution  analytique  des  pro- 
aux  différences,  ic65. — intègre  des  équ a-  blêmes  de  la  perspective,  33 a . 

fions  aux  différences  dont  Tordre  dépend  Petit . sa  détermination  des  axe*  principaux 
d’une  des  variables,  1098,  1099.  — donne  des  surfaces  du  second  ordre , 307  a. 
une  manière  particulière  de  convertir  les  Pfnff  : retourne  la  série  de  Taylor,  1 16  a, 
fractions  rationnelles  en  séries,  1 100  Note.  — Equations  différentielles  du  second 

— ramène  à l'intégration  d’équations  aux  ordre  dont  il  s’occupe , 609.  — Sa  mé- 

différences  partielles , la  décomposition  thode  pour  intégrer  les  équations  diffé- 

des  nombres  entiers  en  parties  entières,  rentielles  partielles  du  premier  ordre,  et 

1195.  — Ses  recherches  sur  les  équations  les  équations  différentielles  totales  qui  ne 

aux  différences  mêlées,  1268.  satisfont  pas  aux  conditions  d'intégrabi- 

Parùbo/e  .*  sa  développée  , 228.  — Equa-  lité , 748  a,  81 1 a.  — Ses  recherches  sur 

tion  nouvelle  de  la  parabole , 228  a.  — une  équation  différentielle  dn  second 

Sa  rectification  ,5oo. — engendre  nn  volume  ordre,  sur  la  sommation  de  quelques 

dont  Tcxpressioù  offre  un  défaut  de  con-  suites  transcendantes  et  sur  la  retour  des 

tinuiîé  dans  le  passage  des  différentielles  suites , 1 269. 

aux  intégrales  , 517.  Plan  : sa  définition,  268.  — Son  équation. 

Paraboles  t leur  usage  pour  évaluer  les  in-  268-270,  270  a.  — Ses  traces,  271.  — 

tégrales  aux  différences,  476,  io25-ioa8.  Détermination  de  l’équation  du  plan  qui 

— Leur  quadrature , 487.  — Leur  recti-  passe  par  trois  points  donnés , 274 , 27^  » 

fication  , 5oo,  5oo  a.  — Leur  usage  pour  275  a.  — Equation  du  plan  perpendicu- 

Tinterpolation  des  suites  , 898.  laire  à une  droite , 280.  — Détermination 

Paraboles  osculatrices,  218.  — Les  diffé-  delà  perpendiculaire *à  un  plan  par  la 

rences  de  leurs  ordonnées  expriment  les  considération  du  minimum,  281.  — Me- 

termes  successifs  de  la  sérié  de  Taylor,  ner  par  un  point  donné  un  plan  parallèle 

2,9  * 21 9 a’  — Leur  usa^e  pour  évaluer  à un  plan  donné,  282  , 282  a.  — Dcter- 

par  approximat  ion  les  intégrales  définies , mination  de  l’angle  que  font  entr’eux  deux 

4;6.  Leur  usage  pour  construire  les  plans  dans  l’espace,  285,  a85  a.  — Angle 
équations  différentielles  de  tous  les  ordres,  d’une  droite  et  d’un  plan,  a86. — Plan 

680.  du  maximum  de  projection,  289. — Plan 

Paraboldide  elliptique,  309.  — hyper bo-  invariable,  289  Note.  — Formules  pour 

lique,  3io.  trouver  l’équation  de  1 intersection  d un 

Parallélépipède  partagé  en  cases , pour  for-  plaq  et  d'une  surface  courbe,  296  } son 
mer  une  table  à triple  entrée,  icg3.  rayon  de  courbure,  3a4- 


Digitized  by  Google 


TABLE  DES  MATIÈRES.  765 


Plan  normal  d’une  courbe  à double  cour- 
bure, 548.  — Surface  des  plans  normaux. 

ibid. 

Plan  osoulateur  d'une  courbe  à double 
courbure , 346  » $47  , 347  a- 

Plan  tangent  : détermination  d’un  plan  tan- 
ent,  mené  à une  surface,  5i6,  3i6a, 
18. 

Plans  coordonnés  : leur  définition  , 266. 

Plans  cordes  : ce  que  c’est , 3aq  a.  — déter- 
mination de  leur  angle  dièdre,  ibid. 

Point  : un  point  est  déterminé  dans  l’espace 
par  trois  coordonnées , 366.  — Distance 
d’un  point  à un  autre,  dans  l’espace,  367. 

Points  conjugués  : leur  définition,  181.  — 
Leur  détermination  par  U transforma- 
tion des  coordonnées,  188  ; par  le  Calcul 

/ différentiel , a33. 

Points  multiples  des  courbes,  180.  — Leur 
détermination  par  la  transformation  des 
coordonnées,  187,  188;  par  le  Calcul 
différentiel,  a35r,  a35  a,  a56,  a38. 

Points  singuliers  des  courbes,  180,  181 , 
a3o-fl56,  938-241.  — des  surfaces  cour- 
bes, 3aq. 

Points  d’inflexion  : leur  détermination  par 
la  transformation  des  coordonnées,  roq  , 

1 qo  *,  par  le  Calcul  différentiel,  a3i,  a35, 
238, 241. 

Points  do  rebroussement  de  la  première  es- 
pèce et  de  la  seconde,  181,  tH8  ; leur  dé- 
termination par  le  Calcul  différentiel , 
23 1 , 234,  a35.  — des  surfaces  courbes, 
32  9. 

Points  de  serpentement  : leur  détermina- 
tion par  la  transformation  des  coordon- 
nées, iqo,  1 qo  a. 

Poisson  fait  connaître  une  erreur  échap- 
pée à Euler  sur  un  point  de  la  théorie  des 
fonctions  circulaires,  Jntr.  54  fl,  55  a , 
102  a.  — Ses  remarques  sur  le  théorème 
deTaylor,  16,  18 Note.  — Ses  remarques 
sur  les  points  singuliers,  a35  a Note:  — 
— Ses  remarques  sur  les  solutions  parti- 
culières, 646*  648-65o,  653.  — Ses  re- 
cherches sur  la  variation  des  constantes 
arbitraires,  b’74  A Tote.  — Ses  considéra- 
tions géométriques  sur  les  solutions  parti- 
culières, 689.  — Ses  remarques  sur  les 
intégrales  des  équations  différentielles 
partielles  du  premier  ordre  à trois  varia- 
bles , et  élevées , 747  a.  — Equations  dif- 
férentielles partielles  du  second  ordre 
élevées , dont  il  donue  des  intégrales  par- 


ticulières , 777*  — S**  remarques  sur  le 
nombre  des  fonctions  arbitraires  dans  les 
intégrales  des  équations  différentielles 
partielle!,  781 , 782.  — Sur  les  solutions 
particulières  des  équations  différentielles 
partielles,  794 1 795-  — Sur  le  nombre 
des  constantes  arbitraires  qui  se  présentent 
dans  la  détermination  des  maximums  et 
des  minimums  de*  iutéeraWs  définies,  837* 

— Sur  la  formation  «es  équations  rela- 
tives aux  limites  de  ces  intégrales,  838. 
t-  Scs  formules  pour  les  variations  des 
fonctions  de  deux  variables,  881  fl i et 
celles  des  intégrales  doubles  , 86a  a. 

— donne  une  démonstration  du  théorème 
concernant  le  degré  de  l’équation  Goale 
résultante  d’équations  algébriaue»  quel- 
conques, io35.  — Ses  recherches  sur  le* 
diverses  intégrales  et  les  solutions  parti- 
culières des  équations  aux  différences  , 
j 079-1083.  — limite  la  discontinuité  des 
fonctions  arbitraires  des  intégrales  des 
équations  différentielles  partielles,  1 io£. 

— Ses  recherches  sur  les  intégrales  defi- 
nies, 1209, -1216,  1217,  1248. —Ses  re- 
cherches.sur  l'intégration  des  équations 
différentielles  partielles  par  les  iutégrales 
définies,  195o,  et  p.  772  du  T.  lll.  — Ses 
recherches  sur  les  équations  aux  dîne- 
rences  mêlées,  1258-1261  , 1265,  1206. 

Pôle  d’une  courbe , 248* 

Polygones  d’un  nombre  infini  de  côtés  re- 
présentent des  courbes,  q56.  — Relation 
entre  les  côtés  d’un  polygone  plan  ou 
gauche,  294  A’ofe.  — Inscrits  et  circon- 
scrit-* à une  courbe  : leur  usage  pour  ob- 
tenir les  valeurs  approchées  des  intégrales, 
475  , 476.  — Leur  usage  pour  trouver  la 
différentielle  du  volume  d’un  solide  de 
révolution,  et  celle  de  son  aire,  5i5. 

Leur  usage  pour  construire  les  équations 
différentielles  du  premier  ordre  à deux 
variables,  680.  — Recherche  de  ceux 
dont  les  aires  sont-des  maximums  ou  des 
minimums , 1107,  1108. 

Polynôme  : développement  de  fa  puissance 
m du  polynôme 

a -f-  ôx.-f-  ex*  -f-  djp. . . . 

Jntr.  19.  — Sa  liaison  avec  celle  du  po- 
lynôme m -f-  fi  -f-  y-+*  J'-  ■ ■ Jntr.  20,  l • q5  ; 
développement  de  cette  dernière,  Intr. 
94.  — Développement  des  foi»ctions  do 
polynômes,  94-98 , 122,  128.  — Re- 
cherche du  nombr«  de  tenues  d’un  po-^ 
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lynome  algébrique  complet  d'un  degré 
quelconque  , renfermant  un  nombre  quel- 
conque d’inconnues , et  détermination  du 
nombre  des  termes  où  l'une  de  ces  incon- 
nues n'entre  pas,  io3s-io34. — Usage  du 
développement  de  la  puissance  quel- 
conque d'un  polynôme,  dans  la  théorie  des 
suites  récurrentes,  nao. 

Produit  : expression  générale  de  la  différen- 
tielle quelconque  aun  produit,  g t , ii3i. 

Produits  de  facteurs  équidifférens  : leur  dif- 
férence première,  gaS,  907.  — Leur  inté- 
grale, 946,  9^7 '>  celle  du  quotient  de 
l'unité  par  ces  produits,  948  ; analogie  de 
ces  intégrales  avec  fxm~  ' dx,  ibid.  — de 
grands  nombres , moyen  de  trouver  leurs 
rapports,  1009,  1010.  — indéfinis,  ex- 
pressions de  leurs  différences,  toao.  — 
Développement  d'un  produit  de  facteurs 
équidifferens , 1100  Note.  Payez  Facto- 
rielles. — indéfinis,  qui  expriment  une  in- 
tégrale définie , le  sinus  et  le  cosinus  d'un 
arc,  1180;  leur  logarithme,  1181;  les 
exponentielles,  118a;  toutes  les  lignes 
trigonométriques,  1188.  — finis  et  indé- 
finis, leur  transformation  en  série,  nga. 
— Les  séries  auxquelles  ils  donnent  lieu, 
et  leur  usage  pour  la  partition  des  nombres, 
nga-i  ig5. 

Progressions  par  quotiens  dont  on  tire  les 
nombres  naturels,  1195. 


Qeàdrature  des  courbes,  487.  — Exemple 
d'un  changement  de  variables  qui  la  faci- 
lite, 49G Usage  du  Calcul  aux  diffé- 

rences pour  la  quadrature  numérique  des 
courbes,  toa5-to3i. 


Projectile  . comment  on  peut  construire  la 
courbe  qu'il  décrit  dans  un  milieu  résis- 
tant, G79. 

Projection^  • relation  des  équations  qui  ex- 
priment les  projections  d'une  ligne  droits 
flans  l'espace,  373.  — Rapport  de  l'aire 
d'une  figure  à sa  projection  , a88.  — Re- 
lations entre  une  aire  et  scs  trois  projec- 
tions rectangulaires , ibid.  — Plan  du 
maximum  de  projection , 389. 

Prony: tables  des  sinus  naturels  et  desloga- 
ritnmes,  calculées  sous  sa  direction , 8a5 
et  la  Note.  — Formules  qu’il  donne  pour 
interpoler  par  les  fonctions  exponentielles, 
90g.  — réduit  en  formule  la  méthode 
d'interpolation  de  Mouton  gu.  — For- 
mule qu’il  donne  pour  développer  les  dif- 
férences d'une  fonction  d'une  seule  va- 
riable, g38.  — communique  un  Mémoire 
inédit  a Euler,  130a. 

Puissance  : ce  qu’on  doit  entendre  par  les 
puissances  à exposant  imaginaire,  Jntr. 
4'1-  — Ce  que  c est  que  puissance  infini - 
filme , 1 5 1 - — de  l'hyperbole,  49  — 

Liaison  des  puissances  fractionnaires  avec 
l'interpolation,  i iSa.  — Puissances  du  se- 
cond ordre.  Voyez  Factorielles. 

Puissant  cité  pour  la  transformation  des 
coordonnées  dans  l'espace,  394  Note. 

Q 

Quadrature  des  surfaces,  5i5,  5a3,  5aS, 
5aS  a , 5ag  a. 

Quarrab/es  (coujbes) , 487.  Voyez  Courbe. 


R 


RACINES  égales  des  équations,  1 58. 

Raison  modulaire  : ce  que  c’est,  lntr.  3G 

Note. 

Rayon  du  cercle  oscnlatenr , de  courbure  on 
âe  la  développée,  aai,  334,  nafi  ; déduit 

de  la  courbure,  p.  645  du  tom.  III.  

se  présente  avec  le  signe  rt , 337.  — Sa 
valeur  dans  les  courbes  du  second  degré , 
ibid.  ; ce  qu'il  devient  aux  points  singu- 
liers, a34.  — Son  expression  en  coordon- 
nées polaires,  a53. — Rayons  de  cour- 
bure des  surfaces  : leur  expression , 3ai , 


3a3.  — de  courbure  d'une  section  faite 
par  un  plan  dans  une  surface  courbe,  $34. 
— de  courbure  absolu  d'une  courbe  à 
double  courbure,  35o,  35o  a;  sa  déter- 
mination , 35 1 , 35 1 a ; autre  expression 
du  même  rayon  , 35s, 

Rayon  vecteur , 348 , 397. 

Réaumur  considère  les  développées  impar- 
faites , 363. 

Rebroussement.  Voyez  Points  singuliers. 

de,  surfaces,  3ag.  Voyez  Arête  de  re- 
broussement. 
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Rectification  des  courbes , 5oo-5i3 , 5oo  a. 
— des  courbes  à double  courbure , 533. 

Réflexion  de  la  lumière  : problème  relatif 
à cette  réflexion , 1 264  Note. 


Rcgnaud  aide  Mouton  dans  ses  travaux  sur 
l’interpolation,  911. 

Riccati  / son  équation  différentielle , 565  , 
65a  , 663 , 664 . 671 , 769 , 1 a36. 
Roulettes  : leur  théorie,  a63-a65. 


SÉCANTE  : sa  différentielle,  i5.  — For- 
mule qui  l’exprime  par  la  somme  ou  la 
différence  de  deux  tangentes,  8q5.  — 
Ses  développemens  en  produits  indéfinis , 

\ 188. 

Sécante  hyperbolique , 4<}5. 

Secteurs  elliptiques  et  circulaires  , 494-  — 
Le  secteur  hyperbolique  est  égal  à l’espace 
asymptotique , ibid.  — Analogie  qu'ont 
entr’eux  les  secteurs  elliptiques  et  les  sec- 
teurs hyperboliques,  4f)4 » 49^- 

Section  d’une  surface  courbe  : par  un  plan. 
Voyez  Plan. 

Sections  principales  des  surfaces  du  second 
degré , 3o3. 

Segment  de  l’aire  d’une  courbe  : «a  diffé- 
rentielle, 217.  — Segmens  paraboliques, 

487- . 

Séparation  des  variables  dans  les  équations 
différentielles  du  premier  ordre , 558- 
566. 

Séries  . leur  origine,  Intr.  3.  — Caractère 
des  séries  convergentes,  Intr . 5.  — Possi- 
bilité de  rendre  le  premier  terme  d’une 
série  indéterminée  plus  grand  que  la 
somme  de  tous  les  autres , Intr.  g , 9 a , 
1 55  Note.  — qui  ne  sont  jamais  conver- 
gentes, Intr.  9.  — décroissantes  qui  n’ont 
pofnt  de  limites,  Intr.  3o.  — harmonique, 
Intr.  3o  Note.  — Développement  des 
fonctions  en  séries,  en  cherchant  leurs 
termes  par  ordre  de  grandeur,  Intr.  60- 
65.  — Séries  ascendantes  sont  celles  où 
les  exposans  de  la  variable  vont  en  crois- 
sant, Intr.  65.  — descendantes,  celles  où 
les  exposans  de  la  variable  vont  en  dé- 
croissant, ibid.  — Série  de  Taylor.  Voyez 
Taylor.  — Usage  des  séries  pour  détermi- 
ner les  circonstances  du  cours  d'une  cour- 
be , 197-204.  — à plusieurs  variables  : 
leur  interpolation,  qi3,  g 18.  — demi- 
convergentes  : ce  que  c’est,  et  leur  usage, 
ioco.  — Remarques  sur  les  limites  de  la 
série  1 — 1 -f- 1 — 1 -f- etc. , 1014  Note. 
— Relations  entre  la  somme  des  termes 
pris  à des  intervalles  égaux  dans  une  série 
quelconque  et  la  somme  totale  de  cette 


série,  999.  — Correspondance  des  séries 
et  des  équations  aux  différences,  1006. 

— Leur  transformation  par  les  fonctions 
génératrices,  naa.  — Leur  transforma- 
tion purement  algébrique , 1 ta3.  — Dé- 
termination des  valeurs  des  limites  do 
quelques  séries  divergentes,  1124,  11 25. 
— Expression  de  leurs  limites  par  des  in- 
tégrales, h43,  1 144»  1 149-*  *57.  — Cal- 
cul de  la  limite  d’une  série  divergente,  par 
les  intégrales  définies,  1 i5o,  1227  ; par  les 
fractions  continues  ,1  i5o  Aote,  Intr.  66  a . 

• — Leur  interpolation  par  les  intégrales 
définies,  1 158-»  1 63.  — propres  à évaluer 
les  intégrales  simples,  fonctions  de  grands 
nombres  , 1218-1221  ; les  intégrales  dou- 
bles, 1222, 1223.  — Séries  d'arcs  dofct  les 
tangentes  procèdent  suivant  une  loi  don- 
née, 1269. 

Séries  hvper-géométriqucs , 1 146. 

Séries  récurrentes  : citation  du  procédé  pour 
reconnaître  si  une  série  est  récurrente, 
Intr.  66  a.  — dans  lesquelles  les  diffé- 
rences de  l’ordre  n sont  constantes , 884. 
— Recherche  de  l'expression  de  leur 
terme  général,  1042  ( de  là  résulte  la 
détermination  algébrique  des  coefliciens 
numériques  de  ce  même  terme  général , 
considéré  comme  formule  d'interpolation, 
dans  le  n^qoq).  —ont  pour  type  général 
une  équation  aux  différences,  io5o.  — 
doubles,  1084.  — triples,  quadruples, 
1093.  — Recherche  de  leur  terme  géné- 
ral par  les  fonctions  génératrices  , 1116. 
— Expression  de  leur  terme  général  par 
des  coefliciens  différentiels  , 1118,  1119. 

— développement  de  leur  terme  général 
indépendamment  de  ladécompositiondela 
fraction  génératrice  en  fractions  simples, 
1120,  1121.  —doubles  : détermination 
de  leur  terme  général  par  les  fonctions 
génératrices,  1 iû4-1  » 38.  — Rapproche- 
ment des  différent  points  de  la  théorie  des 
séries  récurrentes  , J 269. 

Séries  récurro-récurreutes.  Voyez  Séries  ré- 
currentes doubles. 

Servais  emploie  la  dernière  notation  d'Eulcr 
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pour  les  différentielles  ,83  a.  — donne 
des  formules  nouvelles  pour  développer 
les  fonctions  en  séries,  1 1 3 a.  — Ses 
considérations  sur  les  propi  iétcs  générales 
des  fouctions  et  sur  les  principes  du  Cal- 
cul différentiel,  970  a.  — cite  une  re- 
marque de  Lambert  «tir  les  nombres  pre- 
miers , 1 193  A’ote. 

Si  nus  : son  développement  suivant  les  puis- 
sances de  l'arc,  Intr.  38,  ; par  les 

limites,  Intr.  5a  ; par  le  Calcul  différen- 
tiel, 87  ; en  produits  indéfinis,  1180, 
1188;  celui  de  son  logarithme,  806  , 
1181.  — Son  expression  en  exponentielles 
imaginaires,  Intr.  9 1 , 4a  a.  — Expression 
du  siuus  d uo  arc  multiple  par  les  puis- 
sances du  cosinus  et  du  sinus  de  l'arc 
simple,  Intr.  47-5 1,  48  a,  99- toi  ; dé- 
duite de  l'intégration  des  équations  aux 
différences  , icâa  ; obtenue  par  les  ex- 
pressions imaginaires,  ic55. — Expn xsS*  n 
des  puissances  du  sinus  par  les  cosinus  et 
les  sinus  des  arcs  multiples,  Intr.  55, 
55  a;  10a  a.  — d'arcs  imaginaires , Intr. 
96.  — hyperboliques,  Intr.  8b'  Acte  ; 
leur  définition  et  leur  expression  en  lo- 
garithmes , 495.  — Leur  différentiation  , 
i5.  — Leurs  différences,  893-894.  — 
Formule  pour  la  construction  des  tables 
de  sinus , 890.  - — Tables  des  sinus  natu- 
rels des  rcooo'*  parties  du  quart  de 
cercle , calculées  sous  la  direction  de  Pic- 
ny,  it/ùl.  et  la  A oie.  — Expression  du 
sinus  d'un  arc  multiple  par  deux  sinus  an- 

técédene,  lo5a. 

Sinus  verse,  sa  différentielle,  t5. 

Soldner  1 10s  recherches  sur  l'intégrale^" 

ia3i. 

Solides.  Voyez  Surfaces  et  volume.  — So- 
lide ou  Surface  de  la  moindre  résistance, 
887  A cte. 

Solidité.  Voyez  Volume. 

Solutions  particulière»  des  équations  diffé- 
rentielles du  premier  ordre  : exemples  de 
ces  solutions  . 585 , 688.  — Ce  que  c’est, 
635.  — Leur  liaison  avec  les  intégrales  , 
636-641.  — Solqtions  particulières  , 
doubles,  triples,  641.  — Moyen  de  les 
déduire  de  l'équation  différentielle,  pour 
le  premier  ordre,  642-647  » pour  les 
ordres  supérieur»  , 648-6 5o  ; pour  les 
équations  simultanées,  65 1.  — Procédé 
de  1-iplace  pour  le»  déterminer  par  le  jdé- 


MAT1ERES. 

veloppcmcut  de  l'intégrale  en  série  , 645. 
— Leur  analogie  avec  les  cas  où  le  théo- 
rème de  Taylor  est  en  défaut,  ibid.  — 
Comment  elfes  dev  iennent  facteur  de  l'é- 
quation différentielle  proposée  , 648.  — 
Comment  la  différentielle  de  celle-ci  peut 
au.-si  être  décomposée  en  deux  facteurs  , 
653.  — Leur  liaison  avec  le  facteur  propre 
à rendre  intégrables  ces  équations , 604 , 
655;  peuvent  servir  à le  trouver,  656, 
657.  — Manière  de  les  représenter  et  de 
1«  obtenir  par  les  considérations  géomé- 
triques, 687-689.  — Solutions  particu- 
lières, des  équations  différentielles  par- 
tielles , 793  , 795.  — des  équations 
différentielles  qui  ne  satisfont  pas  aux 
conditions  d intégrabilité  , 8i3,  81 4.  — 
des  équations  aux  différences,  1078  et  la 
Note , 1 08a , 1 o83. 

Sommation  des  puissances  négatives  des 
nombres  naturels,  iooo-ioo5.  — parap- 

Sroximation , 1000-ioia.  — des  séries 
ont  le  terme  général  est  une  fonction 
transcendante,  1008-101 5.  — des  sé- 
ries, appliquée  à l'interpolation , 1016- 

1024. 

Somme  1 ce  mot  est  l'origine  du  signo 
d'intégration,  366  , 47 1 et  *a  Note.  — 
Sommes  successives,  96a  ; leur  usage  pour 
transformer  le»  équations  algébriques  , 
leur  formation  , 96a  a.  — Distinction  des 
sommes  et  des  intégrales  aux  différen- 
ces , 990.  — Expression  de  la  somme 
des  snites  d une  seule  variable , 990 , 
J0i5.  — des  séries  de  sinus  et  de  cosinus, 
101a,  ioi3;  paradoxe  relatif  aux  li- 
mites de  ces  sériés,  ioi4,  1016. 
Sommets  des  surface*  du  a*  ordre , 5c3  , 
507,  5i  t. 

Son  équations  relatives  à sa  propagation  , 
777  Note,  783. 

Sounormale  : son  expression  générale,  ai  a. 
Soutangente  ; son  expression  générale,  207, 
307  a,  a5a,  3 440.  — déterminée  par  ia 
considération  des  polygones  d’un  nombre 
infini  de  côtés,  206,  269. 

Sphère  1 son  équation  , 27a.  — Condition 
des  contacts  de  la  sphère  avec  uno  sur- 
face coerbt  quelconque  ; sphère  oscula- 
trice  , 3ao , oao  a.  — La  sphère  a uu 
nombre  infini  de  lignes  de  courbure  pour 
chaque  point , 3b7,  037  a.  — osculatrice 
d'une  courbe  à double  courbure , 348  , 
35t.  — Son  volume,  5r6,  5ao;  ion  aire, 
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5 1 G.  — Courbes  rectifiables  sur  la  surface 
d'une  sphère,  53g.  — Portions  de  sphère 
quarrables,  540,543.  — Sphères  con- 
centriques : surfaces  coniques  qui  les 
coupent  toutes  à angle  droit , 800.  — 
Son  équation  est  nne  solution  particulière 
de  celles  qui  appartiennent  aux  arêtes 
de  rebroussement  des  surfaces  dévelop- 
pables circonscrites  à cette  sphère , 83a. 

Spirales  ••  leurs  équations  rapportéessà  des 
coordonnées  polaires , 948.  — Spirale  de 
Conon  ou  d'Archimède,  948,  95o,  499, 

5 1 3 ; hyperbolique,  348,  348  a,  499  '. 
parabolique,  948;  logarithmique , 954, 
4gq,  5 1 3 , 685,  686.  — Leur  quadra- 
ture, 499-  — Leur  rectification , 5 1 3. 

Stirling:  scs  formules  d'interpolation,  901, 
903.  — Série  qu'il  interpole  parles  loga- 
rithmes de  ses  tenues , 909.  — a converti 
le  premier  les  puissances  positives  et  né- 

Satives , en  produits  directs  et  inverses 
e facteurs  équidifférens , 981.  — Re- 
marque sur  sa  transformation  des  puis- 
sances négatives  d'un  mononie,  en  série 
de  fractions.  986  Note.  — Ses  travaux 
sur  l'interpplation , 1 1 58. 

Striction.  Noya  Ligne  de  striction. 
Substitutions  successive»,  Intr.  64.  — Usage 
de  cette  méthode  dans  l'intégration  des 
équations  différentielles  du  second  ordre 
et  du  premier  degré,  67a. 

Suites  : leur  retour , Intr.  58,  59;  1 13  , 
u3  a , 13S9.  — d'une  seule  variable, 
leur  interpolation,  897-q  1 3.  — à deux  va- 
riables , qui  résultent  des  solutions  d’une 
équation  à trois  indéterminées,  gt3.  — 
Analogie  de  leur  sommation  avec  l’inté- 
gration des  différences  premières , q43.  — 
Leur  sommation  par  les  intégrales  aux 
différences  , 990-1015.  — Détermination 
de  leur  somme  en  les  regardant  comme 
engendrées  par  le  développement  des  in- 
tégrales aux  différentielles,  1140-1157. 
— Sommation  de  quelques  suites  formées 
par  les  produits  des  termes  correspondans 
de  deux  antres,  11 53,  11 53,  ict38.  — 
des  puissances  négatives  des  nombres  na- 
turels : leur  sommation,  1 183,  1 184,  1187. 
Surface.  Noyez  dire. 

Sur/àz-rs^interscction  d'une  surface  courbe 
et  d’un  plan.  Noyez  Plan.  — Leur  divi- 
sion en  ordres , 998.  — Application  du 
Calcul  différentiel  à la  théorie  des  surfaces 
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courbes  , 3i3  et  suiv.  — Expression  ana- 
lytique de  leur  continuité , ibid.  — Equa- 
tions différentielles  de  leurs  sections,  3 14. 
— Leur  contact,  3i5;  avec  un  plan, 
3 16,  3i8,339  °>  33q  a ; avec  une  sphère, 
390  ; avec  une  surface  du  second  ordre  , 
3a8.  — Equation  de  leur  normale  , 317. 
— Equation  de  leurs  lignes  de  plus  grande 
pente , 3ig  , 3iq  a.  — ont  pour  chacun 
de  leurs  points  deux  sphères  osculatrices  , 
3a  1 . — ont  deux  rayons  de  courbure  dif- 
férens  , 391-396.  — Détermination  des 
équations  de  leurs  lignes  de  courbure , 
31*9 , 3a7.  — Rayon  de  courbure  d'uno 
section  faite  dans  une  surface  courbe  par 
un  plan  quelconque , 334.  — Lieux  des 
centres  de  courbure  d'une  surface,  3a5 , 
3a5  a.  — Une  surface  a,  dans  chacun  de 
ses  points,  un  contact  du  second  ordro 
avec  une  surface  de  révolution , 3s8.  — 
Leurs  points  singuliers,  lignes  singulières, 
d'inflexion  ou  de  rebroussement , 3cg  , 
3aq  a,  34 1 . — dont  les  deux  rayons  de 
courbure  sont  égaux  et  de  signes  con- 
traires : leur  équation  différentielle  par 
tielle,  399a;  son  intégration  générale, 
773,  774  ; intégrale  particulière  qu'on  en 
obtient , 777  ; ces  surfaces  ont  le  mini- 
mum d'étendue  entre  des  limites  données, 
843.  — Plans  cordes  dans  les  surfaces 
courbes  : ce  que  c'est , 3agu  , détermina- 
tion de  leur  angle  dièdre,  ibid.  — Leur 
génération , 33o-343.  — Détermination 
des  surfaces  formées  par  les  intersections 
successives  d'une  infinité  d'autres  de  na- 
ture donnée  , 33o  et  suiv.  — Détermina- 
tion des  surfaces  par  la  considération  des 

lignes  dont  clics  sont  composées , 34t 

composées  de  lignes  droites,  341  , 343. 
N oye»  aussi  Surfaces  coniques , cylin- 
driques, développables,  gauches.  — com- 
posées de  cercles.  Noyez  Surf  aies  annu- 
laires. — des  tangentes  d'uue  courbe  à 
double  courbure , 344  ; de  ses  plans  nor- 
maux , 348.  — Différentielle  du  volume 

du  segment  des  surfaces  courbes , 5 1 8 

Expression  de  l’élément  de  leur  volume, 
533,  5390;  en  coordonnées  polaires, 
509.  — Expression  générale  de  leur  aire, 
5?3 , 5n3  a.  — dont  les  portions  sont  en 
rapport  constant  avec  leurs  projections , 
544.  801.  — Trouver  les  surfaces  qui 
coupent  sons  un  angle  donné  toutes  celles 

?|ui  sont  comprises  dans  une  équation  dif- 
érentiellc  totale  du  premier  ordre  don- 
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née,  800.  — équivalente» , ou  de  même 
étendue  entre  des  limites  données  : leur 
détermination,  équation  de  celles  qui 
•ont  équivalentes  au  plan  , 801  ; con- 
struction de  ces  dernières , 80a.  — liqua- 
tions et  propriétés  des  surfaces  dont  tous 
les  élémens  sont  également  inclinés  par 
rapport  à un  même  plan,  800.  — Trou- 
ver celles  qui  peuvent  faire  partie  de  deux 
familles  distinctes  par  leur  génération  , 
8ao.  — Trouver  l’équation  générale  des 
courbes  de  contact  de  deux  familles  de 
surfaces  courbes  distinctes  par  leur  géné- 
ration, 8a  1 , 8a  t a.  — Détermination  de 
la  ligne  la  plus  courte  qu'on  puisse  mener 
entre  deux  points  ou  entre  deux  courbes, 
sur  une  surface  donnée,  841.  — dont 
faire  est  un  maximum  ou  un  minimum 
entre  des  limites  données,  843.  — dont 
faire  est  un  maximum  ou  un  minimum 
parmi  toutes  celles  qui  renferment  des 
volumes  égaux,  875. 

Surface,':  annulaires  : leur  génération , leur 
équation  généi  ale,  534,  -M° , 0400,  54  ' ■ 
— Equation  différentielle  partielle  de 
celles  qui  sont  engendrées  par  le  mouve- 
ment d'une  sphère  dont  le  centre  reste 
dans  le  plan  des  xy  , 334  ; son  équation 
différentielle  partielle  intégrée,  741  a. 

Surfaces  coniques  : leur  génération,  carac- 
tères de  leur»  équations , 3o5  , 33o.  — 
Leur  équation  générale,  leur  équation 
différentielle  partielle,  53o  -,  son  intégra- 
tion, 731.  — Détermination  d’une  sur- 
face conique  passant  par  une  courbe 
donnée,  ou  circonscrite  aune  surface  don- 
née , 33 1 . — Leur  emploi  dans  la  per- 
spective et  dans  la  théorie  des  ombres  , 
wid.  — Expression  de  leur  volume,  5a5  ; 
de  leur  aire,  5aG.  yoyezSurfaces  du  se- 
cond ordre. 

Surfaces  cylindriques  : leur  génération,  leur 
équation  générale,  leur  équation  différen- 
tielle partielle  , 33a,  341.  Vay.  Surfaces 
du  second  ordre. 

Surfaces  développables  : leur  génération, 
33q,  3*9  O,  34  .1 , 34a  a.  — heur  équation 
générale,  leur  équation  différentielle  par- 
tielle, 33q  ; son  intégration,  77S.  — 
Equation  de  leur  arete  de  rebroussement, 
33g.  — Détermination  de  celles  qui 
touchent  en  meme  temps  deux  surfaces 
données , nu  qui  passent  par  deux  courbes 
données,  ibid.  — I.eur  emploi  dans  la 
théorie  des  ombres  et  des  pénombres , 
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ibid.  A'o/e.  — formées  par  l'ensemble  des 
normales  d'une  surface  courbe  , 34a.  — 
formées  par  l'ensemble  des  tangentes  d'une 
courbe  à double  courbure,  544-  — Dé- 
termination de  celles  qui  ont  pour  arête 
de  rebroussement  une  famille  de  courbes 
liées  par  une  propriété  commune,  365  a. — > 
équivalentes  au  plan,  801 , 80a.  — cir- 
conscrites i la  sphère  : lenr  équation  gé- 
nérale et  celle  de  leur  arête  de  rebrousse-  • 
ment,  8i4- 

Surfaces  gauches  , ou  formées  de  lignes 
droites , qui , prises  deux  a deux  consécu- 
tivement, ne  sont  pas  dans  un  même  plan, 
34' , 34a.  — Leur  équation  différentielle 
partielle , 34a  et  343  ; intégrée  dans  un 
cas  particulier,  764  ; en  général , 76 1 . — 
Leur  ligne  de  striction , 34a  a. 

Surfaces  limites  : leur  détermination  ana- 
lytique, 33o-335.  — Leurs  caractéris- 
tiques , 336.  — Détermination  analy- 
tique de  la  surface  qui  touche  toutes 
les  surfaces  limites  comprises  dans  la 
même  équation  générale,  337-  — Déter- 
mination de  la  fonction  arbitraire  de  leur 
équation  générale , 338.  — formées  par 
les  intersections  successives  d'une  suite  de 
sphères  dont  le  centre  ft  le  rayon  sont 
variables-,  leur  équation  générale,  34o. 

Surfaces  réciproques  : ce  que  c'est,  77 ne. 

Surfaces  rectiiiantes  : ce  que  c'est , 364. 

Surfaces  de  révolution  : leur  génération  , 
leur  équation  générale , leur  équation  dif- 
férentielle partielle,  333  , 333  a , son  in- 
tégration, 733.  — Leur  volume,  5i4, 
507.  — Leur  aire,  5t5,  5a7  — Manières 
de  décomposer  leurs  volumes  et  leurs 
aires  pour  en  faciliter  l'évaluation , 5a4- 
53a , 5ag  a. 

Surfaces  du  second  ordre  ou  du  second  de- 
gré, aq8-3ia  — Leurs  diamètres  plans  , 
308.  — Transformation  de  leur  équation 
générale,  agq,  îgg  a — rapportées  à leurs 
axes  principaux  , Soi , 007  , 307  a.  — 
Leurs  sections  principales,  3o3.  — Leur 
énumération,  oo3-oia.  — qui  ont  un 
centre,  3c3-3o7;  qui  en  sont  dépour- 
vues, 3c8-3n;  équation  simple  qui 
comprend  les  unes  et  les  autres , 3o8.  — 
cylindriques , 3o5  ; coniques , 5o5  ; en- 
gendrées par  la  révolution  d'une  courba 
plane , 333  a.  — peuvent  être  euendrées 
de  deux  manières  par  un  rercle,  3n, 
3i  1 a.  — Leurs  asymptotes,  3 1 a.  — I. extra 
lignes  de  courbure , 307 , 633 , G33  a. 
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TABLES  dei  suites  qui  résultent  des  solutions 
d’une  équation  à trois  indéterminées , ou 
Tables  a double  entrée , 25)8, 9 1 3.  — Leur 
interpolation,  918.  — d triple  entrée , 

1 090. 

Tables  : construction  de  tables  pour  classer 
les  intégrales  des  équations  différentielles , 
leur  inconvénient , 634.  — Citation  des 
tables  d’ intégrait?  définies,  1217. 

7 bngente  d’un  arc  de  cercle  : son  expres- 
sion par  les  imaginaires , Intr.  41 . — d’un 
arc  multiple,  Intr.  5i.  — Sa  différentia- 
tion, i5.  — Son  développement  suivant 
les  puissances  de  l'arc,  90-9*;  en  pro- 
duits indéfinis,  1188.  — Formule  qui 
exprime  les  tangentes  des  arcs  au-dessus 
de  45° , 895. 

Tangente  hyperbolique,  4<P* 

Tangentes  des  courbes  : leur  détermination 
par  la  transformation  des  coordonnées , 
186  -,  par  les  séries  , 197  ; par  le  Calcul 
différentiel , suivant  la  méthode  d’Arbo- 
gast,  qo5, 206 -,  par  les  limites,  229.  — 
Leur  équation  generale , ao5.  — Mener 
par  un  point  donné  une  tangente  à une 
courbe,  209.  — Mener  à une  courbe,  une 
tangente  parallèle  à une  ligne  donnée  , ou 
qui  fasse  avec  l'axe  des  abscisses  un  angle 
donné,  210.  — Expression  de  leur  lon- 
gueur ,211.- — des  courbes  à double  cour- 
bure , 344  » 345  ; ce  que  c’est  que  leurs 
tangentes  conjuguées.  Voyez  ci-après  le 
Supplément  à l'Errata  du  itr  volume, 
pour  la  page  65o. — Méthode  inverse  des 
tangentes,  676,  683;  premier  problème 
proposé  relativement  a cette  méthode, 

g78.  * 

7'ay/or . détermine  les  plus  grands  termes 
d’une  équation , Intr.  60.  — Son  théo- 
rème , 1 8 , 23  , 24  ; étendu  aux  fonctions 
de  deux  variables , 26;  à celles  d’un  nom- 
bre quelconque,  58;  sert  à développer 
les  fonctions , 84-q3  ; se  déduit  du  théo- 
rème de  Maclaurin  , io5,  ic6;  se  dé- 
montre par  la  différentiation,  io5  ; par 
le  Calcul  aux  différences  et  les  limites , 
929  et  la  Note  ; appliqué  au  développe- 
ment d’une  fonction  de  polynôme,  122  ; 
cas  où  il  est  en  défaut , et  pourquoi , 1 32 , 
t33;  limites  des  restes  de  la  sérié,  169- 
173,  1 1 54»  1 1 56  et  la  Note  ; sert  de  base 
à l’application  du  Calcul  différentiel  aux 

3. 


courbes,  ac5;  se  construit  par  dej  para- 
boles osculatrices , 218,  219,  219  a;  ce 
qu'il  devient  aux  points  singuliers  , 23ô- 
a35  ; sert  à développer  les  intégrales  des 
différentielles,  482  , celles  des  équations, 
591,592$  et  à les  intégrer  par  approxima- 
tion , ; à développer  les  intégrales  des 

équations  différentielles  partielles  , 779  ; 
à développer  les  différences,  929-936.  — 
Série  inverse  de  celle  de  Taylor,  116  a. 
— Ses  formules  pour  exprimer  l’intégrale 
et  la  différence  d’un  ordre  quelconque 
d’un  produit  de  deux  facteurs , 959,  961 
et  la  Note,  962. 

Terme  .•  moyen*  de  distinguer  parmi  les 
termes  d’une  équation  ceux  qui  sont  les 
plus  grands , Intr.  61 . — sommatoire  : sa 
définition  et  sa  relation  avec  l’intégrale 
aux  différences , 990. 

Théorème  de  Taylor.  Voyez  Taylor. 

Traces  d'un  plan,  271. 

Tractoires  servent  à construire  les  équations 
différentielles  du  premier  ordre,  679.  — 
Description  de  ces  courbes,  ibid.  Note. 

Trajectoires  ( problème  des  ) , 681  -683. 
— Acception  de  ce  mot  en  Mécanique  , 
68 1 Note.  — orthogonales  , 681.  — réci- 
proques (problème des),  iaS3. 

Transcendantes , Intr.  3.  — Analyse  des 
transcendantes  contenues  dans  U formule 

Pdx 

{/  « -+-  px  -f*  yx * -f-  «x4  ’ 

4c6-4t2.  Voyez  Transcendantes  ellip- 
tiques. -—  Examen  de  la  transcendante 


479,  i224-ia3a  ; sa  discussion  par  les 
courbes , 1 23o.  — Comparaison  des  diffé- 
rentielles de  deux  transcendantes  d’une 
même  espèce,  pour  en  déduire  les  pro- 
priétés de  ces  fonctions,  690-708, 711. 
—Moyen  proposé  pour  faire  la  compa- 
raison de  celles  qui  ne  peuvent  être  don- 
nées que  par  une  équation  différentielle 
où  les  variables  ne  sont  pas  séparées,  71 1. 

— Recherches  sur  la  transcendante.*. . . 
fe—l'dt,  1157,  1167,  iao5,  i22t  Noie, 

— explicites  : comment  elles  diffèrent  des 
transcendantes  implicites,  1233. 

Transcendantes  elliptiques  : leurs  proprié- 
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tés  déduit»  de  la  comparaison  de  deux 
différentielles  de  ces  fonctions , 632-701. 
— Comparaison  d'un  nombre  quelconque 
de  ces  transcendantes  , 70a.  — Leurs 
valeurs  approchées , prises  entre  des  li- 
mites données,  tat5. 

Transformation  des  fonctions  différentielles 
de  deux  variables , de  manière  qu'on  y 
puisse  regarder  celle  des  deux  variables 
que  l'on  voudra  comme  fonction  do 
1 autre,  6g,  71,  7a.  — des  différentielles 
prises  pour  constantes  , 64,7a',  usage  de 
cette  transformation  dans  l'intégration  des 
équations  différentielles  des  ordres  supé- 
rieurs , 5q8.  — des  coordonnées  sur  un 
plan,  18a;  dans  l'espace,  290-397, 
p.  G4q  du  tom.  III , 39b  a.  — des  coor- 
donnée. : son  usage  pour  déterminer  les 
tangentes  des  courbes , leurs  points  mul- 
tiples , leurs  inflexions , 186-190.  — des 
coordonnées  rectangles  en  coordonnées 
polaires,  et  des  coordonnées  polaires  en 
coordonnées  rectangles , sur  un  plgn  , 
249-253  ; dans  l'espace , 397.  — de  i’é- 
quation  d'une  courbe  entre  des  coordon- 
nées rectangles  ou  polaires,  en  une  re- 
lation entre  l'arc  et  le  rayon  de  courbure, 


et  réciproquement , a55,  a55  a.  — des 
intégrales  doubles  et  triples , 5a4-533.  — 
des  équations  différentielles  du  second 
ordre  et  du  premier  degré,  60g  ; usage  de 
l'une  de  ces  transformations,  ia34  Aofe. 
— des  équations  diff  érentielles  partielles, 
7s4.  77i . 77a  . 774.  775-  — des  séries 
par  les  fonctions  génératrices,  lias.  — 
Transformations  purement  algébriques , 
1 1 a3  ; usage  de  ces  transformations  pour 
sommer  certaines  séries,  1124,  na§. 

Tremble y soutient  la  critique  faite  par 
Jean  Bernoulli  d'unpa.sage  de  Newton, 
a58n.  — Proposition  qu’il  remarque  sur 
les  solutions  particulières,  647  a.  — pro- 
pose un  moyen  pour  découvrir,  par  les 
intégrales  et  les  solutions  particulières  , le 
facteur  d'une  équation  différentielle  du 
prrmier  ordre  à deux  variables,  655-658 , 
a trois  variables , 720.  — Ses  réflexioua 
,.ur  les  arcs  de  cercle  qui  s’introduisent 
dans  les  intégrales  des  équations  différen- 
tielles du  premier  degré  , 675. 

Triangle  arithmétique.  Voyez  Pascal. 

Triangles  sphériques  : leur  usage  pour  con- 
struire la  comparaison  des  arcs  elliptiques, 
709,710. 


VAN-CEULEN  (Ludolph)  calcule  le  .rapport 
de  la  circonférence  au  diamètre,  Intr.  44. 

Vandermande  considère  les  factorielles , 
981,  1 1 63  Note. 

Janheuraet  rectifie  l'une  des  paraboles  cu- 
biques, 5oo  a , Bina. 

Variables  ■■  leur  définition,  1 . —Dépendance 
que  les  équations  établissent  entre  des  va- 
riables , 41 , 74 , 76.  — Changement  de 
variable  indépendante  dans  les  expres- 
sions différentielles , et  suiv. 

Variations  : (méthodedes) , 835-878,8540, 
838  a.  — Sa  correspondance  avec  le 
passage  d'une  courbe  à une  autre , d’une 
nature  différente , 8s5  , 834  . 844-  — Rc- 
cherche  de  la  variation  d'une  fonction 
primitive  ou  différentielle,  par  les  diffé- 
rentielles partielles , 8a6  , par  la  caracté- 
ristique t , 845,  848.  — des  formules  in- 
tégrales, par  les  différentielles  partielles, 

827,  827  a,  834  o.  835, 835  a,  83q  j par  la 
caractéristique  7,  847,  848 , 854-856.  — 
Examen  des  variations  relatives  aux  limi- 
tes des  intégrales  définies  , 828- 83 1,  864- 
866.  — Application  du  Calcul  des  varia- 


tionsà  la  recherche  des  maximums  et  mi- 
nimums, par  les  différentielles  partielles, 
829-843  ; par  la  caractéristique  7,  865- 
875.  — Leur  usage  pour  trouver  les  con- 
ditions d'intégrabilité  des  différentielles , 
83a,  85 1-853.  — des  fonctions  contenant 
deux  variables  indépendantes  et  des  in- 
tégrales doubles,  par  les  différentielles  par- 
déliés  , 84a:  par  la  caractéristique  t, 
86i-863,  861  a,  863  a.  — Théorèmes 
fondamentaux  des  variations  , 844.  845, 
846,  85o.  — des  fonctions  données  par 
des  équations  différentielles,  857-860.  — 
Leur  application  à la  recherche  des  maxi- 
mums et  des  minimums  relatifs  des  for- 
mules intégrales  définies , 873-8J5.  — 
Caractères  qui  distinguent  le  maximum 
des  intégrales  définies,  de  leur  minimum, 
876-876.  — Application  de  cette  méthode 
aux  intégrales  aux  différences,  1 io5, 1 106. 

Véga  donne  un  rapport  très  approché  du 
diamètre  à la  circonférence , Intr.  43  , 

43  a , 44.  . 

Vtète  trouve  le  premier  des  formules  pour 
la  division  des  arcs,  Intr.  5o. 
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ADDITION  au  n*  1248,  page  56a. 

Depuis  l’impression  de  cet  article,  M.  Poisson  a eu  la  complaisance  de  me  commi- 
■iquer  l’intégrale  très  élégante  et  très  simple  qu'il, a obtenue  pour  l’équation 


d‘*  __  /dV  , d'ç  , d>\ 


qui  se  rapporte  au  mouvement  des  fluides  considérés  avec  les  trois  dimensions,  et  qui 
comprend  l’équation 


d'z s /d *z  dJz\ 

•dt*  Q \dx**  d y')  * 


indiquée  dans  les  n°*  1246  et  ia48-  Voici  cette  intégrale  : 


<p  = ff  T,t  dudv  sin  u - 


dffTjtdudv  %\nu 


T,  et  T%  étant  des  fonctions  arbitraires  des  trois  quantités 

x-f~fl*cosu,  y -j-otsin  u sin  vt  z at  sin  u cos  v. 

Les  intégrations  indiquées  doivent  s’effectuer  depuis  u = o,  jusqu’à  u^zwt  et  depuis 
v = o,  jusqu’à  v = a*-. 

Ce  résultat , remarquable  par  sa  forme  , peut  se  vérifier  en  convertissant  les  fonctions 
arbitraires  en  séries  ascendantes  , suivant  les  puissances  de  t,  au  moyen  de  la  formule 
du  n°  38 , par  la  supposition  de 

h — atco$ut  h = a/ sin  u sin  vt  l = at  sin  ucos  v. 


Les  intégrations  s’effectuent  alors , et  l’on  s'assure  ensuite  que  la  série  résultante,  ana- 
logue à celle  du  n°  780,  satisfait  à l’équation  proposée. 

Les  fonctions  arbitraires  se  déterminent  sans  peine,  d’après  les  valeurs  de  ç et  de 

correspondantes  à t = o , parce  que , cette  supposition  réduisant  les  fonctions  Tt  et  T%  à 
ne  contenir  que  les  seules  variables  x , y et  z , il  vient 

9 = 4«* *).  *). 


*où  les  fonctions.  F et  f sont  arbitraires. 

Les  calculs  sur  lesquels  est  fondé  ce  qui  précède , seront  développés  par  l’Auteur , 
dans  un  Mémoire  sur  l'intégration  de  plusieurs  équations  différentielles  partielles , qui 
fera  partie  de  ceux  de  l’Académie  des  Sciences,  pour  1818. 
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ERRAT  J. 


„ _ Ip>in(x  + Â) — ain  x~ 1 ipain(x  + A)  — sinx-!» 

igc  ao_,  >gne  ! — * 3 L»in!(* ■+•*)+ ain  X_r  **  3L»in  (x  + h)  ain  x_| 

10.  au  dénominateur , a,  — a , lisez  a — a, 
i4,  au  dénominateur , (A — Q» . lisez  (x — 

J,  au  numérateur , (n  — i)r,  lisez,  (n — Qro  . 

As,  lisez  a se. 


32a 

3i 


a ! 


iAl, 


■/: 


58, 

84. 

94, 

ia5. 

'47. 

iM. 
i65 . 
170, 
181 , 


'84, 

190, 


195a 
193, 
au  , 
ibid. , 
ai3, 

a3 4, 

a 38. 

a4a. 

a55, 

ibid.  , 

a6.9 . 
387, 
3oo, 
3i8, 
33o, 

34», 

35o, 
35 1 , 

354. 

355, 
354, 


|5  . [x — (m — i)]A,  Usez  fx — (m  — a)/Q 

16  , fx — (m — a)]A,  lisez  (x — (m  — a) A] 

~ZT en  remontant,  ûu — Au_, , lisez  'Au  — <a«_ 

5 , 4 , 5 et  £ en  remontant , "H  “ > Usez  — i 

i4 , Âxy  , Usez  xCsy 

^ i4[t] 

i4  , + etc.  , lisez  — etc. 

2.,  caractérisque  , lisez  caractéristique 

16 , (100a),  lisez  (1000) 

iJL  SX,.,  lisez  SX r 

m 4 en  remontant , les  lettres  M3  et  manquent  dans  la  figure  2 , 
mais  il  n en  résultera  aucun  embarras , si  Von  se  rappelle  quelles 
désignent  des  points  consécutifs  à M%. 

11 , Ct  Usez  Ct 

4 en  remontant,  au  dernier  terme , [m  — n — p — -r  + pî»  lisez»., 

n 

[m  — n — p — <7  — r-hrf 
g M 

3_,  C"1  H“  t*  — ü > &***  [m  4.  — 

4 en  remontant , -f*  Va. m , -f-  etc.  lisez  -f-  Jfan  *4“  etc. 

17,  X , lisez  Xx 

a en  remontant , îo^a,  lisez  1041 
a*  en  remontant , io4»  , lisez  104» 

17,  FfijS,  lisez  F u* 

à coté  du  n°  106a,  mettes  V addition  marginale  ; Des  équations 
simultanées  du  premier  degré. 

à coté  du  n°  io6d  , mettez  l addition  marginale  : Des  facteurs  qui 
rendent  intégrables  les  équations  aux  différences, 
il,  P"  Mm  manque  sur  la  figure , parce  que  le  point  MT  n’a  puy  trouver 
place  ; mais  il  est  aisé  de  voir  que  c’est  1 ordonnée  qui  suit  P * M ", 
22  t mm  manque  par  la  même  raison  que  ci-dessas . 

14»  etc.  » lise*  -H etc. 

mettez  à la  parenthèse  du  aî  membre  l’exposant  u. 
a 5 , série , lisez  table  à double  entrée 
£> , oa  dénominateur , x,  lisez  ùx 
10 , , lisez 

ÏÀl  ^sez  + JT 

5j  au  second  terme,  u(jï — 1^ , lisez  u^“ 

17  ■ ni  (1  4-  dy)" , lisez  ni  (i  dy) 

>4.  y, y *y.‘ , lisez  y. y, y,"  etc. 
a j au  second  membre,  même  correction, 

L mettez  -f-  avant  SI,’ . 
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Page  ^20,  ligne 

3^, 

S 


a , en  remontant , 


S en  remontant , au  dénominateur , a, , /«ei  u* 

6j  divisez  le  premier  membre  par  dr. 

IÊ  , au  dénominateur,  acf,  lisez  aefh 
3.  en  remontant , s , lisez  s 
^ en  remontant , sio  5n* , /êtes  sin  5rn« 

^ p{n~p—a),  Hsezç(,n—p  — a,p) 

1 , (sin  ap’) , hse*  (»«  »♦)* 
l£,  à la  fui,  ôtez  la  virgule. 
i4,  au  commencement , mettez  1° 
n n 

1 en  remontant,  —rz ~,i  «*ez  , 

‘-Sr(n);fc“^rG) 

a en  remontant , e ,n , lisez  e ** 
ai  , e_,xpx— //ses  e~ 

en  remontant , zd  , lisez  zdz 
a , au  dénominateur , (y  -f-  , /ijes  fl  + 

î en  remontant , lisez  = o 

e e*  • 

5 , «le  la  note,  au  dénominateur,  c -f- ex" , lisez  a -j- bx* 
eb,1*  , lisez  eb,,x  ’ 
i , même  correction. 

8 et  ^ » “7=  est  facteur  de  tout  U second  membre . 

» i 

i5  , (cos  ir)  , /rji»c  (cos  **)ï 

i”B7  4-  etc- 1 /ises  -+-  etc.] 

a3,  i+a.îf,  lisez  x 4-  a ■ air . . . ■ • 

_ dX'  <1.7 
^ ~x‘ l,sei  Je 


S en  remontant, 


lisez  QJ 
d'X 


65S, 
64a, 
ibid. , 
ibid. , 


648, 


<sr- 

, àX 

a en  remontant,  -rs,  tuez  — — 
du*  du* 

1 8- 1 Q , effacez  ces  mots  ■■  le  radical , 

aa,  a la  fin,  ajoutez Le  calcul  serait  plus  simple  en  résolvant  l'équa- 
tion par  rapport  à x.  Développant  alors  le  radical  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  y,  on  trouverait  aisément  les  séries 
régulières 

. T ai  ^ —***!& J 

7 en  remontant,  multipliez  le  aî  membre  par  dx*. 

5 , autre  spirale , lisez  autre  branche 
8_,  les  deux  courbes , lisez  la  courbe 

io  , après  polaires , ajoutez  : voyez  dans  mon  Traité  élémentaire  de 
Trigonométrie , etc. , la  note  sur  le  changement  de  signe  de  la 
sécante. 

B ff 

U » £»>  "tétjj 


Digitized  by  Google 


Pags  fiSa , ligne  1 4 , après  celte  ligne,  ajoutez  ; D’après  ce  qui  a été  démontré  dans  le 
n°  Soi , l'équation  (e)  a nécessairement  ses  trois  racines  réelles  ; 
elle  est  par  conséquent  susceptible  de  l'application  de  la  règle 
de  Descartes , et  l’on  peut  reconnaître  tout  de  suite  si  elle  a 
2 racines  positives , ou  1 ou  a ou  3 racines  négatives.  Dans  le 
, premier  cas,  la  surface  proposée  a fi  sommets,  dans  le  second  ^ 

dans  le  troisième  a , ce  qui  caractérise  cette  surface  ; eulin  , 
dans  le  quatrième  cas,  tous  les  sommets  étant  imaginaires, 
l'équation  proposée  ne  répond  à aucune  surface, 

4 en  remontant,  sin  lisez  sin  V1 
ntt , même  correction. 

i3  , après  angle  droit,  ajoutez  : l'une  de  ces  directions  est  parallèle  à 
la  commune  section  du  plan  tangent  avec  celui  des  xy.et  l'autre 
étant  perpendiculaire  à la  première  , coïncide  avec  la  ligne 
de  plus  grande  pente  (5i q). 

G' O , lisez  G' O' 

Géométrie  d , lisez  Géométrie  de 
dr 


66o , 

66t  , 

66a  ■ 


67?  . 
5857 

Ça». 

7377 


Page  xxvj, 
xxxiij , 

Ü. 

in, 

taa. 
ibid. , 
137, 


a3q 


375, 

SlS, 
ibid. , 
ibid.  , 

368, 

58o. 

58a, 


IZi 

EZ 


— , lisez  . 
je  dx 


5j.i  . 


q,  en  remontant , 8a8,  lisez  837 
a8 , à la  fin,  F,  lisez  F* 

Supplément  à l’ ERRAT  A du  premier  Volume. 

ligne  , après  Géométrie , ajoutez  à la  fin  du  second  livre 
53.  (T.  II , pag.  73),  lisez  (T.  L P»g-  5o) 
a!  colonne,  ligné  6,  XIH,  lisez  V III 

4s  après  descendante , ajoutez  : c'est-à-dire  où  les  exposans  vont 
• en  décroissant 

7 en  remontant,  d la  fut,  au  lieu  du  point  mettez  une  virgule. 

6 en  remontant , Cependant , lises  cependant 
) 4 , à la  fm,  ajoutez:  les  deux  Kaguano  ont  trouvé  des  expressions 
de  ce  genre,  qui  sont  aussi  très -remarquables  , entr'autres 
«■’  = 1 (-f-  ij . I(—  il;  ( Histoire  des  Mathématiques , par  Mou- 
tucla , T.  m,  p.  a85). 

7 en  remontant,  Discours  préliminaire , lisez  Préface , pag.  xv. 
dernière  de  la  Note,  ajoutez  : Vojret  le  A’ouveau  Bulletin  des  Sciences, 
par  la  Société  Philomatique  , T.  pag  y;5. 


16 


"(»— 0 (B  — a)  lisez  n pi  — ij  (n  — a)  ^ 

t.al  ' . 1.2,3 


5 , s’en  servirent , lisez  sc  servirent  des  combinaisons 
q,  d Algèbre,  lisez  d' Arithmétique  universelle 
18,  Discours  préliminaire , lisez  Préfacé t pag.  xxviij  et  suiy. 

10,  dénominateur  , lisez  numérateur 
ia , et  d'autres , lisez  et  à d’autres 

dernière , ajoutez  en  note  : Les  considération*  géométriques  indiquées 
dans  le  n°  42^_»  (T.  II,  pag.  i3q)  , prouvent  aussi  que  la  somme  des  pro- 
duits C\  -,  V*  1 - , etc.  t exprimant  celle  des  rectangle*  inscrits  oq  circonscrits 

l ia  courbe  dont  Um  désigne  l'aire,  peut  approcher  de  celte  dernière  quan- 
tité, aussi  près  qu'on  voudra. 

l8  , By^  Cy* , lisez  Bx*  -f-  Cxy 

fi  en  remontant , après  infiniment  petit,  ajoutez  • du  second  ordre 
entre  la  5e  et  la  6*  ligne  , en  remontant , ajoutez  : 

— x,  — y,  -\-z,  dans  l'angle  Aube 
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Page  55t , ligne 
553, 


565 


576, 
58i , 
B98, 
645, 

649, 

650, 


8 , à la  fin , ajoutez . Il  faut  remarquer  que  toutes  ces  sections  sont 
des  ellipses  semblables,  puisque  leurs  axes  sont  proportionnels. 

18 , après  celui  des  u , ajoutez . 11  faut  remarquer  que  toutes  les  sec- 
tions sont  des  hyperboles  semblables , avant  pour  asymptotes 
des  droites  parallèles  entre  elles,  ainsi  qu’au  plan  des  xy , et 
se  coupant  dans  l’axe  des  t.  « 

dernière . ajoutez  ; c’est  là  l’équation  différentielle  de  la  projec- 
tion , sur  le  plan  des  ara,  de  la  section  faite  par  le  plan  donné. 
4,  sous  le  a*  radical,  f,  lisez  f* 

10,  équations,  lisez  équations  (a) 

18,  après  cette  courbe  , ajoutez  conaidérée  comme  un  polygone 
1 , a la  fn , h , lisez  h 

3i,  plan  primitif  où  elle  était  tracée,  lisez  plan  où  elle  était  pri- 
mitivement tracée 

a4,  à la  fin,  ajoutez  ; les  intersections  de  ces  plans,  lianes  qui  sont 
à Ta  fois  les  arêtes  de  la  surface  développable,  et  les  tangentes 
de  la  courbe  , sont  ce  que  M.  Dupin,  nomme  tangentes  conju- 
guées ; elles  jouissent  de  propriétés  remarquables.  Voyez  ses 
Uéveloppemens  de  Géométrie , etc. , pag.  41  et  sui^. 


Supplément  à VERRAT  A du  second  Volume. 


Page  57  , ligne  16  , troisième , lisez  quatrième 
i5a. 


5oa , 
546, 
636, 
ibid. 


1 "dernière , ajoutez;  les  formules  ci-dessus  sont  l'expression  algé- 
brique de  la  proposition  XI  du  Traité  de  la  quadrature  des 
courbes,  par  Newton,  (IVïwfoni opuscula , T.  I,  pag.  a4°). 

4,  leminiscate,  lisez  lemniscate 
> 5 , effacez  = 0 ♦ • 

10 , mettez  en  tête  de  la  ligne  • a°  ~ » 

5 en  remontant , dans  le  même  sens , lisez  de  signes  contraires 


De  l'Imprimerie  de  M“*  V*  CûL’RCltR,  rue  du  Jardinet  Saint^André-des-Arcs , n°  13. 
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